Introduction aux Systemes
Dynamiques



Introduction

Deux grands chapitres :

Les équations différentielles ordinaires dans IR

Les systemes d’équations différentielles dans IR?2

g Applications : Dynamique des populations




La modélisation (1)

« Calcul différentiel » - a la fin du XVII*™ siécle
La deuxieme guerre mondiale

En Biologie

o 1798 Malthus, 1838 Verhulst

o  Début du XX*™ siécle

« Stratégie » de construction et d'utilisation des modeles
Modéliser = Théoriser



La modélisation (2)

La démarche d’élaboration d’'un modele doit prendre en
compte :
o L’objet et/ou le phénomeéne biologique a décrire
o Le formalisme choisi (langage math)
O Les objectifs (utilité du modele)
O Les données et/ou connaissance disponibles
(littérature, expériences, observations)
La modélisation consiste donc a:

o  Formaliser I'objectif
o Manipuler le modéle (propriétés)
O Interpréter et confronter avec la réalité biologique



Buts du cours

Modéliser la dynamique d’une population animale ou de
deux populations en interaction

Formalismes nombreux==) EDO = outil simple pour
I'analyse et l'interprétation

Probleme biologique (amont) = développement
mathématique (aval)

Résultats mathematiques toujours confrontés aux
connaissances biologiques du systeme étudié



PARTIE 1
EDO du 1¢r ordre (dans IR)



[Généralités

Description de I'évolution (ou variation) dans le
temps d’'une variable :

-_d_X_

Pour X(t)ER - X=X—dt —f(X’U

EDO autonome : dx/dt = f(x)
non autonome : dx/dt = f(x,r)

EDO linéaire : dx/dt = ax+b
non linéaire : dx/dt = ax?*+bx+c



1- EDO d’ordre 1 autonome :
Etude qualitative



[p

ésolution explicite (rappels)

EDO d’'ordre 1 a variables séparables :
ax

2 -1
at 2X :>X(t)_2t == déterminée par la

condition initiale

J

\




[Hésolution explicite (rappels)

EDO d’ordre 1 linéaire

ax_—-B ., . Y_, 9 o _
dt~ a o Yt tAx=y
1- Résoudre ESSM a%ﬂg x=0

2- Soit x(t) = solution (ESSM) + solution particuliere (EASM)

2- Soit méthode de variation de la constante



[Etude qualitative

Comportement (allure) des solutions d’un point
de vue qualitatif

Equations du type 7 =X = (X)

Equations dynamiques car x dépend de ¢

. dx L . y R
X=—r . dérivée premiere de x par rapport a ¢

._d’x _dx
Tt dt

. dérivée seconde de x par rapport a ¢



[Etude qualitative de x=f (X )

Recherche des points d’équilibre x*

x*: valeurs de x qui vérifient x=0< Z—)t( ey =0 =f(x)=0

Quand x(r) atteint x*, on n’en bouge plus :

Il peut y avoir 0, 1, 2... infinité de points d’équilibre.

Etude de stabilité au voisinage de x* :
sl x = x*, on ne bouge plus

pour x(t) proche de x*, est-ce qu'on s’en approche ou est-
ce qu’'on s’en éloigne?



Ftude de stabilité

= Variable locale : u(?) = Ax = x(t) — x*
Comment varie Ax quand r augmente?

S
X, X X,
2 i > X

Xje— X* 4 X, X XX, e

t>> t() i i | » X : : : >
Ax = o : 0on s’éloigne de x* Ax = 0 :on s’approche de x*
x* instable x* stable
S

X, XF X, X, < XH* Xy

t>>1t, — — X | — > X

shunt positif
(sens des x > 0)

shunt négatif
(sens des x < 0)




2- EDO d’ordre 1 autonome et
linéaire



Cas simple X=X

ax

Résolution explicite E:a X = x|tj=x[0] e**
Représentation des solutions (chronigues)
; a =0.02 N
?’IIIIII-:
EEIIII-;
EEIIII-E
X a >0:Lime* "=+ o0
ilEIEI-; t=> o
3”'3‘2 a =0.01
EIIIIII-;
x,>0 mn—; a =0 i V1, x(1) = x(0)
] =-0.02 :
0 20 A0 B0 a0 100 ’ a <0:Lime® =0

t=> o



[Cas simple x=«xx

Points d’equilibre Z_)t(=a x=0 & x=0

x* = (0 est le seul point d’équilibre

Stabilité : dépend uniguement du signe de «
o«>0=x>0 :on s’éloigne de x*=0 —> X'instable
x<0=>x<0 :ons’approchede x*=0 > x*stable
x=0=x=0 :cas particulier x(r) = C

g Stabilité globale (car modele linéaire)



3- EDO d’ordre 1 autonome
et non linéaire



Généralités

L’'idée est de se ramener au cas linéaire
Définition :
x* est stable, si pour tout x(¢)eV (x7), x(¢) tend vers
x* quand ¢ tend vers l'infini
Soit x=f(x) avec fnon linéaire
Stabilité locale de x* ?
Variable locale : u(t) = x(t) — x*
Si u() » 0 quand ¢ = oo, alors x(r) = x* : stabilité

Si u(t) » o quand ¢t = oo, alors x(¢) » o« : instabilité



[Etude de stabilité (1)

Transformation de I'équation :  u=x—x"=x=F(x)

Voisinage de x'=V(x") — Approximation de f(x)
pogr des valeurs de x proches de x*
Développement en série de Taylor de fix) au V(x') :
2

o df :
f(x)=Ff(x )er_x’X:X*(X_X )+de2 _X*

Terme  Terme linéaire 'I;er{e Iinéaire\
constant d’ordre 1 d’ordre 2

X )+

Approximation linéaire de fau V(x*) : f(x)zf(x*)+ﬂ\ (x-X)

dX X=X




Etude de stabilité (2)

« df '
Au v (x*) : f(x)=f(x )+d—X el Xx=x)
W 0 y

l Linéarisation du modele au 7 (x*)

U=2\*U avec A*=ﬂ|_*
dx '~

( Localement, au 9 (x*), X=f(X) est équivalented U=A"u
( Stabilité locale de x* déterminée par le signe de A *

( Solution explicite (rappel) : u(r) = Ke?*



[Portraits de phase

SiA * >0, lim u(r) = + o donc lim x(¢) = +
=2 o0 {2 o0
x* .
| > » X x* |nStab|e

SiA * <0, lim u(?) = 0 donc lim x(¢) = x*

t =2 oo t 2o

x*
| «< » X x* Stable

SiA *=0:o0n ne peut pas conclure



[Exemple 1

dX_ 2 1_
=X 1=f|x|

Points d’équilibre :  x*=1etx*=-1

Stabilité locale ~ linéarisation d—f=2x
X
AUV (x * =1): A = |
X, ) : A\ == . .=2>0 — x,* =1 est instable
dx
«_df

Au V(x*=-1)1 A, =—2<0 — x,* = -1 est stable

)



Exemple 1

Portrait de phase

Chroniques (une par CI) ’;

e
Rq : les chroniques ne se \

coupent pas TR g ]




[Exemple 1

Etude du modeéle par le signe de  x=f(x)=x>-1

g Parabole convexe passant par (-1,0) et (0,1), de
sommet (0,-1)

g Points d’équilibre a l'intersection de la courbe avec
I'axe des abscisses : f(x) =0

gf(x) >0 <> x>0 donc x varie dans le sens des x >0



[Exemple 2

o,
dt
Points d'équilibre : x* =0
ee £ df
Stabilité locale ——=2X
ax
ooy df
Au? (x*=0): A =—|. =0 —— Onnepeutpas conclure :la
dx *=0 linéarisation ne marche pas

Etude de f(x) = x> > 0 Vx, donc x varie dans le sens

des x>0
. x*
Portrait de phase : > X

shunt positif




[Exemple 3

—=—X
dt
Points d’équilibre :  x*=0
Stabilité locale : ar 352
dx
Au v (x* = 0) : *_i -0 —— On ne peut pas conclure : la
- - dx 'x=0 - linéarisation ne marche pas

Etude de flx) =-x*<0six>0et fix)>0six<0

. x*
Portrait de phase : e X

Equilibre stable




[I\/Iodéle exponentiel (Malthus, 1798)

Premier modele pour décrire I'évolution dans le
temps de l'effectif d’'une population

Hypotheses :

« Accroissement proportionnel a l'effectif et a la longueur
de l'intervalle de temps

« Pas de migration

* Individus identiqgues (mémes parametres)
« Reproduction asexuée

« Taille de population représentée par sa moyenne
Modele déterministe en temps continu



[I\/Iodéle exponentiel : formalisme

Soit n(r) I'effectif d’'une population au temps ¢ :

@—rn
dt

dn/dt : accroissement absolu
dn/(ndt) : accroissement relatif (par individu)
Décompositionde r=b-d

b > 0 : taux de natalité
d > 0 : taux de mortalité

@ r = dn/(ndt) : taux de croissance relatif = taux de croissance
malthusien ou intrinseque



Modele exponentiel : étude

Point d’équilibre : n* =0
Stabilité : f(n) = r
Sir >0, n* =0 est instable : la population croit a l'infini

Si r <0, n* =0 est stable : la population tend vers I'extinction
Sir=0, n(r) =n(0), V1t

Chroniques :
v r>20 g o
Inconvénient :
Croissance illimitée
dn/(ndt) constant, Vn
r=20 ﬂ
r<o

modele densité-indépendant



Modele logistique (Verhulst, 1838)

Croissance densité-dépendante :

Natalité : b(n)=b,— B n ; b,et f >0 (b décroit quand n augmente)
Mortalité : d(n) =d,+a n;d,et a >0 (d augmente quand n augmente)

Hyp. : croissance quand n petit — b, > d,

Equation logistique

dn
E_b( 'n—d\n|n =|=-=rn

= b,-d, > 0 : taux de croissance intrinseque
= (b,-d,) / (a + B ) : Capacité limite



[I\/Iodéle logistique : etude qualitative

Points d’equilibre : n*=1etn*=K
Stabilité locale :
fln|=rn|1-2 af _, _op N
K dn K

Au v (n,* =0) : dr =r>0 —— n,* =0 est instable

% n,=0
Au vV (n,* = K) : ar . =—r<0 —— n*=Keststable
2 dn "=k
POrtraIt de phase /A > > | < > 11




Modele logistique : chroniques

Variation de r Variation de K

500 10004
400 a00]
0 Courbes sigmoides 600
0 400
100 ]

2001

ov " " oo 200 @00 40000 SO0 o 100 200 0 300 400 500

dn/(ndt) = fonction affine décroissante de n— Modele densité-dépendant



Modele logistique : exemple

Masse corporelle d’'un jeune goéland en fonction de son age :
Ajustement du modele de Verhulst aux données avec n(0) =
75, r=0.155 et K =1000.

=
=
P

masse Jc;‘l:lrpnrelIenggrsumrmegj]
= =
o o
a1 " " " P | " " "

200

III’IiIIEEISiII ' 40
dge (jours)



[I\/Iodéle logistique : résolution

Solution generale nit)=K @ déterminé par CI
e

Solution particuliere : nlt)= K n|0
nl0)+(K—n(0je™""

Sit-> 0, alors n(¢) = n(0)
Sit > +oo, alors n(t) > K
Point d’inflexion de la courbe sigmoide :

d’n _d|dn|_ d _df dn_ df _ K
et ol el R

M=an at - an 2



[I\/Iodéle de Gompertz (1825)

Modéliser la croissance d’'une pop. régulée

- - an K
Equation: —=rnin|—
X at n
Point d’équilibre : n*=0etn,*=K
Stabilité locale 1 <-=r Inlk|-r Inln|-r
AuY (n*=0): ﬁ ._, hon défini, mais lim(df/dn) =+>0
dn =0 n-=>0 _
Jf — n,* instable
AuV (n,*=K) : =—r<(Q —— n,*=Keststable

dn "=k



[I\/Iodéle de Gompertz (1825)

Méme comportement qualitatif que modele
logistigue mais croissance plus rapide

a0+

4004

300+

2004

100

a

100

200

300

400

500

1000
anué
Enné
400

2004

/

1]

100 200 300 400 500

Point d’inflexion :n=Kel< K /2



Modele de Gompertz (1825)

Taille d'un jeune rat musqué en fonction de son age :
ajustement du modele de Gompertz aux données avec n(0) =
9, r=0.004 et K= 75.

50-

Jllzl'_

taille {crm)

EEI'_

10+
0 500 100 150 200
age (Jours)




Modele avec effet Allee

%:r n(M-n)(n—K):f(n) r>0et0O<M<K

Points d’équilibre : n,*=0;n*=Metn*=K

Stabilité locale par I'étude de fonction

n 0 M K +o00
rn 0+ + +
M -n + 0 - _
n-K . - 0 +
fin) v A - 0+ 0 -
stable instable stable g _ L,
e — L M : seuil de densité

0 M K pour maintenir pop.



Modele de population exploitée

Population exploitée (par péche ou chasse),
proportionnellement a la densité :

dn
~——=rn

at

1-M\_fp E > 0 : effort de péche

K

Points d’équilibre : n,* =0 ; n,* = K (1 - E/r)
g Si E > r, n,* < 0 donc seul n,* biologiquement réaliste

@ Si E<r,n,*>0donc n* et n,* biologiquement réalistes



Modele de population exploitée

- C, L. df (n n
Stabilité locale : linearisation d<n )="—E—2rg
df (n
Au VY (nl* = O) : #L);:O:I'—E
df (n)
* = - : =E—r
AuY (n,* = K(1-E/r)) : i |n;=K<1_§>
Cas1:E>r—n*<0et %h p<0 donc n,” est stable
nu1-
n* 0
A+ D L Extinction

Cas 2 : E<r— n,* est instable et n,” = K(1-E/r) est stable
0 n,* 4
VIS -n  Equilibre < K




Modele de population exploitée

Capture : Y(E) = E n,*

g Effort optimal pour maximiser capture ?

!

On cherche E tel que Y(E) soit maximale, i.e. dY/dE =0

2E

r

ay _g

I =0 o Eopt=

r
2

La capture maximale est alors : (E, ) =Y, , =Kr/4



[I\/Iodéle de péche par quotas

Quantité fixée O de poissons péchés par unité
de temps :

40

an n
Yl _0 0
p rnil ¢ Q 0>
Points d’équilibre : dépend de QO
Sio=Kr/4: n*=K/2 — . n
shunt négatif
| K| 40 K
SiQ<Kr/4: n1*=3-1‘|‘\/ —F- et n2*=5-1—\/ -

g Etude de stabilité complexe — Etude du signe de

Kr|

n




Modele de péche par quotas

Courbe de n = courbe de I'équation logistique translatée
verticalement vers le bas

instable stable
[/ [ /| < | > » | <

777 71 +— | > , G—

% %
0 n, n,

g Sorte d’effet Allee car il faut n=n; *pour maintenir la pop

g 0 n’est pas point d’équilibre donc si n<n, *la pop s’€teint en un temps fini
— pseudo - effet Allee

g S1 Q augmente, n,* et n,* se rapprochent donc le risque

d’extinction augmente —— Influence de Q sur prédictions



