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1.1

Chapitre 0

Analyse combinatoire

L'analyse combinatoire fournit deséthodes de @&hombrement particérement utiles
en theorie des probabilits. Une application igressante est l&donstration du@veloppement
du bindbme de Newton ; cealeloppement sera beaucoup uélfgar la suite.

Arrangements

Définition 0.1 Etant donié un ensemble deobjets, on appelle arrangementsydebjets
toute suite de de ces objets.

Cette efinition implique que, pour obtenir un arrangement, il faut chgisibjets parmi

n et les ordonner, par exemple en leur attribuant une place paooniun nunéro de 1a

p. Dans le langage de laébrie des ensemble, on dit :

"Soit un ensembler a n élements. On appelle arrangement;délements def, une
injection de I'ensemblé1,2,3, ..., p} dansE”.

Deux arrangements fo@s dep objets peuvent dongetre distincts soit par la nature des
objets, soit par leur ordre. Onguise parfois "arrangement saggatition”, parce qua
un objet ne peuktre attrib@ qu’une place.

Exemple 0.1 Combien d’arrangements peut-ogaliser en prenant deux objets parmi
472

Soient les objets, , b, ¢, d. En choisissant 2 objets et en les ordonnant, par exemple en
les alignant, on peut obtenir 12 arrangements :

a,b a,c a,d b,c bd cd
b,a c,a d,a c,b d,b d,c

Denombrement

On se propose deetiombrer les arrangements possible® dbjets parmin. On notera
AP le nombre de ces arrangements.



2 Arrangements

Il est ai€ de calculerd! = n, puisA2 = n(n — 1) ; il existe en effet: fagons de choisir
le premier objet etn — 1) fagons de choisir le deuxine lorsqu’on a &ja le premier.
Pour ceterminerA?, on raisonne patcurrence. On suppose ! connu. On en @duit :

A=A (n—p+1)

Il existe en effetd?~! facons de choisir le§p — 1) premiers objets de la suite et pour
chacune de ces possibdjtil resten — (p — 1) = (n — p+ 1) fagons de choisit le dernier.
On a donc successivement :

A = n
A2 = n(n—1)
A2 = nn—1)(n-2)

AP = nn—1)(n—-2)---(n—p+1)
Onpeutécrire:Ag:n(n—l)(n—Q)-.-(n—p+1)g ;En —1)--(2)(1)

n—p)(n—p—1)--(2)(1)
Sipourk € Netk # 0,onnotek! =1x2x3x...x (k— ) x k (k! se lit : factorielle
k), on a plus simplement :

(1)

Exemple 0.2 En prenant 3 objets parmi 4, on pealiserA3 = & = 24 arrangements.
Pour \érifier ce esultat, on peut utiliser 'exempie 1 Soient Ies objets b,c,d. Les ar-
rangements forés de trois objets parmi ces quatre s’obtiennent en ajoutant unéroesi
objet aux arrangements foés de deux objets. On obtient :

a,b,c a,c,b a,d,b b,c,a bd,a cd,a
a,b,d a,c,d a,d,c byc,d bdc cdb
b,a,c c,a,c d,a,b c,bya d,b,a d,c,a
b,a,d c,a,d d,a,c c,b,d d,b,c d,c,b

On a biend? = A2 x 2 =12 x 2

Un arrangement dg objets choisis parmi peutétre obtenu en tirant d’abord un objet
parmi lesn, puis un dewéme parmilegn — 1) restants, etc. Le rang du tirage sert alors
a ordonner les objets retenus.

On peut imaginer un type de tirage émément diférent : on tire d’abord un objet, on
le remet parmi les apres avoir nodé sa nature, et orepetep fois I'opération. La suite
obtenue s’appelle un "arrangement avegetition ” de p objets parmi.

Il est clair que le nombre d’arrangements avepétition dep objets parmin estn?.

On a en effeth possibilies pour chaque place, saitx n x --- x n = n? possibilies
d’arrangement.
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2.1

3.1

0. ANALYSE COMBINATOIRE 3

Permutations

Définition 0.2 Etant dont@ un ensemble de objets, on appelle permutation toute suite
de cesn objets.

Une permutation est donc obtenue en ordonnant I'ensemble de cbgts. C’est un
arrangement particulieriotous les objets sont choisis ; deux permutations adbjets
donres ne peuvent donc difer que par I'ordre de ces objets.

Exemple 0.3 Avec deux objets ety, on peut obtenir 2 permutationse; y ety, x Si on
les ordonne en les alignant.

Dénombrement

Soit P, le nombre de permutations possibles anembjets dongs. Le calcul deb, est
simple.

Onaeneffet P, =A"=n(n—1)(n—2)---1

D'ou

P, =n! ()

Exemple 0.4 Avec trois objets:, b, c on obtientP; = 3! = 6 permutationsa savoir :
a,b,c b,c,a c,a,b c,b,a b,a,c a,c,b

Combinaisons

Définition 0.3 Etant dont@ un ensemble de objets distincts, on appelle combinaison
dep de ces objets tout ensemble;dde ces objets.

La notion d’ordre a maintenant congpdément disparu. Deux combinaisons contepant
objets peuvent donc seulement ditér par la nature des objets.

Exemple 0.5 Soient les nombre 1, 2, 3, 4. En choisissant 2 nombres, on peut obtenir 6
combinaisons {1, 2}, {1, 3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4},

Dénombrement
On se propose deédiombrer les combinaisons possiblespdebjets pris parmi. On
noteC? le nombre de ces combinaisons. On note aussi pa{fogs) .

On remarque qu’on peut ordonner une combinaison contenabjets dongés dep!
maneres (autant que de permutations). En pdant de r@me pour chacune des?
combinaisons, on doit obten#? arrangements.
Onadonc:

piCy = Ay

bar-hen.net



4 Combinaisons

D'ou:
or — nn—1)(n—-2)...(n—p+1)
n - p|
ce que I'on peuécrire
n!
Cn = pl(n —p)! ©)

La definition0.2implique :C} = n etC™ = 1. Pour gréraliser la relatior3 a ce dernier
cas, on posera par conventiodl = 1.

Ceci permet Bcrire :1 = n’,‘—('), = (?; si on ne prend aucun objet parmj on obtient
I'ensemble vide.

3.2 Deux relations importantes

1.
CP=(Cn P (4)

PP : . n! _ n!
On a en effet, d’aps la relatiorB : o = )il

On peut aussi remarquer gutout sous-ensemble gebjets correspond son condphentaire
formé des(n — p) objets restants.

Cn=Cr i+ 05 (5)
En explicitant on a successivement :

(n—1)! (n—1)!
(mn—1-p)lpl  (n—1—-p+1(p—1)!
(n—l)(n—Z)...(n—p)+(n—1)(n—2)...(n—p+1)

1
Cri+ Gy =

p! (p—1)!
_ (n—1)(n—2;i..(n—p+1)(n_p+p>
_ nn—1)(n—-2)...(n—p)

p!

= C?
On peut aussi@montrer la relatio® en notant que, si onesignea I'avance un ob-
jet parmin, les combinaisons possibles avec cexbjets prigp ap se cecomposent
en deux cagories :
e celles qui contiennent cet objet. Il 'y erﬁﬁj ; pour compéter chaque combi-
naison il suffit en effet de choisip — 1) objets parmi legn — 1) restants.
e celles qui ne contiennent pas cet objet. Il y efi’a, ; pour les obtenir il faut en
effet choisirp objets parmi legn — 1) qui sont diferents de I'objet ésigre.
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0. ANALYSE COMBINATOIRE 5

Applications

Développement du biime de Newtoh

L'analyse combinatoire permet éisient le @veloppement d&: + )" ol n est un entier
strictement positif4 € N, n # 0)

Elever(a + z) & la puissance revienta multipliern bindmes identiquea (a + z). Le
résultat est une somme ; chacglement de cette somme est le produit«diacteurs, du
typea ou x, choisis chacun dans un iBime different.

On obtient donc des termes de la fornte™? (0 < p < n). Chacun d’eux sera psent
autant de fois qu'’il existe de facons de choisir jefacteursa, c’esta-dire de choi-
sir p binbmes parmi les: (les birdbmes @ I'on choisit les facteurs: sont alors bien
détermires) ; il y en a don€®. SommerC? termes identiqued a2z revienta multi-
plier a?z"~? par le coefficient nuriqueC?. On obtient ainsi, sh € Netn # 0 :

(a+2)" =a2"+Claz™ '+ -+ CPaPz™ P+ -+ C 20" 22* + C 'a" tw +a” (6)

CommeC;~? = C? cette expression met @vidence la syrétrie des coefficients nueniques
du ceveloppement du borme de Newton rar&gsuivant les puissances croissantes de
(ou dex).

Exemple 0.6 En donnantin successivement les valeurs 1, 2, 3 on obtient :

(a+2) = la+1x
(a+2)* = 1a®+2ax + 122
(a+2)* = 1a® + 3a’z + 3az® + 127

Le triangle de Pascal

On consiaére les éveloppements :

J

(x+a)"' = CO 2" '+ O jax" P CP T iaP P OF_jaPa P
(z+a)" = COU+Claz™ 4 e +CPaPP 4

On s’apercoit que le coefficient?, d’apres la relatiord peutétre obtenu par I'addition de
C?_, etdeC?|. D'ou l'idée du triangle de Pascal qui permet d’obtenir, gaurrence,
les coefficients nugriques du @veloppement du béime de Newton.

Exemple 0.7 En utilisant le triangle de Pascal (Tablg, on peutécrire :

(a+2)° = 2° 4 6az® + 15a°2" + 20a®2® + 154’2 + 6a°x + a°

INEWTON Issac (1642-1727), matmaticien et physicien anglais
2PASCAL Blaise (1623-1662), matmaticien, physicien, philosopheétrivain francais
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6 Applications

L’'analyse combinatoire conduat utiliser des factorielles.

Quand on sait qued! ~ 2.432 10*®, on se rend compte des difficeit renconfes dans
les calculs. Par la suite il sera surtoutr@ssant de contiee I'ordre de grandeur d’une
probabili€. Il est donc utile d’obtenir une valeur appréetden! pour les valeurgleees
den ; ceci est possible par I'inter@diaire de la formule de Stirling

n! =n"e "V2mn[l + €(n)] (7)

ou e(n) — 0 lorsquen — +oo
Si n est suffisamment grand, on peut donc, dans les cakecise :

n!~n"e "V2mn (8)
En utilisant les logarithmes, il est alors facile d’obtenir une bonne approximatioh de

Exemple 0.8 On se propose d’estimé0! en utilisant l'équation8.

1 1
log(20!) ~ 20log20 — 20loge + 3 log 20 + log V2 + 3 log ™
~ 20.51og20 — 20loge + 0.39908

On obtient :log(20!) ~ 18.38439, d'ou 20! ~ 2.423 10'®, soit une erreur relative qui est
seulement de I'ordre dé3 103

SSTIRLING James (1698-1770), ma&timaticien anglais
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0. ANALYSE COMBINATOIRE 7

Tableau 1 — Triangle de Pascal

0 01 2 3 4 5 6 7
1 (11
2 |1 2 1
3 /1 3 3 1
4 |14 6|4 1
5 |1 5/10{10 5 1
6 |1 6 15 20 15 6 1
7 |1 7 21 35 35 21 7 1

On lit: C2 = 10. Ce esultat s'obtient en ajoutadt? (méme colonne, ligne du dessus) et
C} (colonne de gauche, ligne du dessus)
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Exercices

5 Exercices

1.

Combien de nombres peut-on former avec les chiffres 0,1,2,3,4,5,6,7, chaque chiffre
n’étant pésent q’'une fois, de facon que chaque nombre commence par un 7 et soit
divisible par 5,

e siles nombres sont de 8 chiffres ?

e siles nombres sont de 6 chiffres ?

Réponses : 1440; 720

. Cing hommes et quatre femmes vont auéoma. lIs disposent d’'une raeg de

neuf places. De combien de facons @lifintes peuvent-ils s’asseoir si I'on veut
gue chaque femme soit ent@erde deux hommes ?

Réponse : 2880

. Ondispose de boules. On veut formér groupes contenant respectivement, . . ., r;

boules, en utilisant toutes les boules{ . +- - -+, = n). De combien de fagons
peut-on le ealiser ?

Reponses ——2

rilrglerp!

. On dispose de 5 billes rouges, 2 blanches et 3 bleues. Si les billegrde oouleur

sont indiscernables, de combien de fagons peut-on les aligner ?
Réponses : 2520

. Un groupe de 5 ma#imaticiens et 7 physiciens ddlire un comié repesentatif

formé de 2 matbBmaticiens et 2 physiciens. Quel est le nombreé&seiltats pos-
sibles si:

e les 12 personnes soaligibles ?

e un physicien estlu d'office ?

e 2 mattematiciens ne sont p&digibles ?

Réponses : 210; 60; 63

. Le jeu de lecart se joue avec 32 cartes, chaque joueur en recevant 5.

e combien de mains di#rentes peut avoir un joueur ?
e combien y-a-t-il de mains contenant 2 atouts et 2 seulement ?
Réponses : 201376 ; 56672

. Quel estle nombre de groupes de six personnes que I'on peut former avec 4 garcons

et 6 filles si 'on veut qu’ils contiennent obligatoirement 2 garcons,
e donres?

e seulement?

e au moins?

Réponses : 70; 90; 185

. Demontrer les trois relations :

Sa - ©
=0
i ct = i Cl =2t (10)
i=1,i impair i=1, pair
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0. ANALYSE COMBINATOIRE 9

(11)

9. Développer (P + Q)™
Réponse R +10PQ° +45P%Q% +120P3Q7 +210P*Q% +252 P55 +210PS Q* +
120P7Q% + 45P8%Q% + 10P°Q + P
10. Estimerc}),
Réponse 1.011 10%
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Chapitre 1

Premiers elements de tleorie des
probabilit es

Le but de la tlorie des probabil#s est de @igager des athodes permettant de faire des
prédictions, qualitatives ou quanégs, sur le @droulement des @monenes qui sontagis
par le hasard. On va d’abordgmiser et isoler I'objet de not&tude :

Notion d’experience akatoire

Dans chaque cas, le phoneneétudé peutétre concu comme une "e&pgence” dont
le résultat est @atoire : lorsqu’on reproduit I'exgience (dans des conditiongpiees)

le resultat de I'exprience varie et sembleédendre du hasard. On dit qu'’il s’agit d’'une
experience akatoire; on la repésentera par la letti&.

Exemple 1.1 on jette deux @s de couleurs défentes : le esultat de I'exprience est
exprime par la donige des nombres affiek par chacun desas.

Exemple 1.2 On tire "au hasard” successivement et sans remise, deux boules d’'une
urne contenant 10 boules né@nottes de 1a 10 : le resultat peuiétre expring par la
succession des deux néros des boules &es.

Exemple 1.30n note la taille d’un individu pris "au hasard” dans une population
donrée, le nombre consiste en un nomk&elr(I'unité de longueur ayarét choisie)

Remarquons queds souvent le hasarésulte, ou bien d'un manque d’informations sur
les conditions ex@rimentales, ou bien de I'impossibdipratique d’exploiter les doies
experimentales pour gwvoir le esultat.

Exemple 1.4 jeux de cartes, roulettes, jeu dég] etc.

Pour étudier un pbnonene agatoire, il faudra d’abord I'assimilei une exprience
aléatoire (qui est presque toujours une notiogaie ou virtuelle) et associer ensuite
ce plenonene unmockle matematique c’est sur ce moele gu’on pourra le plus com-
modement raisonner et calculer. Cette ratishtion est I'objet des paragraphes suivants.
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12 Lensemble fondamentalf)

L'ensemble fondamental

On appelle ensemble fondamental assaéi, tout ensembl€ dont lestlements re@sentent
toutes les issues (o@sultats) possibles d& Pour chacun des trois exemples menti&sn
préccdemment, on a :

Exemplel.1 Q = {[a, b]; a, b entiers compris entre 1 et}6
Exemplel.2 Q = {[a, b]; a, b entiersdistinctscompris entre 1 et 19

Exemple1.3 Q@ = R, = [0,+oc[. On pourra en pratique se restreindren intervalle
plus petit

Exemple 1.5 (jeu de pile ou face) sf consistea jouer 2 foisa pile ou face
Q= {PP,PF,FP,FF}

On a un modle presque identique pour I'e&pencef suivante : on choisit au hasard

une famille parmi les familles de 2 enfants, et on note le sexe des enfants, celui du plus
jeune, puis celuide I'mé : Q = {F'F, FG,GF,GG}.

Sion note seulement le sexe des enfants san&€eequper de I'ordre des naissances, on
aura un ensembl@ differentQ2 = { I, FG, GG}

Exemple 1.6 (mockle mendlien de transmission d’'un caraat) on considre un g¢ne
admettant deux atlesA eta ; £ consiste en I'observation du descendant direct de deux
héterozygotes; on pren@ = { AA, Aa, aa} (ensemble desémotypes possibles).

Si on considre a la fois deux @nes, admettant chacun deuxeddis A, a et B, b, on
prendral) = {AABB, AABb, AaBB, ...} (ily 9 issues possibles).

Lesevenements

Consicerons une propéite (ou qualie) £ lieée au esultat (oua I'issue) de I'exgrience
aléatoire€ : a chaque mise en ceuvre 8eou bienE est €ali®e, ou bient n'est pas
reali®e.

Exemple 1.7 Dans I'exempléel.1, on a E="les deux ces affichent des nombres pairs”;
dans I'exempléd..2, on a £="0n a tir & au moins une boule de néro impair”, etc.

Une telle prop@te £ permet de partager I'ensemble fondamefitaén deux parties :
d’une part, 'ensemblel ; des pointsv € 2 repesentant une issue depour laquelleF

a lieu, et d’autre part, la partié; C € formée des points € 2 assocesa une issue ne
realisant pas’.

On obtient ainsi une repsentation de la prog@te £ par une partied ; de(.
OnditqueAy est'evenemenattacte a la propréte £ ; on dit aussi quel ; est'évenement
" E est gali®”. On voitimmediatement qué ;; est aussi uBvenement, c’estévenement
"non E est gali€”, c'esta-dire "E n’est pas eali€”.
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1. PREMIERS ELEMENTS DE TH EORIE DES PROBABILIT ES 13

Exemple 1.8 Dans I'exemplel.1, I'é&nement "la somme des nombres obtenus est 6”
est 'ensemblel = {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}

Dans I'exemplel.6, considcrons que le mage de transmission d’un carage lie a un
géne admettant deux alesA, a soit une couleur : verté&a A, ou jaune lea a et suppo-
sonsA dominant. Lévenement "le descendantésente le caraetre vert” est repéseng

par {AA, Aa}.

Evénement certain : c’est I'evenement B a une propite reali€e lorsqu’on effectue
£ ; cetévenement est I'ensembietout entier.

Evénement impossible :c’est I'événement assoea une prop@te qui n’est jamaisaalise ;
cetévenement est la partie vide dg noteel.

Evénement compémentaire : si A est unévenement, on dit quel est I'evenement
compEmentaire ded dans(2. On retiendra quel est I'évenement "nom”.

Evénementélementaire : on qualifie ainsi le€vénements &sa & qui ne sont ealies
que pour une issue d&; ce sont les parties de réduitesa un point.

Algebre desevenements

Outre I'opération de com@mentation, il existe deux autreséptions importantes sur
'ensemble4 deséveénements &ésa une exprience aatoire donaeé :

Laréunion: si A et B sont deuxévenements (pouf), I'évenement "A ou B” est la
partie de2 reunion des parties déet B, etona:’AouB"=AU B.

Lintersection : I'évenement A et B” est la partie dé? intersection del et B, eton a:
"AetB"=AN B.

Exemple 1.9 sur le jeu de pile ou face (exempleb) avec deux lancers : & &nement
élementaire "P P” (2 fois pile) est intersection de&&nementi="d’abord pile"= { PP, PF'},
avec levenemenB="Pile au 2°™¢lancer’= { PP, F P}.

L’éenement gunion A U B est I'evenement "au moins une fois pile” ; &/&nement
compEmentaireA U B de A U B est 'évenement “jamais pile”, c’esk-dire "deux fois
face”.

L'ensembleA desévenements est donc naturellement muni désajon de com@mentation,

de eunion et d’intersection ; on traduit ce fait en disant guest une algbre de parties

de(2. Uneétude approfondie de laébrie des probabikis recessite aussi la consgidtion

de reunion (ou d’intersection) de suitadiniesd’évenements.

Dans ce cours, on se limitera presque toujaudes oprations portant sur un nombre

fini d’évenements.

Evénements incompatibles :on dit que lesevenementsA et B (relatifs & une néme
experience aatoire) sontincompatibles, siils ne peuvetné ealis simultaément,
autrement dit s N B = 0.
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14 La probabilit &€ P

Syseme complet devenements : on appelle ainsi toute suitéy, . .., A,, d’é¥enements
deuxa deux incompatibles, telle qug U A, U ---U A,, = Q; les ensembled,,
1 <i < n, forment alors une partition de.

Exemple 1.10£= lancer de deux és; on pose, poui = 1,2,...,6, A, ="le premier
dé affiche:”.

Pour achever deétrire le moéle matie@matique assoei I'expérience aatoire, il reste
a introduire la notion de probabiit

La probabilite P

On admet qua chaquetvenementd € A est asso& un nombréP(A), compris entre 0
et 1 et qui mesure la probabiéitde €alisation deA.
Intuitivement,P(A) est la féquence defalisation ded au cours d’un &s grand nombre
de mises en ceuvre de I'expience aatoire considree.
P est une application,&finie surA, (I'algebre deg€venements attaélsa &) eta valeurs
dans l'intervalles0, 1] :

P: A~ [0,1]

Il est clair qu’on doit avoitP()) = 0 etP(Q2) = 1.

Consicerons maintenant dewdenementsncompatiblesA et B ; imaginons qu’on ef-
fectue I'exgeriences N fois (N tres grand) et qu’on note, etng le nombre de fois @
on a obserg A et B (respectivement) au cours de dégéalisations de.

CommeA et B sont incompatibles, il est clair que le nomhbrg z de ealisations de A
ou B” est exactement 4,5 = n4 + ng. D'OU

MAup _ N4 1B
N N N
autrement dit, la ffquence deéalisation deA U B est la somme deséqguences de

réalisation ded et deB. Ce raisonnement conduitla propréte suivante :
Si A et B sont deuwévenements incompatibles, on a :

P(AU B) =P(A) + P(B)
Plus geréralement, sk, A, ..., A, sont deuxa deux incompatibles :
P(A;U---UA,) =P(A) +---+P(4,)

Constquences :

1. pour toutevenementd € A :

P(A) = 1 — P(A)
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2.siAe A, Be A:
P(AUB)+P(ANB) =P(A)+P(B)

et en particulier
P(AU B) <P(A) 4+ P(B)

On pourraétablir ces relationa titre d’exercice.

Soulignons encore un propte gererale des probabibis : Soientd € A, B € A, si
A C B, la réalisation deA entrdne celle deB et on dit queA implique B ; comme
P(B) = P(B N A) + P(BnN A) (pourquoi ?), on voit que :

siA C B, alorsP(A) < P(B)

Notion d’espace de probabéit

On dit que le triplet (2, A, P) constitie par la donée def2, de I'algebre deg€venements
A et de la probabilé P, est un espace de probal@litC’est le modle mattematique
gu’on associ& I'expérience aatoiref .

Dans chaque probine concret, des hypatbes naturelles, ou des faits éxmentaux,
permettent de@terminer la probabil@P ou du moins celle de certai@senements qu’on
est conduita consiérer.

Consicerons un premier exemple :

Le caselementaire

Supposons I'ensemble fondameritdini, et supposons que toutes les issues ondem
probabilie (on dit qu’elles sonéquiprobables). Il est alors facile détdrminerP :
Notons|A| le nombre déléments de la partid de Q2. CommeP(f2) est la somme des
probabilieés degvenement£lementairedw}, (w parcourant?) et comme le®({w})
sont par hypotbsesgaux entre eux, on obtient :

VweQ: P{w}) = ﬁ

Si A estune partie d@, P(A) = Y _,P({w}); dou:

_ 14

=g

c’est-a-dire le rapport du nombre des issues "favorables” au nombre de toutes les issues
possibles.

Dans ce cas, le calcul de la probal@lid’'un évenement peut donétre rameé a un
denombrement.
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16 Rappel de combinatoire : applications

Exemple 1.11 PrenonsE= on joue deux fois avec uréd
Q = {l[a,b];a,bentiers,1 < a,b <6}

Sile ck estequilibré, il est naturel de supposer legnementglémentairegquiprobables,
d'ou, P({w}) = %e pour toutw € .
La probabilitt que la somme des nombres obtenus soit 8gst

Rappel de combinatoire : applications

Arrangements aveépetition

SoientX;, Xs, ..., X, nensembles finiseX = X; x X, x---x X, le produit carésien
de ces ensembles :

X:{(.’L‘l,xg,...,.’lfn);l‘l GXl,.Z'Q GXQ,...,Z’HEX,L}

(Rappel : unn-uple, tel que(zy, zs, . . ., x,) €st une suite de élements rangs dans un
certain ordre)
Alors, le cardinal (ou nombre dlements) deX est le produit des cardinaux dg, X,,..., X, :

[ XT = [ Xa| x| Xg| x|

Exemple 1.12 On jette trois @s & €&).

AlorsQ = {(a,b,c);a,b,centiers,1 < a,b,c < 6} contient6 x 6 x 6 = 216 élements.
La probabilitt d’obtenir deux 1 et un 3 e$#6

Remarque : on a moelisé I'experience en faisant comme si les troiss@taient distin-
guables; c’est ce qui permet de supposer toutes les igspaprobables.

Soient X un ensemble n €lements efp un entier. On appell@-arrangement (avec
répétition) d’eélements deX la donree dep élements deX, non recessairement distingts
ranggs dans un certain ordre.
Il revient au néme de se donner @wiements deX? = X x X x ... x X,

P 1?6|S
Il'y a doncn? p-arrangements (aveépétition) d’elements deX.

Arrangements

Consicerons un ensembl& a n élements efp un entier compris entre 0 et Un p-
arrangement @&lements deX est la donie dep elementdistinctsde X, ranges dans un
certain ordre. Le nombrd? de tels arrangements est dénpar la formule :

A =nn—1)---(n—p+1)

n

bar-hen.net



7.3

1. PREMIERS ELEMENTS DE TH EORIE DES PROBABILIT ES 17

Il'y a en effetn facons de choisir le®1 élément de I'arrangement, puis, ce chéiant
fait, (n — 1) choix de pour le 2", .. ., et(n —p+ 1) choix possibles pour lg"™élements
de l'arrangement lorsqu’on a choisi lgs- 1 premiers. Ce qui justifie la formule.

En utilisant la notation factoriellek{ = 1 x 2 x ... x k si k entier etk > 1, et par
conventior0! = 1), on peut ausskcrire :

n!
(n —p)!

P
n

Prenong = n : unn-arrangement @&lements deX est la donée d’'un ordre total sur
X ; on dit aussi que c’est urEermutationde X. Il 'y a en toutn! = A” permutations de
X.

Exemple 1.13&="0n jette 3 dés”. Il y a 3! = 6 manires d’obtenir un 1, un 2 et un 5.
La probabilitt de ceévenement est doré1e= %e.

Exemple 1.14 £= "on tire au hasard et sans remise 3 boules dans une urne contenant
10 boules dont 5 rouges, 3 noires et 2 blanches. Cherchons la progatiibibtenir suc-
cessivement une boule rouge, une boule noire et une boule blaa&reenz N B).

On prend (en imaginant une n@motation des boules) :

Q= {(a,b,c);a,b,centiers 2a 2 distincts,l < a,b,c < 10}

Q contientA3, = 10 x 9 x 8 = 720 élements qu'il est naturel de suppoggiprobables.
Le nombre d’'issues "favorables” e5tx 3 x 2 = 30. DoOUP(RN B) = 3%0= 14

Combinaisons

Une p-combinaisons @&léments deX est la donge d’'une partie deX a p élements
(sans qu’on ait éfini un ordre de succession de @gments). Le nombré€” desp-
combinaisons d& (X ayantn élements) est dor@npar la formule :

Ab n!

cp=Cno
pl pl(n—p)!

n
Chaquep-combinaison donne naissanag! p-arrangements, obtenus en choisissant un
ordre de succession sur lelements de la combinaison.
En particulierC? = C'~?, et on \erifie :Cﬁi} = CP + CpH!

Exemple 1.15Au jeu de Bridge, quelle est la probabdit’avoir 4 As dans une main de

13 cartes ? (on utilise un jeu de 52 cartes)..

Se donner une main de 13 cartes, c’est se donner une 13-combinaison extraite de I'en-
semble des 52 cartes.

Prenons pour€ I'observation des 13 cartes d’'un jeu danret doncf2 = I'ensemble

des 13-combinaisons pris dans I'ensemble des 52 cartes. Si on admet que toutes les
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issues sonéquiprobables, chaque issue a la probakilif:s ; comptons alors les 13-
combinaisons comprenant les 4 As : il y en a autant que de 9 combinaisons parmi 48
cartes, da :

Cls  (43)1(13)! 10 x 11 x 12 x 13

— - ~ 2641073
CL3 (52)1(9)! 49 x 50 x 51 x 52

P(4 As) =

Remarque : on aurait pu prendre pou€ I'observation des cartes d’'un joueur doan
dans I'ordre a1 elles onété distribiees ; alors est I'ensemble ded}s 13-arrangements
possibles ; le nombre de ces arrangements contenant les 4 As est :

A4 9
m = Aj3 X Ajg

Il'y a A}, dispositions possibles pour les 4 As, et, cette disposétfant fixee, il y aAl,
arrangements possibles.
Comme les diffrents 13-arrangements samuiprobables, on trouve :

Als x Ay 10 x 11 x12x 13
A 49 x 50 x 51 x 52

P(4 As) =
c’est-a-dire le méme Esultat que pecedemment mais par un raisonnement plus difficile.

Les notions dgprobabilite conditionnellest d'indéependancgouent un dle fondamental
dans toute la suite ; elles sont indispensables dans la conduite des cakglsah sort
du caselémentaire consite peccdemment. D’ailleurs Bme dans ce cas, eksiqu’on
a acquis un peu I'habitude, elles permettent souvent des calculs plus simples étglus s

Probabilité conditionnelle

Probabilie conditionnelle

Consicerons une exXgrience aatoire€ d’espace de probabilitasso@ (2, A, P).

Définition 1.1 SoientA, B € A et supposon®(A) # 0. La probabilie conditionnelle
de B, A étant dong est le nombre :

P(AN B)

P(BI4) = =55

On dit aussi qué(B|A) est laprobabili& de B sachantA.
Signification : imaginons qu’on effectue I'e@iencef et qu’'on donnea un individu
I'information queA aét obsere lors de cettegalisation d& ; on ne donne aucune infor-

mation (en dehors de la description&e Pour cet individu, la probabigtde Ealisation
de B sera en greral differente de ce gu’elletait avant de savoir qué a été réalis.
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Exemple 1.16 Ontire 5 cartes parmi 52. Si on sait que la pré&ma carte est I'as de &fle
(évenementd), la probabilite d’avoir 4 As é\enemeni3) est intuitivement :

48 4148
P=ca = 51

Il'y a C, combinaisons possibles pour les quatre deres cartes, et 48 de ces combi-
naisons comportent les 3 As manquants.
D’autre partP(A) = %, etP(AN B) = %P(B) = 5é8g>2 =28 48

PanB)

Pa)

On \érifie que :p =

Exemple 1.17On jette un @; si on sait que le nombre obtenu est pair, et en I'absence
de toute autre information, la probab#td’avoir 2 est intuitivemeni, celle d’avoir 1
estévidemment O; ce qui est en accord avecéémtion pecdente dé&(B|A).

La formule de la probabil conditionnelle peut se justifier intuitivement. Effectuons
I'expérience€ N fois, (IV tres grand); on not&/4, N4~z le nombre de foisw”A” et

" A et B” ont éte effectivement@ali®s. La féquence deéalisation deB lorsqu’on ne
consicere que les@alisation de&€ (parmi lesN effectles) qui ont conduid A est :

~ Nanp  Nanp _ N
f= X

N, N T Ny

Dapres la signification de la probabgitd’unévenement M40z ~ P(AN B) et 32 ~

N
P(A) (dans la mesuretoN est grand).

On voit quef ~ % — P(B|A)

Par convention, sil, B € A et siP(A) = 0, on convient qué&(B|A) =0

Les formules suivante$drmules des probabilits compased découlent imnédiatement
de la ckfinition de la probabilé conditionnelle. Elles sonttanmoins s importantes

dans les calculs (pratiques owtriques) :
SiA,Be A P(ANB)=P(A)P(B|A)

SiA,B,C €A P(ANBNC) =PAP(B|APC|AN B)

Et plus ggréralement, si,,..., A, € Aalors:

Exemple 1.18 On va calculer des probabibfs attackesa I'expérience du tirage sans
remise de 3 boules d’une urne; on suppose que l'urne contient initialement 10 boules
dont 5 rouges, 3 noires et 2 blanches. Calculataide des probabiliés conditionnelles
P(RN B) (voir exemplel.14). On a :

RNB =A;NAsN A3
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ol A;="la 1°® boule tiree est rouge”, A, ="la 2™ boule tirte est noire” etd;=" la
3®Mepoule tiree est blanche”.
ClairementP(A;) = %o = % (toutes les boules ayant laéme probabilié d'étre d’abord
tirées); de plu®(A2|A1) = % = K etP(A;]A; N Ay) = % = %. D'ou d’apres la
formule des probabilés composes :

) 1 1

P(RNB) = = = —
( ) 10%% 2x3x4 24

A titre d’exercice on peut calculé(N RB) etP(N BR). Est-ceétonnant de trouvelh, ?

Formule de Bayes

La formule degvenements compmentaires permet&crire que pour toutl € A, on

P(A)+P(A) =1
Pour tout couple @venementsi, B la formule des probabikts composes devient donc :

P(AIB) = P(AP(BIA)
P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A)

Cette formule s’appelle liormule de Baye<On parle aussi formule des probal@stdes

causes.

Exemple 1.19 (efficacié d'un test de épistage). On a mis au point un test permettant de
dépister une maladie ; ce testatant pas infaillible, on souhaite conitee la probabilite
d’étre atteint par la maladie pour un individu @sentant un test positif.

On suppose connues :

la proportion de la population atteinte par la maladie ;
la probabilité pour un sujet malade degsenter un test positif;
la probabilité pour un sujet sain de fournir un test positif.

L'expéerience akatoire consiste ica prendre "au hasard” un individu (dans la popu-
lation consicrée) eta lui faire subir le test. On not&’, M, S les é&&nements "le test

est positif”, "'individu est malade”, "I'individu est sain”. Le probéme est de trouver
P(M|T') connaissanP (M), P(T|M), P(T]S).On a:
P(MNT)
P(T)

P(M)P(T|M)

P(rnM)+P(TNS)
P(M)P(T|M)

P(M)P(T|M) + P(S)P(T|S)
Exemple nurgrique :si P(M) = Yoo, P(T|M) = 0.8, P(T|S) = 0.1, on trouve un
résultant surprenantP(M|T") ~ 0.075. Dans ce cas, le test est d'une efficagitesque
nulle. AvedP(M) = Yoo P(T|M) = 0.95, P(T'|S) = 0.05, P(M|T") ~ 0.013.

P(M|T) =
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Indépendance

Incependance de de@énements

Si A et B sont deuwxévenements (ass@sa une exprience aatoiref), on dit queA et

B sont incependants si :
P(AN B) =P(A)P(B)

Il revient au néme de dire qu®(B|A) = P(B) : ainsi, savoir qued a éte réali€ lors
d’'une mise en ceuvre particate de€ ne modifie pas la probabiéitde ealisation deB
(et donc ne nous apprend rien de nouveau sur la proliaqueB ait lieu).

Attentiona ne pas confondiadépendantgtincompatiblesSi A et B sontincompatibles
ANB =0etP(ANB) = 0; A etB ne pourront donétre incependants que Bi(A4) = 0
ouP(B) = 0.

Exemple 1.200n tire une carte au hasard dans un jeu de 52 cartes ;e&nements
"Pique” et "Valet” sont ind @épendantsg \&rifier), mais non incompatibles (pourquoi ?).
Lesévenements "Pique” et "Téfle” sontincompatibles mais ils ne sont pasé@peéndants.

Si A et B sont independantsd et B, A et B, A et B sontégalement indpendants (deux
a deux).

Vérifions le par exemple pout et B : commeA N B et AN B sont incompatibles, et
comme(ANB)U(ANB)=A4,ona:

P(ANB)+P(ANB) = P(A)

D'ou :

P(ANB) = P(A)—-P(ANB)
= P(A) —P(A)P(B)
= P(A)(1-P(B))
= P(A)P(B)

Incependance de plusieugsenements

Consicerons d’abord le cas de@€nementsA, B, C' (relatifsa £). On dira qu'ils sont
indépendants (dans leur ensemble) si ils songérshdants 2 2 et si de plus :

P(AN BNC)=PAPB)PC)

On peut montrer que cetteéfinition signifie que toute information sur laalisation de
deux d’entre eux au cours d’'une mise en ceuvre dee modifie pas la probabiéitde
réalisation du troigme. p B

= _ PanBn0)
Calculons par exempB(A|BNC) = Poo)

D’apres ce qui peccde,B et C sont incépendants é¥(B N C) = P(B)P(C)
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D'autre part P(ANBNC) =P(ANB)-P(ANBNC)carANBNCetANnBNC
sont incompatibles et leugunion vautd N B.

D'ou,P(ANBNC)=PA)PB) — P(A)P(B)P(C) = P(A)P(B)P(C) et donc finale-
mentP(A|B N C) = P(A)

Silesévenementsi, B, C sont dewa deux inépendants, one peutpasen ceduire en
geréeral qu'ils sont inépendants (dans leur ensemble).

Exemple 1.21 Prenons&="on jette deux fois un @”, A="on a obtenu 6 aul® jet”,
B="on a obtenu 6 au2®™jet”, C'="on a obtenu le néme esultat les 2 fois”. Il est

a peu pes intuitif que ces troi€venements sont iggendantsdeuxa deux En effet
P(A) = P(B) = P(C) = % (par denombrement, en remarquant qu’il y a en tout 36
issuesquiprobables),ed N B = BN C = AN C = "on a obtenu deux fois 6”; d'o
P(ANB)=P(BNC)=P(ANC) = %

Par contreP(AN BN C) =P(AN B) = g, alors queP(A)P(B)P(C) = %3 = %16

De manere ¢erérale on dit que legvenementsd;, A, ..., A, sont incependants dans
leur ensemble si pour chaque choix d’'une pafiie. .., i, } de{l,... n} (lesi; étant
supposs distincts), on a :

On peut montrer que cetté@finition équivauta dire que pour chaqué= {iy, ..., } de
{1,...,n}etchaque ¢ J,1 <i<n,ona:

Cette relation donne une signification intuitive de l'ep@ndance.

Il est important de noter que :

e silesévenementsl,, A,, ..., A, sontindpendants, il en est dedme pourd,, A,, ..., A, 1, A,.
Plus geréralement on peut remplacer certains (ou toug)ar leur compémentaired;
sans perdre la prof@ie d’'independance ;

e SiAy, Ay, ..., A, sontincependants, toute "sous-suitel;,, Ai,, ..., A ) {i1, ..., ix} €
{1,...,n} est encore une suite@®&nements ingpendants.

Exemple 1.22 (sckéma de Bernoullif consistea jouer 3 foisa pile ou face ; on suppose
que la probabilié d’obtenir pile au cours d’un lancer egt(0 < p < 1), (celle d’obtenir
face estdong = 1 — p) et on suppose que les lancers son&pendants.

p n'est pas forémentegala %

On peut repesenter le ésultat par un mot : "pile, pile, pile”, "pile, face, pile”, "face,
face, pile”, etc. On a, par exemple, :

P(pile, pile, face = P(pile)P(pile)P(face) = pq

Ce résultat peut €noncer de magre gerérale : pourn entier fixe, si on jouen fois a

pile ou face : la probabilé d’'uné¥nementlémentaireA, (c’esta-dire unéenement
de la forme "pile, face,. .” mot de longueurn formé de pile et de face) eptq’ ou i est
le nombre de pile requis pat et;j le nombre de faces ¢ j = n).
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10 Exercices

1.

Dans une loterie, 400 billets, dont 4 gagnants, sont mis en vente. Si etedkh
billets, quelle est la probabiétde gagner au moins un lot ?

. Soit le labyrinthe ci dessous, dans lequel on faitgtrer des rat. Quelles sont les

probabilies, pour un animal de sortir pdr, B, C, D, E ou F' ?

D C

E B 1 Entrée

. Trois chasseurs tirent sur un oiseau. Quelle est la prok&@pditir que I'oiseau soit

toucke, sachant que les probal#itde toucher I'oiseau, pour chaque homme, sont
P(A) = %, P(B) = %,P(C) = %7

. Une population est compes de 40% d’hommes et de 60% de femmes; 50% des

hommes et 30% des femmes fument. Quelle est la prokapihitir qu’un fumeur,
choisi au hasard soit une femme ?

. Deux amis se trouvent dans la queukentrée du restaurant universitaire. Sachant

gue la queue comporte personnes aligrs, quelle est la probab#itpour qu’ils
soient €paés par 5 personnes exactement ?

. Quelle est la probabilit pour que, dans un groupe de 25 personnes, au moins 2

personnes aient leur anniversaire lenre jour ?

. On vous pesente un homme. Dans laglie conversation qui suit, vous apprenez

gue cet homme a deux enfants dont au moins une fille. Quelle est la prdababilit
pour qu’il ait 2 filles ?

. On consi@re des ésa jouer Eguliers. Est-il plus probable d’obtenir au moins une

fois la face 6 en jetant quatre fois ué du d’obtenir au moins une fois le double 6
en jetant vingt quatre fois dewed ?

. Soit une esece dipldde. Un caracre est @ré par un couple d’adlles ; tout indi-

vidu porte donc donc deux de cesaddis qui sont ici de typel ou a. On suppose
qu’aux trois gnotypes possibles correspondent seulement deemagtypes :D
pour AA et Aa, R pouraa ; de plus, le caraete n'est pas & au sexe et les accou-
plements ont lieu au hasard.

On désigne pan;, v;, w; les probabilies pour qu’un individu, choisi au hasard
dans la @rérationF;, soit respectivement deegotypeAA, Aa, ouaa. En Fj, on
avait seulement des individus de type avecu, = % etvy, = %. on s'ineresse
maintenant la gerérationf; :

(a) calculerwy, puiswvy, puisu; ;

(b) si on choisit au hasard un individu degtotypeD, quelle est la probabifit
pour qu’il soit de @notypeAA ?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

On a relang:, par inadvertance, des graines de deux provenancesedifés A et
B. On a ainsi un ensemble de graines dé@yrovient deA et % de B. La moitié
des graines dd et les trois quarts des graines Besont noires.

On choisit une graine au hasard : elle est noire. Quelle est la probatulir qu’elle
provienne ded ?

Cing hommes et quatre femmes vont aleama. lIs disposent de 9 places abgs.
lls s’assoient au hasard, mais de n@&eia ce que chaque femme soit enteir
de deux hommes. Quelle est la probabilgour que monsieuP soit a dte de
mademoisell&’ ?

On dispose de quatre jetonsl; B, C, D tels queA et B ont deux faces blanches,

C' a une face noire et une face blanchea deux faces noires. On tire un jeton au
hasard et on ne voit que I'une de ses faces : elle est blanche. Calculer la prebabilit
pour que l'autre face soit blanche.

Soit une urne contenant 10 boules rouges, 5 blanches, 3 noires et 2 jaunes.

(a) On tire successivement 4 boules (tirage exhaustif) :
e calculer la probabilé d’obtenir dans I'ordre : 1 rouge, 1 noire, 1 blanche,
1jaune;
e calculer la probabil& d’obtenir seulement 3 boules rouges sur lesaesr,
e calculer la probabilé pour que la deugime boule soit rouge.

(b) On tire successivement 3 boules (tirage non exhaustif) :
e calculer la probabil& d’obtenir seulement 2 boules rouges sur lesEg8r,
e calculer la probabil& d’obtenir au moins 2 boules rouges sur les 8gtir;
e calculer la probabilé pour que la deugime boule soit rouge.

On admet le moele suivant :

e La coloration de l'iris, chez 'homme, esége par un couple d'ales; elle est
indépendantes du sexe ; la coloration bleue @stssive.

e Madame Dupont n’a pas les yeux bleus, ses parents n’avaient pas les yeux bleus,
mais elle a un &re qui a les yeux bleus.

e Monsieur Dupont n’a pas les yeux bleus, mais il a eu d’'un premier mariage, un
enfant aux yeux bleus.

(a) Monsieur et Madame Dupont vont avoir leur premier enfant. Quelle est la
probabilie pour qu’il ait les yeux bleus ?

(b) Monsieur et Madame Dupont oné@d eu un premier enfant qui n'a pas les
yeux bleus, quelle est la probab#ipour que cet enfant puisse transmettre la
coloration bleue ?

(c) si Monsieur et Madame Dupont oréjd eu un premier enfant aux yeux bleus,
quelle est la probabilt pour que leur deug&me enfant ait les yeux bleus ?

On consi@re deux locus homologues d’'une plante dig¢oet on admet que les
genes correspondants ont deuxhkdbA eta.

Partant d'une plantedterozygote & la gerération 0) on constitue par auémiondation
des @rérations successives.
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On désigne patrr,, v, et z, les probabilié des @notypesAA, Aa etaa & lan®m®
gérération g = 2o = 0, yo = 1).

(a) Calculerz,, y, etz, en fonction dex,,_1,y,,_1 €tz,_1;
(b) en ceduirezy, yi, 21, PUiSTa, Yo, 22, PUIST3, Y3, 23 ;
(c) calculerz,,, y,, 2, ;

(d) soitp, la probabilie pour qu'une plante de l&f™e gérération soit homozy-
gote. Quels sont les nombresg et n, de ¢erérations successives pour que
DPn, > 0.95 etp,, > 0.9997?

16. Dix couples sont&unis dans une s@e. On admet que, pour danser, chaque homme

choisit une femme au hasard.

e Quelle est la probabikt pour gue chacun des 10 hommes danse avessnrse ?

e Quelle est la probabilt pour que monsieur Dupond danse avecé&uouse ?

e Quelle est la probabiktpour que monsieur Dupond et monsieur Durand dansent
avec leurepouse ?

e Quelle est la probabikt pour gue monsieur Dupond ou monsieur Durand dansent
avec sorepouse ?

17. Dans une population dogée, un individu peugtre atteint d’'une affectiod avec la
probabiliep, = %ooet d’'une affectionB, independante dd, avec une probabikt
ps = %o. Quelle est la probabiltpour qu’un individu choisi au hasard soit atteint
d’au moins une des deux maladies ?

18. On appelle "duee de vie” d’'un composar@iectronique le temps pendant lequel
ce composant mis sous tension, fonctionne correctement. émecdifinissant la
qualite d’'une fabrication dorée est : la probabikt pour que la de de vie d’'un
composant soit au moirggalea 10000 heures est de 80%. On admet que les pannes
de composants défents sont desvenements ingpendants.

(&) Avec 3 composants, orealise un premier montage. Il suffit que I'un des
composants soitafectueux pour que le syshe eali® ne remplisse plus
sa fonction (montage &sie”). Calculer la probabil@ pour que le sysme
fonctionne correctement au moins 10 000 heures.

(b) Avec 3 composants, orealise un deuime montage. Dans ce cas, pour que
le syseme ne remplisse plus sa fonction, il faut que les trois composants
soient @éfectueux (montage "parale”).

e calculer la probabilé pour que le systme fonctionne au moins 10 000
heures;;

e le syseme ayanété lais€ sous tension pendant 10 000 heures, on vient
vérifier son fonctionnement : il est correct; quelle est la prob&bdi
trouver au moins un composaréfdctueux ?
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11 Solutions

1. On consi@re I'exgerience aatoire qui consista choisir successivement 4 narns
parmi 400 pour dsigner les gagnants (€ha de tirage exhaustif).
Soit un individu qui posade 10 billets. On notd; (: = 1,...,4) I'é¥nement: "le
1*Menumeéro tiré n'est pas sur I'un des 10 billets.
Soit £ I' évenement : "I'individu gagne au moins un lot, est donc [événement :
"I'individu ne gagne aucun lot”.
On aP(E) = 1 — P(E) (evenements contraires).
E=ANA;NA3N A Dou:

P(E) =P(A; N Ay N A3 N Ay)
Lesévenementsi;, A,, A3, A, ne sont pas ingpendants (tirage exhaustif). Donc :

P(E) = P(A)P(As|A)P(As] Ay N A)P(A| A3 N Ay 0 Ay)
300 380 388 387

400 399 398 397
~ 90.33%

D'ouP(FE) ~ 9.67%

2. L'expérience consista faire entrer un rat dans le labyrinthesedbserver la sortie
choisie. Si on admet que le rat,chaque embranchement choisit ingifmment
I'une des deux voies qui s'offrerit lui : G (pour gauche) eG (pour droite),
on aura,a chague embranchemenP(G) = P(G) (absence de latalisation et
indépendance des choix successifs).

Dans cette hypottse, on a :

P(4) = PO)=4

P(B) = B(GNC)=B(CB(E) = |
P(C) = P(Gm@m@):é

P(D) = IED(GmEme@)—l—l6
P(E) = IP’(Gm@mGmeG):?)i2

P(F) = IED(GﬁEmeGmE):Si2

On peut erifier que levenementsA, B, C, D, E, F forment, mutuellement in-
compatibles, forment un syshe complet :

P(A)+P(B)+P(C)+P(D)+P(E)+P(F) =1
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3. Lexpérience est : les chasseutsB, C' tirent. On noteF' I' @enement "I'oiseau
est touck” et £ I' @venement "I'oiseau n’est pas toueh
Ona:P(E) =1 - P(E) (evenements contraires).
Soit A I' @vénement "'oiseau n’est pas toueparA”.
OnademmeP(A)=1-P(A)=1-1=1.
Avec les némes notations, on également’(B) = 1 — P(B) = 1 etP(C) =
1-PC) = 3.

4

On peut alorécrireE = AN BN C etdoncP(E) = P(A)P(B)P(C) = 532 = &,
en supposant leésvenementsi, B, C indépendants. On eréduit donc que
7
P(E)=-
(B) =+

4. L'expérience est le choix d’un individu, au hasard dans la population. On note :

H I"'évenement : I'individu choisi est un homme
F I'évenement : I'individu choisi est une femme
T I'évenement : I'individu choisi fume

On veut calculer la probabiétconditionnelléP( F'|T).

Par cfinition P(F|T) = Pﬁ;?)

e P(FNT)=PF)P(T|F)=06x0.3=0.18

o '=(HNT)U(FNT)etdoncP(T) = P(HNT)+P(FNT)puisque les
évenements sont incompatibles.

o P(T) = P(H)P(T|H)+P(F)P(T|F) = 0.4x0.5+0.6x0.3 = 0.240.18 = 0.38

Et donc finalemen?(F|T') = 348 ~ 47.37%

5. n étudiants s’alignena I'entrée du restaurant. Saff I' évenement "les deux amis
sont £pagés par personnes”. Pour queeienement soit possible, il faut> r+2.
Si on ne tient pas compte de I'ordre relatif des deux amis, il y a, a ptifjri=
@ couples de places possibles pour eux, tegsiprobables, donc chacun de
probabilie ﬁ
Lintervalle fermé celimité par les deux amis comprend+ 2 places. Il y autant
de couplesé&alisantE que de margres de choisir la place la plusgsrde I'entee,

c'esta-dire :

n—(r+2)+l=n-r—-1
Les differentegventualiés €alisantty étant mutuellement incompatibles, on a:

P(E) = 2(n—r—1)
n(n —1)
6. En ce qui concerne les jours de naissance, le groupe est e@ns@mnme choisi
au hasard dans une population. L'@ercomprend 365 jours et forme un ensemble
A de 365¢eléments ; on suppose a priori, hypesie discutable, que chaque jour est
également probable comme jour d’anniversaire d’'un personne choisie au hasard.
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L’ évenementF' : 2 personnes du groupe, au moins, ont leur anniversair@&taanm
jour”, a pourévenement contrairg’ : "toutes les personnes du groupe ont des jours
d’anniversaire diférents”.

On choisit successivement les 25 personnes. On note :

e A le jour d’anniversaire de l&®™personnek € {1,2,...,25};

e B, l'ensemble{A, A,, ..., A} et B, le compEmentaire de3;, dansA ;

e F) I'évenement "les: premeres personnes ont des anniversairegfits”.

On note qu’alorsB,, contientk élements etB;, contient(365 — k) élements. On a
successivement :

P(Ey) = P(Ay # A)P(A; € By) = % (1 _ %)

_ — k
P(Er1 = P(Er N Apr € Bi) = P(Ep)P(Apqr € Bi|Er) = P(Ex) (1 - %)

D’ou par Ecurrence :

ce que I'on peuécrire :

—y 364363 341 365! 1

P(F) = =
(F) 365 365 365 340! 36525
Et donc 2651 1
P(F)=1->">"_~ _
(F) 340! 36525

Calcul nungérique :P(F) ~ 1 — 0.4313 = 56.87%

. On rencontre au par hasard un homme qui a deux enfants. En supposant qu’

chague naissance la probalgéld’avoir un garcortz, égalea celle d’avoir une fille
F est de¥, quatreéventualiés sont envisagerGNG, GNE, FNG, FNF.On
en ceduit :

P(FNF)N(GNG)) P(FNF) Y 1

PENFIGNG) = P(GNG) T1-P(GNC) 1-4% 3

. On consi@ére d’abord Ievenement le jet de 1&d On desigre par 6 levenement "la

face est six”. et pa6 I' évenement contraire : " la face n'est pas six”. OR(8) = ;
etP(6) = 2.
Pour quatre jets de ledon a:

P(au moins ur6) =1 —P(pasde6en4jets=1—-P(6N6N6N6)
eta cause de l'indpendance deés&nements successifs !

6
P(au moinsun =1 — (Z) ~ 51.77%
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1. PREMIERS ELEMENTS DE TH EORIE DES PROBABILIT ES 29

Pour un jet de deuxé&s, on aP(double § = P(6 N 6) = 5; D'ou P(double § =
1 _ 35

-5 =5

Pour vingt quatre jets de 2éd, on obtient, en raisonnant comme dans le cas

précedent :

24
P(au moins un double)é — P(double § =1 — (%) ~ 49.14%

N.B. :le chevalier de Mré pour qui les deukventualiesétaientegales, ne voulait
pas admettre la solution de Pascal.

9. Il faut d’abord cenombrer les croisements possibles dangr@@gtionFy et calcu-
ler leur probabilié :
Croisement | : (H(AA) N F(AA))

P(I) = P(H(AA))P(F(AA)) = ul = é
Croisement Il :((H(AA) N F(Aa)) U (H(Aa) N F(AA))
P(II) =P(H(AA))P(F(Aa)) + P(H(Aa))P(F(AA)) = 2ugvy = g

Croisement Il :( H(Aa) N F(Aa))

PI11) = B(H(Aa))B(F(4a)) =} = ©

Les troiséventualies forment un sygtme complet dvenements.

Il faut ensuite, pour chaque croisement, calculer la probakplitur qu'un descen-
dant est un gnotype done. Il est facile de trouver :

P(AA|I)=1; P(Aa|l) =0 ; P(aall) =0

; Plaalll) =0

1
; PlaallIl) = 2
On a alors, en appliquant I'axiome des probaéditotales et la relation des proba-

bilités composs :

1
P(AA|IT) = 5 : P(Ad|IT) =

| = N

P(AA|ITT) _% . P(Aa|IIT) =

wi = P(aa) = P(IIT N aa) = P(I11)P(aa|IIT) = gi _ %
v, = P(Aa) =P(II N Aa) + P(III N Aa) = P(II)P(Aa|I1) + P(III)P(Aa|I1])
_ 4141 4
92 92 9
wi = P(AA) = P(INAA)+P(IT N AA) + PUITAAA) =+ =4+ 12

9 9x2 9x4 9
On verifie que les Eventualiés forment un sysme complet.

Enfin,ona : (
_P(AAND) P(AA) 1
PAAD) = =55y~ = 1w, 3
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Solutions

10. L'expérience consista choisir une graine au hasard dans Elange. On

11.
12.

13.

14.

IP(AQN) % 1

PAN =5 T %1
En effet :
P(ANN) = P(AP(N]A) = 2= = -
B T 32 6
23 1
P(BNN) = P(B)E(N|B) =37 =3
P(N)= = lP’(AﬂN)HP(BmN):%
Réponse 2

Réponse : L'exprience consista choisir un jeton ek le poser sur une table ; on
ne voit ainsi gu’une face, la deetne est cad@e. On a :
P(BoNBi) PAUB % 4

PR =Gy =B "% 5

En effetP(A U B) = P(A) + P(B) = 1 (évenement incompatibles et
P(B,) = P(AUBU(CUB,)) = P(A)+P(B)+P(C)+P(B,|C) = 1 +i+1x1 =3
(&) Yr038; 8%23; %
(b) %; %; %
On notea I'all ele correspondarit la coloration bleue et I'all ele correspondant
a la coloration non bleue4 dominea. On aura besoin d’envisager deux types de
croisement
Croisement de type | H(Aa) x F(Aa)
On a 4évenement&quiprobables pour le descendanitA, Aa, aA, aa;
Croisement de type Il H(Aa) x F(AA)
On a 4évenementgquiprobables pour le descendaritA, Aa,aA, AA
Le génotype de Monsieur Dupont est certainemént puisqu’il n'a pas les yeux
bleus mais qu’il peut transmettee Pour le @notype de Madame Dupont, qui n'a
pas les yeux bleus, on a le choix entre déugntualiés : AA ou Aa ; comme elle
est issue d’'un croisement de type | et qu’elle n'a pas les yeux bleus, cedeiit,d
pour le croisement des Dupont :

F(AAN F(nonaa)  P(F(AA) Y%
P(F(nonaa))  P(F(nonaa)) %

P(11) = P(F(AA)|F(non aa))M %

B(1) = P(F(Aa)|F(non ag) -\ Iééf (: 01:] g‘ao)';a“) - Pgﬁg}ﬁ“a)i)) - ;: =%

EneffetsiF, Cc By = E1NEy, = E;
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1. PREMIERS ELEMENTS DE TH EORIE DES PROBABILIT ES 31

En ce qui concerne I'enfant des Dupont, on peut egdirre :

P(AA|T) == ; P(Aall) = % : Plaall) = éll

N

PAA|IT) = ~ - P(Aa]]l):% . Plaa|IT) =0

(a) L'expérience consista observer la couleur des yeux du premier enfant. On
a : (yeux bleus)=(enfanta)=(/N enfantaa)U(/ IN enfantac) ; d’ou, en ap-
pliguant 'axiome des probabiét totales et la relation des probakiitcom-
poses :

1

21 1
P(enfantaa) = P(I)P(enfantaa|l)+P(I/])P(enfantaa|l]) = §Z+§0 =5

(b) Il s’agit de la méme exprience. On a

P(enfantda) % 3

P(enfantAa|enfant nora) = Blenfantnona) ~ % 5
a 6

(c) Lincertitude de Madame Dupont est . On est certain étre dans le cas
I.D'ou

1
P(2°aal1%aa) = P(2%aall) = 1

15. (a) On désigne parF, le génotype d’une plante choisie au hasard darf§'fa
gérération et parE,,_; son ascendant imediat. Comme on passe d'une
gérérationa l'autre par autafcondation, on a :

P(E,(AA) Bt (AA) = 15 B(EL(AA)| Eocs (A0) = 1 5 B(E,(AA)|Eys(aa)) = 0

P(En(Aa)|En—1(AA)) = 0 ; P(E,(Aa)|En1(Aa)) :% ; P(En(Aa)|En_i(aa)) =0

P(E,(a0)| Bua(A4)) = 0 P(E(00)|Byr (A0) = 1 5 B(E, (aa)| By 1(aa) = 1

On peut alorgcrire :
P(E,(AA)) =P((E,_1(AANE,(AA)U(E,_1(Aa)NE,(AA)U(E,_1(aa)NE,(AA)))

En appliquant successivement I'axiome des probékilibtales et la relation
des probabiliés composes, on obtient :

z, = P(E, 1(AA))P(E,(AA)|E, 1(AA)) + P(E,1(Aa))P(E,(AA)|E, -1 (Aa))
+P(Ep-1(aa))P(E,(AA)|E,-1(aa))))

En raisonnant de &me pouw,, et z,, on obtient :

1
Tp = 1'7;7171 + Zynfl + Oznfl

1
Yn = Oxn—l + §yn—1 + Ozn—l

1
Zn = Oxnfl + Zynfl + 1Zn71
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(b) On part dexy = 2y = 0, yo = 0 En utilisant les esultat pecedent, on

obtient :
1 1
351—21:1 ) y1:§
1 1 1 1 1
”:22:1*@:1(1*5) IR
1 1 1 1 1 1 1
“:%:z*gﬂ—@:z(”é*ﬁ R
(c) Onsuppose,_1 =z,—1 =1 (L+ 5 +...4 555), Yn-1 = 57

e
On céduit de la question predente x, = z, = 1 (1+3+... 4+ 57),
Yp = 2% Par ecurrencea partir den = 2, cesegali€és sont bien &rifiees.

On reconnd, entre parentdses, la somme despremiers termes d’une suite
geontetrique, de terme 1 et de raisén

Lt 1 S 1l-5 1 -
4 2 o t) 4112 2n

Finalement
B 71 1 B 1
Jcn—zn—z on ' Yn on
(d)
1 1
Poy =, + 20y =1= o Poy 2095 = o0 <005 =m > 5
1 1
Py = ny + 2ny = 1= o5 Pry 20999 = 2 < 0.05 = np > 10

On remarque que, + v, +z, = 1, ce qui est normal puisque Iég€nements
AA, Aa etaa forment un sysgme complet.

16. Réponse Yo1; %o; %o; %o
17. L'expérience consista choisir un individu au hasard dans la population. On a:

(4)
(4) A)P(B)

ouencordP(AUB) =1—-P(ANB) =1-P(A)P(B).
Réponse : 5.95%
18. Montage érie :

P(AUB) = P(A)+P(B)-PANDB)
= P(A)+P(B) - P(

P(E) = (0.8)® = 0.512
Montage paraéle :
P(E)=1-(0.2)° = 0.992
3(0.2)(0.8)% + 3(0.2)%(0.8)
0.992

P(F|E) = ~ 0.484
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Chapitre 2

Variables aleatoires discetes

1 Variable aleatoire a valeurs dansR

Définition 2.1 Soit un espace de probabéi{(2, A, P} assocéa une exprience akatoire
£. On appelle variable variable @htoirea valeurs dan® une applicationX, de) dans
R, pos€dant la proprété :

Pour tout intervallel C R, {w|X(w)el} e A (2.1)

Cette @finition comporte trois points :

1. Toutd’abord une variable @htoire permet d’associatoutéevenemenélementairev
un nombre el X (w); ceci permet de "traduire” une observation par un nombre
réel. LensembleX (Q2) s’appelle 'ensemble des observables

2. La propréte 2.1 signifie que{w|X (w) € I} fait partie de la tribud. On cesigne
par "X € I” cet évenement que I'on exprime en langage courant par "la variable
aléatoireX prend une valeur dans l'intervallé.
On sera amen par la suitea distinguer les types d'intervalle :
e sSi/l=[ab,"Xel"Ta<l X <"
e sSi/=ab,"Xel"=a< X <",
esi/=[a,"X €e"="X =a", etc.
Néanmoins, ce qui est essentiel c’est que l'introduction d’'une variabbtcte
permet tout intervalleéventuellemeng&duita un point, de re@senter u@venement.

3. Puisque lépreuve{(2, A} est probabilig, on a :
P{w|X(w) e I}) =P(X € 1)

La définition d’'une variable &atoire permet d’attribuer une probalglé tout in-
tervalle! identifié a I'év&nement dont il est 'image.

1.1 Loide probabilié

La loi de probabilié d'une variable &atoireX, on dit aussi la distribution d&’, est le
mode de &partition de la probabikt def2 sur 'ensemble des observables.
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34 Variable aléatoire a valeurs dansR

Il en résulte que connte la loi de probabilie de X, c’estétre capable d’attribuer une
probabilie a toutévenement X € I”.

1.2 Fonction de &partition

Si on consiére, en particulier, I'intervallé — oo, t[, qui céfinit I'évenement X < t) =
{w| X (w) < t}, la céfinition de la variable &atoireX impliqgue qua tout éelt on peut
associer la valeuP(X < t); il existe donc une fonctio'y, définie surR et telle que
Fx(t)=P(X <t):

Définition 2.2 Etant donigée une variable &atoire X, & valeurs dansR, on appelle
fonction de épartition la fonction :

SR — 0,1
FX'{t — Fy(t) = P(X < 1)

1.3 Proprietes de la fonction deapartition

1. Lafonction de epartition d’une variable @htoirea valeurs dan® est une fonction
croissante au sens large.
En effet, siA = (X < a)etB = (X <b),a < b= A C B.On en @&duit
P(A) < P(B) (voir chapitrel) c’esta-dire F'x (a) < Fx(b)
2. limy oo Fix(t) =17, limy_,_ Fx(t) =07
En effet
lim Fx(t)= lim P(X <t)=P(X eR)=P(Q)=1"

t——+o00 t—+00

par valeurs irérieures puisqu’une probabéiest un nombre igfieur ouégala 1.
tli:En Fx(t) = tliI_n P(X <t)=P(0) =0

par valeurs sugrieures puisqu’une probabéiest un nombre sépieur ouégala 0
3. Sia<b, Fx(b) — Fx(a) =P(a < X <D).
Eneffetsisid = (X <a)etB=(X <b),a<b= AC B.
AcAetBe A= BnNnAcAetBNnAc A
On peutécrire B = (BN A)U (BN A).
D'ou:
P(B) = P(BNA)+P(BNA) évwenementsincompatibles
= P(A)+P(BNA) (ACB=BnNA=A)

P
On en @&duitP(B N A) = P(B) — P(A).
Or(BNA)=(X<bnNX<a)=X<bNX>a)=(a<X<b)
Finalement P(a < X <b) =P(X <b) —P(X <a) = Fx(b) — Fx(a).
La fonction de epartition d’'une variable ahtoireX permet de calculdP(X € I)
pour tout intervalle/, fermé a droite, ouvera gauche.
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4. La fonction de épartition d’'une variable ahtoirea valeurs dan® est continuex
gauche en tout point.

Il résulte de la propété 3 que pour tout et pour tout positif, on a :
P(t—€§X<t):Fx(t)—Fx<t—€)

= lim P(t —e < X <t) = Fx(t) — lim Fx(t—¢)

e—0t e—0t

Sion admetim, o+ P(t — e < X < t) = P()) = 0, alors

e—0t

Fonction de épartition et loi de probabili

Comme on va le montrer par la suite, la loi de probabititune variable &atoire,a va-
leurs dan®, est parfaitement&finie par sa fonction d&partition, le calcul d&®(X = t)

en tout pointt combiré avec la propéate 3 permettra en effet d’ouvrir ou de fermer les
intervallesa volong. La fonction de &partition, concept commuga toutes les variables
aléatoires, va jouer undle essentiel; il convient donc d’en coiitma parfaitement la
définition et les prop#ates.

C’esta partir de la fonction deépartition que I'on va diffrencier diferents types de
distribution ; pour chaque type on montrera qu'il existe une autre énamie éfinir la
loi de probabilié.

Variables aleatoires discetes

Fonction de épartition en escalier

Un premier type de distribution est car@dge par un fonction degpartitionF'y dite "en
escalier”; le graphe d€x présente une suite croissante (finie ou non) de discordsuit

{z1,29,...,2,,...} etest constité de paliers successifs d'ordd@es croissantes compte
tenu des propétés def'y.
Xx(1)
A
1 > X
Ti Tipa T
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36 Variables aléatoires discetes

En chaque point; de discontinui, F'y est continueéd gauchel{m .o+ Fix(z; — €) =

l; = Fx(z;)) etadmet un limité droite (im. .o+ Fx(x;+¢) = ;11 = Fx(x;41)). Partout
ailleurs, F'y est continue.

Si on prend un point et un pointt + ¢ (¢ > 0) situés dans l'intervalléz;, x; [, on a,
puisque les points correspondants du graphe sont sugeenpalier :

Fx(t+€)—Fx(t>:lz+1—lZ:O:P(t§X<t+€)

On en éduit
P(X=t)=lmPt<X <t+e =0

e—0t

Toute valeur gelle distincte d’'un point de disconting@iet tout intervalle ne comportant
pas de point de discontingisont affeds d’'une probabilé nulle.
Par contre, pour tout point; de discontinui¢, on peugcrire, si0 < € < z; .1 — x; :

On en eduit

La conclusion de cette analyse est que 'ensemétethbrable/z,, zs, ..., x,,...} re-
groupe les valeurs de probal#@linon nulle et que la probab#itde() est epartie uni-
qguement sur ces points. Lensemble , z,, ..., x,, ...} est donc 'ensemble des obser-
vables deX et la probabilié attribleea chacun de ces points est la hauteur de la marche
correspondante.

Réciproquement, si on conitd’'ensemble des observablés,, xs,...,z,,...} et les

probabilies attrib@esa chacune d’elles, il est facile de retrouver la fonctionageartition

et de éterminer la probabild attribieea tout intervalle :

e Sia €)r;,xitq], (X <a)= (X =21)U(X =ax9)U---U (X = z;). On en @duit,
lesévenement&tant incompatibles :

Fx(a)=P(X <a)=P(X =21)+P(X =29)+-- - +P(X =2;) = zl:P(X = xy)

e Sig E]Ii, xi—i—l] etb = Tit3, (CL <X < b) = (X = Ii—&—l) U (X = J}H_Q) U (X = ZL‘Z‘+3).
On en eduit, lesevenement&tant incompatibles :

Définition 2.3 Une variable akatoire X, a valeurs dan&, dont la fonction de&partition
Fx est en escalier, est dite variabletaltoirediscrete Les valeurs observables dg qui

correspondent aux discontinég deF'y forment un ensemblé&dombrable xq, o, ..., z,, ..

La loi de probabilie de X est ckfinie par la loi de correspondance :

P {x1,29,. .., 20,...} — [0,1]
L = P(X =) = ps
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Dans la pratique, c’est par la I& que I'on cefinit la loi de probabilié d’'une variable
aleatoire discte. Il est clair que les probab@i p; vérifient la relation . p; = 1,
puisque I'ensemble de&s&nement$ X = x;) forme une partition d€)

Exemple 2.1 La fonction de epartition d’une variable @atoire est éfinie par :

t—0, sit<1

gl te g, sil<t<2
t—2, si2<t<4
t— 1, sit>4

On en eduit la loi de probabilié de cette variable,&finie par :

valeurs observablesz; [ 1 2 4
probabilitts  p; | % % %

Exemple 2.2 On tire une carte d’'un jeu de 32 cartes. Sditla variable akatoire qui
associea la carte tiree une valeur nuérique suivant la &gle du jeu de bridge : 4 pour
un as, 3 pour un roi, 2 pour une dame, 1 pour un valet et O pour une autre carte.

La loi de probabilie deX est cefinie par :

vaIeursobservabIeSxi\ O 1 2 3 4

A 16 4 4 4 4
prObabmteS Di|3 33 33 33 32

ou par la fonction de&partition F'y :

t [t<0]0<t<1[1<t<2[2<t<3[3<t<4|t>4
Fx(t)| 0 % % % | & | 1

Repésentation graphique : I'histogramme
Consicerons un ensemble dedonrees :
(1,20, ... iy wp) = (x]1 < i < n)

Le jeu de donges peut constituer wthantillon issu de I'observation d’une distribution
aléatoire ou bien urépertoire exhaustif de valeurs enregisées lors d’'une ogration de
compilation.

Parralelement, soit une partition em intervalles del, un intervalle deR contenant
'ensemble du jeu de doges :

(Il = [bl,bg[,. .. ,Ij = [bj,bj+1], Ce ,[m = [bm7bm+1]) = (I]H S ] S m)
I, ..., I, étant une partition, nous avons :

UL =Tetvig k)N =0

J

On parle de la classgpour cesigner les valeurs de;|1 < ... < n) appartenara /;.
La classej est caradrise par :
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38 Parametres descriptifs d’une distribution discréte

e son amplitude:; = b1 — b;;

e n;, le nombre d’observations appartenani la classg. On parle aussi deéquence
absolue) ;n; =n;

e f; =" lafréquence relative} _; f; = 1.

L’histogramme est une repsentation dans un diagramme éarén qui associe lesfjuences

f; aux classeg. De manere pratique, I'histogramme est obtenu en juxtaposant des rec-

tangles dont la base esgalea I'amplitude de la classe et dont la surfaceé&glea la

frequence de la classe.

Si 'amplitude de toutes les classes éghtle, la hauteur des rectangles correspoial

frequence de chacune des classes et la largeur des rectangles coreeSpomglitude

des classes.

Dans le cas de classes d’amplitudesatihtes, la hauteur des rectangles \fauCette

correction s’explique par la voloatde proposer une reggentation en rapport avec I'in-

terpiétation visuelle, laquelle est sensibléa surface; du rectangle s, =14 e et donc

Zj s; = 1.

Il existe donc autant d’histogrammes que de partitions.densi le choix de la partition

conduita une repesentation plus ou moins informative.

Parametres descriptifs d’'une distribution discrete

Soit X une variable @atoire disaéte dont la loi de probabiBtest @finie par

oy {z1,29,...,20,...} — [0,1]
R = P(X =) =p

Dans le cadre de ce cours, nous utiliserons les patr@sdescriptifs qui suivent ; 'expes
n’est pas exhaustif.

Mode

On appelle mode de la variah}, ou de la distribution d&, une valeur: pour laquelle

P(X = x) présente un maximum.

Les distributions dis@tes classiques @sentent en@réral un seul mode (parfois deux
modes successiéxjuiprobables) et sont dites unimodale, par opposition aux distributions
a plusieurs "bosses” dites plurimodales.

Dans I'exemple2.1, le mode deX est la valeur 2 ; dans I'exemp&2, le mode deX est

la valeur O

Espérance
On appelle esgrance deX, et on noteuy ouE(X), le nombre eel, s'il existe, éfini par

px =E(X) =) (@P(X =) = Y (1)

7 %
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La reserve "s’il existe” concerne le cag bensemble des observables contient un nombre
infini de valeurs; I'existence dB(.X') dépend alors de la convergence de la somme.
Analogie nécanique :imaginons une tige sans masse sur laquelle on place des masses
"ponctuelles” :a I'abscisser; se trouve la masse:,;. L'abscisser du centre de masse

de ces points est doarpar (). m;)x = ) _.(m;z;). Lespérance deX définit donc le
barycentre de points n&ielsz; de masse;, de masse totale 1, séa sur un axe.

On peutgalement donner une autrefuhition de(X) : A toutévenemenéléementairey,

de probabilie P(w), correspond une imagk (w). On peutecrire :

E(X) =) X(w)Pw)

weN

En effet, si on regroupe dans cette dereisomme lesvenement&lémentaires de &me
image, on obtient :

E(X) = Z Z Pw) | = Z%’P(X =x;) = Z%‘Pi
i \w| X (w)=z; i i

On dit que le mode et I'egpance, qui ref@sentent une certaine tendance centrale, sont
des pararatres de position.

Moments d’ordre k
On appelle moment d’ordrie(k € N) de X, et on noteE(X*), le nombre gel, s'il existe,

defini par :E(X*) = 32, [#"P(X = ;)] = 3, 2*p; On a
E(X%)=> p=1
E(X') =) xp; = E(X)
On utiliseraE(X?) = >, a?p;

Variance
On appelle variance d&, et on noteV(X) ouc?%, le nombre éel, s'il existe, éfini par :

V(X)=0ox = Z(% - MX)QPi

On appelleegalement la variance d€ le moment cené d’ordre 2 deX et on note :
E (X - ux)?) =E ((X - E(X))?)

On notera qu’une variance, somme de termes positifs, ne peut avoir qu’une valeur posi-
tive. Une valeukéleee de la variance signifie que les valeglgigrees de I'esprance ont
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40 Parametres descriptifs d’'une distribution discrete

une forte probabilé ; on dit que la variance est un partne de dispersion. Une valeur
nulle de la variance signifie qu’il n’existe gu’une seule valeur observable de \&jale

a I'esperance (dispersion minimum).

L'analogie necanique de la variance est le moment d’inertie de masses ponctuelles par
rapporta leur centre de masse.

On peutécrire :V(X) = > (2 — 2uxx; + % )pi

D'OUV(X) = 3, (42pi) — 2p1x X, (wip) + 1% X, i

Or) pi=1lety  px; = p, doncV(X) = Zl(x%pz) — 1

D’ou la relation (teoreme de Guldin) :

V(X) = E(X?) - E*(X)
Cette relation est&s commode dans le calcul de la variance.
Ecart-type
On appelleecart-type deX la racine car de sa variance. On nots;.

Un écart-type est donc ureel positif; il s'agit d'un indice de dispersion quigsente
I'avantage d’avoir la r@me unié que les observables.

Exemple 2.3 Reprenons I'exempl210n a

2 3 1
E(X) = -1+=24+-4=2
(X) 6 +6 +6
2 3 1
E(X?) = Z1+-4+-16=5
(X%) 6 Jr6 Jr6
V(X) = b—-4=1
ox = 1
Exemple 2.4 Reprenons I'exempl220n a :
16 4 4 4 4 40 5
(X) 320+32 +32 +323+32 32 4
16 4 4 4 4 120 60
E(X?) = —0+—1+—44+—9+—16=— = —
(X%) 320+32 Jr32 +329+326 32 16
60 25 35
X) = ———=—
V(X) 16 16 16
ox ~ 1479

On peutégalement calculeV (X)) en utilisant la é&finition deV (X)) :

16 5\%> 4 5\ 4 5\ 4 5\ 4 5\ 2
X) = —(0=2 —(1-2 —(2-2 —(3-=2 —(4-2
ViX) 32(0 4) +32( 4) +32( 4) +32(3 4> +32( 4)

1 25+1+9+49+121
- 4 4 4 4
35

16
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Variable indicatrice

Définition 2.4 Soit une exprience akatoire pouvant entréner I'observation d’urelement
E ou de son contrairds. On appelle variable indicatrice de@#&nement’ une variable
aléatoire X qui associed F la valeur un efa £ la valeur £ro.

Loi de probabilié
On poseP(E) =petP(E)=q=1—-p.Ona
P(X=1)=P(F)=p
et
PIX=0)=P[E)=q=1-p
La loi de X est donc éfinie par :
k| o 1
FX=F|1-p p

Parangtres descriptifs

E(X) = 0(1-p)+1p=p
) = 0(1l—=p)+1p=p
V(X) = E(X*)—E*X)=p—p"=p(l—p)=pq

etOsip<— Il N’y a pas de mode gi = %

E(X

Le mode est 1 gp >

Loi discrete uniforme
Définition
Soit une exprience aatoire€ a laquelle est assa® une variable ahtoireX dont I'en-

semble des observables contient un nombre fini de valeelies X () = {z1,z9,...,2,}.
La loi de probabilie deX est dite uniforme si elle eséfinie par

1

Exemple 2.5 Dans le jet d’'un @ régulier, siX est la variable akatoire qui associa la
face obtenue le nombre de points qu’elle iegente, la loi deX est c&finie par :

k|1 2 3 4 5 6
PX=k)|: 5 5 ¢ ¢ 3

6 6 6 6 6

La loi de X est uniforme suf1,2,3,4,5,6}
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5.2 Parangtres descriptifs

i=1 i=1
E(X?) = Xn:x?]P’(X = ;) = %Xn::ﬁ
i=1 1=1

V(X) = E(X?)-E*(X)

Une distribution uniforme ne psentegvidemment, pas de mode.
Un cas particulier iréressant est celuiid’ensemble des observables est constdesn

premiers entiers. On obtient alors :

I~ 1nn+1) n+l

E(X) = E Z:E 5 :

E(X?) = % ‘ 2 %n(njt ]/g)(n+1) _ (2n+1é(n+1)
 @2n+Dm+1) (n+1)? w?-1

e 0 42

6 La loi hypergeometrique

6.1 Scléma du tirage exhaustif ou sans remise

Une urne contientv boules dont: sont rouges eV — a "non-rouges”.

On consi@re I'experience& qui consistea pélever, sans remise, wthantillon den
boules de I'urnexf < N). Si X est la variable &atoire associard un telechantillon le
nombre de boules rouges qu’il peut contenir, la loi de probabilé X est ckfinie par :

ko n—k
P(X =k)= C“gfjﬂ Un tel sclema est utilié dans les sondages.
N

Définition 2.5 On dit qu’une variables @atoire X, a valeurs dandN, suit une loi hy-
pergeonetrique si la loi de probabilié est @finie par :

Ckcn—k
P(X = k) = — ==
CN

ou k,n,a, N sont des entiers positifs tels qde< n < N,0 < k£ < n,0 < k < q,
0<n—k<N —a.
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Paranetres descriptifs

On noteraa titre d’'information, les&sultats suivants :
a N—aN —n
"NTN N_-1

E(X) = ©n; V(X) =

La loi binomiale

Scléma de Bernoulli

Soit une suite finie de expériences @atoirest;, &,, . .., £,, obeissant aux conditions
suivantes :

1. chaque exprience peut entfaer I'observation d’'u@venement ou de son contraire
E;

2. la probabilie de E, notep, est la néme pour chaque ekpence ; ceci est alors
eégalement vraie pour la probalk#iteF, noteq =1 — p;
3. le résultat d’une ex@rience est ingpendant de€sultats des autres exjences.

A

On noteE,, I évenement E se galisea la k°™ expérience” et4, I'évenement E se
réalise exactementfois dans la suite d’exgriences”.

L’ évenementA,, peut se ealiser de plusieurs manes mutuellement incompatibles. La
probabilie de A, est donc la somme des probal@iitde chacune de césentualiés.
L'une d’elles est, par exemple 1 N --- N E, N Epp N --- N B, ; sa probabilié est
pFq"*, a cause de l'indpendance desenements. Toute autéventualié realisantA;,
aura la néme probabilé, obtenue par le produit determesegauxap et den — k termes
égauxag.

Pour obtenir la probabiitdeA,, il suffit donc de @nombrer legventualiés qui ealisent
Ay. Il est clair qu’il y en a autant que de maneés de choisir, parmi les expériences,
celles qui ealisentr, c’esta-direC* et onécritP(A,) = Crpkgn*,

Ce scleéma, dit de Bernoulli, s’applique par exempeyne suite de jets d’'unegae de
monnaie f=pile) ou un tirage avec remise, ou non exhaustifpd@ules dans une urne
a deux catgories £=boule ti€e est rouge).

Si on associé une suite d’ex@rience de Bernoulli la variableé&dtoire repesentant le
nombre dévenements® que I'on peut observer,é/enement4,, s'écrit "X = k” et on
a:P(X =k) = Ckpkgn*.

Définition 2.6 On dit qu’une variable @atoire X, & valeurs dansN, suit une loi bino-
miale si sa loi de probabilé est donae par :

P(X = k) = Clpiq"™
aveck € {0,1,2,...,n}, oln estun entier donmet al p est un el tel qued < p < 1.

Le nom de cette loi provient du fait qi& X = k) est dong par le terme de ranig+ 1 du
développement, suivant les puissances croissantgsdiebirdme de Newton (p + ¢)™.
On \érifie immédiatement qué_,_, Crpkq" % = (p+ ¢)" = 1.
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Une loi binomialeétant parfaitementéfinie par les paragiresn et p, onécrit symboli-
quement X suit une loiB(n, p).

Exemple 2.6

Si X est la variable aatoire qui repésente le nombre de "piles” que I'on peut obtenir
en jetant 10 fois une pte eguliere, X suit une loiB (10,3). Ona:

k \O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P(X — k) ‘ 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024

Une urne contient des boules rouges en proporfiprOn tire successivement 25 boules
en remettant chaque fois la boule&@. SiY” est le nombre de boules rouges que I'on peut
obtenir,Y" suit un loiB (25, 1) (tirage non exhaustif ou avec remise).

La probabilitt pour qu’un individu, issu d’'un certain croisement, pEs le pnotype
R est ded,. SiZ est la variable akatoire repesentant le nombre d’individus portant le
phénotypeR, que I'on peut observer sur 50 descendants issus d’un tel croisefmentt
une loi B (50, 2)

Paranetres descriptifs

On admettra lessultats qui suivent ; il est recommandien connéire une @monstration

(voir par exemple le corriggde I'exercicel 1)

Si X est une variable &htoire de loiB(n, p),

e L'espérance deX est don@ paruy = E(X) = np

e Lavariance deX est donie parry = V(X) = np(1 — p) = npq

e la distribution est de type unimodal et admet pour mode I'entier,&®@rgl unique,
situé dans l'intervallel(n + 1)p — 1, (n + 1)p] ou exceptionnellement deux modes
successif$gquiprobables, bornes de l'intervalle ci-dessus lorgguel )p a une valeur
entiere.

Exemple 2.7

. Si X suitune loiB (10, 3),0ona

1
E(X) =105 =5

Verifions :
10
E(X) = Y kCiphg"*
k=0

1
= 30570+ 10490 + 360 4840 + 1260 +- 1260 + 840 + 360 + 90 + 10)

5120

1024
= 5
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11

Verifions :
10

]E(Xz) _ Zk,2c7lipk:qn—k
k=0

1
= 753 (0 + 10+ 180 + 1080 + 3360 + 6300 + 7560 + 5880 + 2880 + 910 + 100)

28160

1024
= 275

= V(X)=E(X? -E*X) =25

Le mode est 5, entier de l'intervallé.5, 5.5]

. SiY suitune loiB (25, 1), on a

EX) =2 vx)=D

T le mode es6 € [5.5,6.5]

. SiZ suit une loiB (50, %), on a

150 150

E(X) =~ V(X)=—.. lemode ests c [37.25,38.25]

Formes de la distribution

La forme d’une distribution binomiale s&duit ai#ment de Etude du mode :
1. sip = 5 = ¢, forme en cloche sy#trique.

En effetP(X = k) = Ck (%)k =P(X =n — k). CarC* = C"*. Deux modes
successifg&quiprobables pour impair

- 1 1 - 7 - 7 7
2. Si =7 < p < 3, forme en cloche dissyatrique, le modeetant @dplae vers la

gaucheEventuellement, deux modes succesaifgiprobables.

3. Sip< n%l forme en L ; mode=0&ventuellement deux modes O et 1.

4.Si; <p< -, forme en cloche dissyatrique, le modetant &plaé vers la

droite. Eventuellement, deux modes successifgiprobables.

5. Sip > 25, formeenJ Fventuellement, deux modes gn- 1 etn.

Comme on le verra plus loin, il es&s important, en statistique, de savdtarminer la
forme d’une distribution.

Exemple 2.8

. SiX suit une loiB (10, 1 ),la distribution est en cloche sytrique par rapport au mode

5, valeurégale aussa I'esperance deX.
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46 La loi binomiale

2. SiY suitune loiB (25, ;), la distribution est en cloche dissgtnique ; le mode 6 est plus
proche de 0 que de 25.

3. Si X suit une loiB (50, %),Ia distribution est en cloche dissgtnique ; le mode 38 est
plus proche de 50 que de 0.

7.4 Approximation d’une loi hypeapnetrique

Soit X une variable @atoire de loi hypergpnetrique. On a:

km—k
P(X =Fk) = %
Ch
B al (N —a)! nl(N —n)!
 Ka—K)!'(n—-k!(N—-a—-n+k)! N!
B n! ala—1)...(a—=k+1) (N—a)(N—a—-1)...(N—a—n+k+1)
- Ka—-K!N(N—-1)...(N—=k+1) (N—=k)(N-k—=1)...(N—=n+1)
B Okﬁa_l a—k+1N—-aN—-a-1 N-a—-n+k+1
"NN—-1 " "N—-k+1N—-kN—-k—1" N—-n+1
Si on suppose maintenant ge— +oo et queg: — p,ona:
a a-1 _ NN a—ktl _ m—UF

— N N
N—>p’N—1_ - D

1—L ONRFL T BT P,
on denombrek fractions de ce type.

N—a __ 1_% _ N—a—n+k+1 __ % B N . .
® Nok T ook l—p,... YF= = 2N — 1—p;ondenombre: — &
fractions de ce type.

En conclusion : siV — +oc etsiy — p,ona:
CECR
Cx
Ce resultat matmatique peugtre utili€ de la marére suivante :
La variableX reptesente le nombre d’individus d’'un type d@nfde couleur rouge pour
une boule) que I'on peut trouver dans aochantillon de taillen extrait d’'une popula-
tion de taille N (I'urne) contenant: individus du type consiglé. L'eéchantillon peuétre
obtenu pam tirages successifs sans remise. Si la taille de la populationessgtande
devant celle de l'individusf < N), de mangrea ce que I'on puisse congter qua
chaque tirage la probabiitd’obtenir un individu du type consée demeure pratique-
mentégalea celle du premier tiragey(), la loi de X peutétre assimgea une loi bi-
nomiale3 (n,p = %). On remarquera, en particulier, que cette approximation conserve
'espérance :

— CrpF(1—p)*

E(X) = n% =np

et, pratiquement, la variance :
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La loi de Poisson

Définition 2.7 On dit qu’une variable @atoire X, a valeurs dans, suit une loi de
Poisson de paragtre A si, A\ étant un Eel donm@ strictement positif, la loi de&X est
définie par :
)\k
P(X = k) :e_’\y ouk €N

Une loi de Poissoitant parfaitementéfinie par le paragtre \, on écrit alors : X suit
une loiP(\). On note que :

P X Nk
AN AN
ge —k!—e E —k!—e et =1
k=0 k=0

Calcul pratique des probabiés

Les differentes probabil#s se calculent aésnent gacea la formule de&currence :

A
F+1

Si, par exemple, on suppose giesuit une loiP(2,2), ona:

P(X =k+1)=P(X =k)

P(X =0) = e **a0.110803
2.2
P(X=1) = P(X= 0)T ~ 0.243767

2.2
P(X=2) = P(X=1)7"~ 0208144

2.2
P(X =3) = P(X =2)7 ~ 0196639
etc.

On trouvera dans la tabliel .4les valeurs d®(X = k), avec quatre chiffres significatifs,
pour differentes valeurs d&. On peut, pour une valeur denon tabuke, proéder par
interpolation lireaire.

Si, par exempleX suit une loiP(2,2), on obtient :

PourA =2 P(X = 1) ~0.2707

2
PoUIA —2.5P(X — 1) ~0.2052 } PourA = 2.2P(X = 1) & 0.2702— (0.2707-0.2032)

D'ouP(X = 1) ~ 0.2445; la comparaison avec la valeur trae/plus haut dorénune
idée de la pecision du proece.

On notera que la somme des probabéidlides observables concéets autour du mode
est pratiquemertigalea un. Ceci explique que les probatébtaffeckes aux observables
exterieuresa cette zone ne sont pas tades ; il convient cependant degpiser que non
seulement chacune de ces probakiliest Bgligeable mais qu’'il en estgalement de
méme de la somme de ces probabilfattention, cette derie remarque n’est pas tri-
viale : cette somme comprend un nombre infini de termes!).
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Paranetres descriptifs

On admettra lesasultats qui suivent ; il est recommandien conniire une @monstration

(voir par exemple le corrigde I'exercicel0)

Si X est une variable ahtoire de loiP (),

e L'espérance deX estdon@ paruy = E(X) = A

e La variance deX est donie parr = V(X) = A

¢ la distribution est de type unimodal et admet pour mode I'entier,&@rgl unique,
situé dans l'intervallé\—1, \| ou exceptionnellement deux modes succegsifgiprobables,
bornes de l'intervalle ci-dessus lorsqu@ une valeur engire. La position du mode se
déduit ai#ment de la formule deecurrence dorge dans le paragraphegpedent.

Forme de la distribution

La forme d’une distribution de Poisson seddiit de la valeur du mode :

e FormeenLsiA <1;

e forme en cloche dissyatrique pour\ > 1. Le mode se @place vers la droite lorsque
A augmente.

Processus de Poisson

L’ étude de certains glnonenes aatoires, qui sont dits suivre un processus de Poisson
(voir exercice28) permet d’introduire directement la loi de Poisson. C’est ainsi que le
nombre d’impulsions que I'on peut enregistrer par @xi¢ temps, lors de la mesure d’'un
rayonnement par un compteur, est une variabdataire qui suit une loi de Poisson;
I'espérance de cette loi, qui carécise le rayonnement, est le pagtne qu’il convient

de connire.

Exemple 2.9 Le mouvement propre d’'un compteur, mé&spendant 30 secondes, est
une variable akatoire X qui suit une 10iP(10). Quelle est la probabil# d’observer
un nombre d’impulsions compris dans l'intervalke 12] lors d’'un comptage de 30 se-
condes ?

Ona:

PB<X<12) = PX=8)+P(X=9)+P(X =10)+P(X =11)+P(X =12)
= 0.1126 + 0.1251 + 0.1251 + 0.1137 + 0.0948
57%

Q

Approximation d’une loi binomiale

On utilisera, le plus souvent, la loi de Poisson comme approximation d’une loi binomiale.
Soit X une variable @atoire de loiB3(n, p). On cherche la limite dB(X = k) lorsque :
n tend vers l'infini,p tend vers &ro, le produitp tend vers une valeur finie. On a :

nl wew nl (np)k(1—p)"
A w2 T T R (L

P(X =k) =
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. ! .
® lln’ln*groo (n_nw =1car:

n! nn—1ln—2 n—k+1
(n — k)Ink n n n n

= 1<1—%) <1—%)...(1—k;1)
o lim, o(1—p)f=1

e log(1 —p)* =nlog(l — p) ~ —np lorsquen — +oo etp — 0.
On en éduit que :

lim l—p)t=e?

TL"“rOO,p*)O,TLpH)\( p)

En conclusion, lorsque tend vers I'infini,p tend vers &ro, le produitp tend vers une
valeur finie), la loi binomiale3(n, p) converge vers une loi de poissB{i\) puisque :

X

Chpb(1 —p)* —e o

Dans la pratique nous utiliserons ésultat matematique de la maere suivante : lorsque
n a une valeuélewee @ > 100) et une valeup tres faible f < quelques pour cent), une
loi binomiale5(n, p) peutétre approcée par une loi de Poissdn(\ = np)

Exemple 2.10La probabilitt d’observer une mutation sur un individtiant de10—*,
combien d’individus faut-il s’attendr@ examiner pouétre "pratiquement &8r” d’obser-
ver au moins un mutant ?
Soitn ce nombre et soiX la variable akatoire qui associ@ cesn individus le nombre
de mutants que I'on peut observer parmi eux.
X suit une loiB (n, 10~*). Commel0~* est une valeur &s faible et que a certainement
une valeuréle\ee, on peut dire qué&’ suit pratiquement une 1P (A = n107%).
Si on considre comme pratiquementiisun @/&nement de probabiétau moinggalea
0.95, onécrit :

PX>1)>09% < P(X <1)<0.05

OrP(X < 1) =P(X =0) etP(X = 0) = e pour une loi de PoissoR()\).
On veut done %" < 0.05. D'ol :

—nl10™ < 1log0.05
n10~* > —10g0.05
n > 2.9957310"

= n > 29958

Exemple 2.11 Le tableau ci-dessous donne unéedie I'approximation
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B(300,10°2) | P(3)
P(X =0) | 0.0490 |0.0498
P(X =1)| 0.1486 | 0.1493
P(X =2) | 0.2244 | 0.2240
P(X =3)| 0.2252 |0.2240
P(X =4)| 0.1689 | 0.1680
P(X =5)| 0.1010 | 0.1008
P(X =6) | 0.0501 | 0.0504
P(X =7)| 0.0212 |0.0216
P(X =8)| 0.0079 |0.0081

La loi geometrique

Soit une suite d’ex@riences d@atoiresé;, &,, ..., E,, ... obéissant aux conditions du
sclema de Bernoulli :

1. chaque ex@rience peut entfaer I'observation d’'uevenement= ou de son contraire
E;

2. la probabilie deF, notep, est la néme pour chaque egpence;;

3. le résultat d’une ex@rience est ingpendant de€sultats des autres exjences.

On noteFE,, I' évenement E se galisea lak®™ expérience”.
Si on consi@ére maintenant la variablegatoireX qui associe toute suite deasultats le
rang du premieevenements’, on a:

PX=k)=P(E,NE;N---NE,_1NE)
L'ind épendance deés£nement permet dtrire :
P(X = k) = P(E1)P(E) - - P(Ep—1)P(Ex) = (1 - p)*'p

ou,enposani =1 —p=P(E):

on remarque le fait que € N*.

Définition 2.8 On dit qu’une variable a@atoire X, a valeurs dan®¥*, suit une loi g¢onetrique,
ou de Pascal, si sa loi de probabéiest @finie parP(X = k) = (1 — p)* !pouk € N*
et ol p est un Eel tel qued < p < 1.

Parangtres descriptifs

On demontre (voir exercicé8) les sultats suivants :

1 1—»p q
EX)=-, V(X)=—7-=

P P P

La formule de ecurrencé?(X =k + 1) = P(X = k)(1 — p) montre, puisqu® < 1 —

p < 1, que les probabilés successivefdroissent constamment; le mode a donc pour

valeur 1.
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10 Exercices

1.

Paul a dans sa poche deuxites d’allumettes indiscernables; lI'une contient 5
allumettes, l'autre 2. Il choisit au hasard une deids) allume sa cigarette avec
une seule allumette, puis remet laiteodans sa poche si elle n'est pas vide, ou
la jette lorsqu’elle est vide. SoiX la variable akatoire repgsentant le nombre de
cigarettes allurees avant de jeter une des deuxtes

Déterminer la loi deX. Calculer I'esggrance et la variance d€.

. Un sac contient trois tickets nweroés 1,2,3

(a) Soit X le nunéro que I'on peut obtenir en tirant un ticket. Quelle est sa loi
de probabilié ? Calculer son egpance et soacart-type.

(b) Soit X, la variable repgsentant la moyenne ariti@tique des deux nu@nos
qgue I'on peut obtenir en tirant deux ticketsét@rminer sa loi de probabiit
et calculer son egrance et soacart-type selon les deux modes de tirages :
exhaustif et non exhaustif.

(c) Méme question pouK;, moyenne arithigtique des trois nuéros que I'on
peut obtenir en tirant trois tickets.

Un gardien de nuit a 10 &b, dont une seule marche, pour ouvrir une porte. Il
emploie deux rathodes :

A : méthode rationnellea jeun, il retire les @s tkja essages.
B : ivre, chaque @ peutétre essage plusieurs fois.

Soit X 4 le nombre de @s ®kja essages avant d’ouvrir, y compris la bonne, dans
le casA, X dans le cass.

(a) Déterminer la loi de probabibtet la fonction deépartition deX 4, et X ;
(b) Calculer les esgrance deX 4 et X ;

(c) on sait que le gardien est ivre un jour sur trois. Un jourga@voir essay8
clés, le gardien n’a toujours pas ouvert la porte. Calculer la prok&apibitir
gu’il soit ivre.

. Chez une egre \ecetale, la longueur des entre-nceuéparant deux feuilles suc-

cessives ayant ternéirleur croissance est gouvérpar un couple d’'allesAa. Les
longueurs des entre-nceuds déaatypesA A, Aa, aa sont respectivemeggalesa
3cm, 5¢cm et 2cm.

On consi@re une population compes des trois types d’individus avec leeduences
(1—q)? pour le ggnotypeA A, 2¢(1—q) pour le genotypeAa etq? pour le genotype
aa.

(@ i. Unindividu est tie au hasard dans la population. Quelles sont les pro-
babilités :
e de tirer un individu de gnotypeAA;
e de tirer un individu de gnotypeAa ;
e de tirer un individu de gnotypeaa ?
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ii. Calculer, en fonction de, I'esperance mathmatiqueu, de la variable
aléatoireX; égalea la longueur des entre-nceuds de l'individé u
hasard dans la populationé&ttudier les variations de;, lorsqueg varie
de 0a 1 (bornes incluses).

iii. Pour quelle valeur de, I'espérance matbmatique de la longueur des
entre-nceuds est-elle maximum ? Quelles sont alors les probalulkt
tirer :

e de tirer un individu de gnotypeAA ;
e de tirer un individu de gnotypeAa ;
e de tirer un individu de gnotypeaa ?

iv. Calculer, en fonction de, les probabiliés pour gu’un gagte issu d’'un
individu tiré dans la population :
e porte l'allele A;
e porte l'allelea.

(b) Un lectionneur dcide deéliminer de la reproduction tous les individus dont
la longueur des entre-nceuds egalea 2 cm.

i. Calculer, en fonction de, pour un individu tieé au hasard dans la po-
pulation, la probabili :
e d’étre de g@notypedA;
e d’étre de @notypeAa ?

ii. Calculer, en fonction de, I'espérance mathmatique de la variable
aléatoireX, égalea la longueur des entre-nceuds d’un individéa tdans
la population conseBe pour la reproduction étudier les variations de
f2, lorsqued < ¢ < 1.

iii. Calculer, en fonction de, les probabiliés pour qu'un gagte issu d’'un
individu tiré dans la population consé&® pour la reproduction :
e porte l'allele A;
e porte l'allelea.
Comparer ces deux probabd#ta celles de la questiongedente.

N.B. 1 On supposera toujours que tous les individus de la population ont la
méme probabilié d'étre tii€s lors du tirage au hasard.

N.B. 2 On rappelle gu’'un individu deé@notypeA A produit des gamtes por-
tant l'allele A avec la probabilé# 1, qu’'un individu de gnotypeaa
produit des garmtes portant I'akle a avec la probabilé 1 et qu’un in-
dividu de gnotypeAa produit des gamtes portant I'akle A avec la
probabilie %, et portant I'alelea avec la probabilé %.

5. Un groupe de 10 personnes est con@ds 4 hommes et de 6 femmes. On choisit
dans ce groupe uechantillon de 4 personneséf@rminer la loi de probabiétdu
nombre de femmes que I'on peut observer dans uédkantillon; calculer son
esperance et sa variance.
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6. Déterminer la loi de probabikt le mode, I' esprance et Ecart-type de variable
aléatoire donée par la fonction degpartition :

Ft)=1 , sit>3
4 .
F(t):g , Si2<t<3
1 .
F(t):g , Sil<t<2
F(t)=0 , sit<1

7. Une urne contient 10 boules némog&es : 3 nuraros 1, 2 nuraros 2, 5 nuraros
3. On tire deux boules et on consi@ la variable &atoire repgsentant le total des
nombres marges sur les deux boules :

determiner sa loi de probabiit

determiner sa fonction dé&patrtition ;

calculer son eggrance et sa variance

guelle est la probabilt pour que ce total prenne une valeur au mégala 6 ?

strictement compris entre 2 et 6 ?

8. Combien de fois faut-il envisager de lancer unecgi de monnaie poétre "prati-
quement &r” d’observer au moins une foisskenement "face” ?

9. Soitun restaurant de 50 places. La probahijitour qu’une personne, ayaasene
une table, ne vienne pas, est de 20%. Un jour, le patron a prig€vations.
Quelle est la probabil pour qu’il se trouve dans une situation embarrassante ?

10. On consi@re deux races de plantes pures d'uréama espce diplddes, I'unea
fleurs rouges, I'autra fleurs blanches ; la coloration de la fleur estedmirée par
un couple d’akles. On effectue un croisement pour obteniréaggation F'1, la
gérérationF'2 étant obtenue par autxfondation.

e Les plantes obsees enF'l sont rouges. Bterminer la loi de probabiBtde.X,
nombre de plantes fleurs rouges que I'on peut observeriéhsur cing plantes.

e Les plantes obseés enf’1 sont roses. Bterminer la loi d&”, nombre de plantes
a fleurs roses, que I'on peut observerid) toujours sur 5 plantes.

e Comparer la forme de ces trois distributions.

11. Soitla variableX, de loi binomialéP(X = k) = C*p*¢"~*aveck € {0,1,2,...,n},

n un entier dona etp un reel tel qued < p < 1.

e Calculer I'es@rance et la variance d¢;

e déterminer le mode d&et en céduire la forme des distributions de I'exercice
précedent.

12. Soit la variable @atoire repesentant le nombre de filles que I'on peut observer
dans une famille de 6 enfantséfrminer sa loi de probabi#f son mode, son
esperance, sa variance.

13. Un amplificateur est fabriqua I'aide de 100 composanédectroniques. Chaque
composant a une probabditle10~3 de se é\eler cefectueuxa la mise en service.
On admet qu'il suffit que I'un des composants sd@fettueux pour que I'amplifi-
cateur ne fonctionne pas et gqu’il n’y a pas d’autres causes de panne.
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14.

15.

16.

17.

e Soit P la probabilie pour qu’un amplificateur ne fonctionne pas. On posera pour
la suiteP = % Justifier ce gsultat.

e Soit le nombre d’amplificateursefectueux que I'on peut obtenir dans uikeis
de 4. Beterminer sa loi de probabiit

On consi@re deux races d’'une@me espce. La prengére est caraétiste par ses
fleurs rouges et ses feuillegecbugkes, la deuxime par ses fleurs blanches et ses
feuilles enteres.

On observe ei'1, apes croisement, des plantefieurs rouges et feuilles @coupees.
On admet les hypo#ses suivantes : chaque caesetest étermiré par un couple
d’alleles, les populations parentales sont pures, les deux coupleslasadiont
independants.

Soit X la variable adatoire repgsentant le nombre de plantagleurs blanches
et a feuilles enteres qu’on peut observer, sur 100 plantes obtenud2gar au-
tofécondation. Quelle est la loi de ? Determiner le mode d& et donner la forme
de sa distribution. Calculer I'eépance et la variance de.

Deux personnes lancent, 5 fois chacune, useg@ie monnaie. Calculer la proba-
bilité pour qu’elles obtiennent leéme nombre de faces.

Dans un stock de hies de lait de longue conservation, il peut exister dagebo
non sériles et donc dfectueuses ; on noteMale nombre de bites de lait du stock,
D le nombre de celles qui sonéfiéctueuses et= %

Pour s’assurer que la proportion ddtes cefectueuses est suffisamment faible, on
contdle unéchantillon de: boites peleve dans le stock sous les conditions :

Chaque biie a la néme probabilié ¥y d’étre peleee. La taillen de I'échantillon
est petite par rappoét la taille N du stock et on peut faire I'approximation que les
prélevements des baites sont deévenements ingpendants.

(a) Quelle est, sous ces conditions, la loi de la variabéatmlire X égale au
nombre de bites non griles dans Bchantillon ?

Quelles sont les probabiis« et 5 des deuXevenements :
e les bdtes de lechantillon sont touteséatiles ;
e une bdte au moins de &chantillon est non étile.

(b) On veut que la probabibt/s soit sugerieure ouegalea 0.95 siqg depasse un
seuil fixe gy (go est la valeur partir de laquelle on estime que la qualitu
produit est inacceptable).

Quel nombren de bdtes faut-il pelever pour que cette condition soit satis-
faite ?
Donner la valeur minimale de si gy = 0.01

On jette simultaBment deux @s eguliers. On s’inéressea I'evenement "sortie

d’'une paire”; quel est sa probabdi?

e Soit X le nombre de paires que I'on peut obtenir en jetant les désxqdiatre
fois de suite. Bterminer sa loi de probabiit Calculer son egpance et son
écart-type.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

e Laurent propos@ Paul le jeu suivant : tous deux misent [&@me somme puis
Paul lance quatre fois les deug&sd; s'il obtient au moins une paire il emporte la
mise, si non c’est Laurent. Le jeu eséijuitable ?

On consi@re une suite chronologique d’exjences @atoires £,,&,,...,&,, .. ..
Chaque exgrience n’admet que deugsultats possibles :de€nement4, de pro-
babilitt P ou I'évenementB de probabilié 1 — P; ces deuxévenements sont
incompatibles et lesalisations successives sontépendantes. Saif la variable
aléatoire associardt la suite d’expriences le rang du premievenementA :

e déterminer la loi de probabiktdeU ;

e calculer 'esgrance et la variance dé

On consigére une variable ahtoire X dont la loi de probabilé est une loi de
Poisson P(X = k) = e—“k—',“, pourk € N, \ étant un eel don strictement
positif. Montrer queE(X) = V(X) = \. Déterminer le mode d&” et en éduire

la forme de la distribution.

Soit une variable &atoireX, dont la loi est une loi de Poisson d’&pnce\ = 0.43.
Calculer,a10~* pres, la probabilié de chacune des pre@nes valeurs dg ; justi-
fier larrét des calculs.

On admet que la probabititd’apparition d’'une mutation sur un individu e$t5.
Combien d’individus faut-il s’attendr& examiner pougtre pratiguements d’ob-
server au moins un mutant ?

On choisit au hasard une famille dans une population den8oitX le nombre

d’enfants qu’elle peut contenir ; on admet qie@st une variable de Poisson d’ésance..

On sait, d'autre part, ga’'chaque naissance la probahilitavoir un garcon esb.

e Comparer les histogrammes de la loidedans les cag = 2 ety = 3.5;

e exprimer la probabil& d’observek garcons dans une famille dont on sait qu’elle
contientn enfants,

e déterminer la loi de probabiétdu nombre de gargons que I'on peut observer
dans une famille extraite de la population.

Le bureau cétude d’un centre spatial doit donner son avis sur un projet defus
Le moteur et lequipemenglectronique se composent de 15000@&ps distinctes.
Chaque mce a une chance sur 10 millions de&ter cefectueuse ; la@fectuosié
d’'une seule mce suffita emg@cher le bon fonctionnement de la &as les causes
de cefectuosié des diverses pcesetant incpendantes.

Que penser du projet ?

La probabilie pour que I'injection d’un certairesum provoque uneeaction aller-
gique, sur un individu choisi au hasard, est de 0.1%. Quelle est la probatulit
que, sur 900 individus tra@s on observe l'allergie dans :

e exactement 3 cas;

e auplus 3 cas;

e au moins 3 cas?

Dans une eggre donge, la proportion des albinos est de 0.2%. Calculer la proba-
bilité d’observer au moins 2 albinos dansaamantillon de 230 individus.
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26. Dans une population humaine, la proportion de gauchers est de 1%. Quelle est la
probabilie d’observer au moins 4 gauchers dan€cimantillon de 230 personnes ?

27. Une usine fabrigue des petitatgaux aux raisins. Lagpe et les raisins sont@tanges
avant le @coupage desageaux. Quel nombre moyen de raisins faut-@vmwir par
gateau si I'on veut que la probabéitpour qu'un @teau contienne au moins un
raisin soit de 99% ?

28. (Processus poissonien). On comsil une suite @venements identiques qui se
suc@dent dans le temps. Le nombr&@nements qui se produisent dans une in-
tervalle de temps esté&dtoire. Soitu, () la probabilie d’avoirk évenements dans
un intervalle de temps de longueurCalculerwy(¢) en supposant :

(@) wi(t) ne cepend que de la longuetide l'intervalle de temps et pas de l'ins-
tant initial ;

(b) la probabilie d’observer ugvenement dans un intervalle de temp®st un
infiniment petit du ndme ordre quetd doncéquivalen&a Adt (A = constante
positive) ;

(c) la probabilie d’observer plus d’'udvenement dans un intervalle de temps d
est un infiniment petit d’ordre sépeura o ;

(d) sit ett sont des intervalles de temps sans partie commune, le nombre
d’évenements se produisant darest incependant du nombre@&énements
se produisant dans
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11 Solutions

1. L'expériencef consistea allumer successivement 7 cigarettes. On ot va-
riable qui associa & le nombre de cigarettes all@es avant de jeter une des deux
boites. X est une variable diséte. On se propose de calculefX = k) avec
ke {2,3,4,56}

Soient lesevenements :

A: pour une cigarette on tire la preene béte (de 5 allumettes) ;

B : pour une cigarette on tire la deexne bdte (de 2 allumettes) ;

(1A, jB) : les(i + j) premiers choix ont doré fois A et j fois B ;

(dernier A) le dernier choix est ;

(dernier B) le dernier choix esB

Ona:P(A) = P(B) = ; tant qu'il y a deux bittes etP((iA, jB)) = C},; (%)W
si(iA, jB) # 0.

On écrit successivement

P(X=2) = P(LBndemierB) = P(BF(B) =
P(X =3) = P((14,1B)ndernierB) = P((1A,1B))P(B) = C, (%)2% _ %
3

P(X =4) = P((24,1B)ndemierB) = P((24, 1B))P(B) = C_ (%)3% ==

P(X =5) = P((34,1B)NdernierB) + P(4A N dernierA) (évenements incompatibles)

= PEABRFE) + PEARE) = (5) 5+ (3) 5=

P(X = 26) — P((44,1B)N demierd U B) = B((44, 1B)) = C} (%)5 _ 2

D’ou la loi de probabilié :

n|2 3 4 5 6
8§ 6 5 5

, ‘ 8 8 6 5 5
Pil3 3 32 32 32
On erifie que) . p; = 1.

On en dcbduit ;
E(X) = ix = Le ot 20425430 = 22 < 3710
- i:1 Zp2_32 - 32 ~ .
]E(XQ) = Zn:xzpi = i(32 + 72+ 96 + 125 + 180) = @ ~ 15.78
£ 32 32
1999
X) = E(X?) -F*(X)= """ ~1.
V(X) = B(X?)-E(X) =[5 ~ 195
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2. (a) X estune variable &htoire disaete de loi uniforme suf1, 2, 3}

E(X) = u:%(1+2+3):2

V(X) = E((X —n)?) :%(1“”1):%

On note, pour la suit&’, Y et Z les nun&ros ties en premier, deugine et
troisieme rang.

(b) Tirage exhaustif On a pour ésultat possibles :

<E—;) = X=1nY=2)u(X=2nY =1)

(X2=2) = (X=1NnY=3)U(X=3nY =1)

<E:g) = (X=2NnY=3)u(X=3nY =2)

En appliguant I'axiome des probab@g totales§venements incompa-
tibles) puis la relation des probab@i composes évenementsiépendants
on a, par exemple, :

P(E: §) — P(X=1)P(Y =2/X = 1)+ P(X = 2)P(Y = 1|X = 2)

2
_ 1111
32 32
B 1
3
Onalaloi:
_ti ls 23
P(Xo=w) |5 5 3
On en cduit :
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Tirage non exhaustif On a pour esultat possibles :
(X2=1) = (X=1nY=1)

(E:%) = (X=1NY=2)U(X=2nY =1)

(X2=2) = (X=1NnY=3)u(X=2NnY=2)Uu(X=3NnY =1)

(-

(X2=3) = (X=3NnY =3)

En appliguant I'axiome des probab@i totales§venements incompa-
tibles) puis larelation des probab@i composes évenementindépendants
on a, par exemple, :

P(X;=2) = PX=1P(Y =3)+P(X =2)P(Y =2)+P(X =3)P(Y =1)

DN | Ot

> = (X=2nY=3)U(X=3nY =2)

11
= 3——
33
_ 3
9
Onalaloi:
T 132 2 23
P(Xp=w)[5 § § % 3
On en aduit :
— 1
E(X,) = u:§(1+3+6+5+3):2:E(X)
_ — 1 1 1 1
Xo) = E((Xs—p)?) ==(1+2- 2-+1)=-
V(Xs) (X2 =p)) = (1427 40427+ 1) =2
1 o(X
0 = 5=

(c) tirage exhaustif Une seule valeur observahlg : 2 DoncP(X3 = 2) = 1
BtE(X;) = 1 x 2 = B(X) etV(X;) = 0 = o(Xs)
tirage non exhaustif En raisonnant comme dans la questioegdente, on

obtient :

Ty 1 2 2 2 I &8 3
PX:=2) % + & % » # =
On en eduit :
— 1
E(Xy) = p=g-(1+4+10+ 14+ 14+8+3) =2 =E(X)
~ — 1 4 1 1 4 9
VX5) = E(X—p)) == (143-46-+0+6=+3-4+1)==
(X2) (X2 —w)?) 27(+9+9++9+9+)9
— \/§ o(X
o) = Yoo

3 V3
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3. On noteE; I’ @venement "la bonne clef estéie lai®™e fois et £; I @/&nement "la
bonne clef n’est pas fie lai®mfois.
Si X est le nombre d'essais, on@( = k) = E\NEyN ... B NEy k €
{1,2,...,10}
Meéthode A (tirage exhaustif)

1
P(Xa=1) = P(B) =
P(X,=2) = P(EiNEy)=PE)P(E|E) = -+ = 1
A — — 1 2) — 1 2 1_109_10
. 981 1
P(Xa=3) = P(ENEE) = —--=—
(Xa=3) (BN E2Fh) = 1655 = 10

— — 987 31 1

On peutégalement dire : tirer 10 clefs en tirage exhaustif revieatdonner
les 10 clefs. La bonne clef a une probabildef’—(;! = 1—10 d’étrea une place
donree. D'au la loi de X 4 :

1

P(Xa=k)=15 . k€ {12310}

P(Xs=k)=0 si k¢{1,23,...,10}

Il s’agit d’une loi uniforme suf1,2,3,...,10}.
On en @duit, en posank'(t) = P(X4 < t):

Fit)y=0 , sit<1
k
F(t) = —
=13 -
1

F(t)y=1 , sit>10

ou £ est I'entier imneédiatement irérieurat, si0 <t < 10

MéthodeB (tirage non exhaustify € N*

D’ou la loi geonetrique ‘P(Xp = k) = (i)k_1 75 pourk € N* etP(Xp =
k) = 0 pourk ¢ N*

G(t)=0 , sit<l1
1

9\" X o NP
Gt)=1- (1—0> , ouk estl'entier imnédiatement irérieurat, sit > 1
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(somme des termes d'une suiteagrétrique 5 (1 + %o+ - -+ + 9" ho) =

1 - (10)k

10 1-%o
Pourlz| <1,14+z+a2? 4 - +2"+--- = -doncl + 2z + 3z% + - - - +
nav ... = ﬁ.On en éduit :

E(Xp) = L) ig(2 2+ = =10
7710 10 10 T 10 (%o

Pour la derrére question on note que

2
P(XA >8) = P(XA—Q)—F]P)(XA— 10) 10 =0.2

P(Xp>8) = 1-P(Xp<8)=1-G(9) = (%)8 ~ 0.43

P(X >8) = P(X =X4)PX >8X =X,)+P(X = Xp)P(X > 8X = Xp)
2 1
= P(Xa>8)+ P(Xp > 8)

202+1043’\‘1083
3 . 3 . N3 .

Q

On peut alor€crire :

P(X =XpNX>8) 3043
P(X > 8) ~ 1083

P(gardien ivreX > 8) = P(X = Xp|X > 8) = ~ 0.518

wl

4. ProbeEme tes simple
@ i P(AA) = (1—¢q)*;P(Aa) = 2¢(1 — q); P(aa) = ¢°

ii. LoideX; :P(X; =2)=q% ]P>( =3)=(1-¢* P(X;,=5) =
2g(1 — ). Doncyy = E(X1) = 2¢° + 3(1 — ¢)* + 10¢(1 — q) =
—5¢*> +4q+3

jii. 1 est maximum pouy; = %. Dans ce cas on B(AA) = 36%;
P(Aa) = 48% ; P(aa) = 16%

iv. P(A) = P(donneurdAN A)+P(P(donneurAdanA) = (1—¢)*> x 1+
29(1-q)x3=1-¢
P(a) = P(donneurda N a) 4+ P(P(donneuraa Na) = 2¢(1 —¢) x & +

q2 x1=gq
. PaannONaa)  Pad)  (1-¢2  1-
(b) l. (AA|n0naa) W NONaa — 1_32 = FZ
_ P4annN0ONaa) _ P(44a) _ 2¢(1—q) _ 2
P(Aalnonaa) = pron.. = MONw = “i=¢ — 1+q

ii. Loi deX2 : (XQ = 3)

3 — 3¢ +10q) = T

g p(X, = 5) = 2

e s . Doncpus = E(X3) =

1+

1+q(

bar-hen.net



Solutions

1 _

P(A) = P(donneurAANA)-+P(donneurdanA) = 1+Z X 1+1+‘1q X5 =
L( 1—qgcarl >1—¢?

P(a) = P(donneurda N a) 4+ P(P(donneuraa N a) = 1% X 1= g

(<qcarg<q+q°)
5. Il s’agit d'une loi hyper@onétriqueE(X) = 2.4; V(X) = 0.64

z; | O 1 2 3 4
L 2 90 80 15
Di 210 210 210 210 210

6. On trouve aiément la loi deT” ;

ti|1 2 3
1 3 1
Pils 5 3

puiskE(T) = 2, o(T) = 1/ 2, mode=2.

7. Lespace degvenements$? assock a I'expériencef qui consiste choisir 2 boules
contientC?, = 45 évenement£lementaireegalement probables. On peut alors
distinguer levenements suivants :

(1,1) de probabilé - CF =
(1,2) de probabllm 3 X 2 =
(1,3) de probabil'ﬁe 3 X b=
(2,2) de probabilé ;- 02 =
(2,3) de probabili ;- T x 5= ﬁ
(3,3) de probabilé ;- 02

On en @duit alsement la loi de probabik :

EIEEI@

6 10 1

x; \ 2 3 4 5 6
Pi ‘ 43_5 4% 5 15 40

puiskE(X) =4.4etV(X) ~ 1.35

P(X>6)=P(X=6)=12;P2<X<6)=1—-2=2

8. Chague jet peut enfirger 'observation de évenement "Face” avec la probab#it
%, ou "Pile” avec la probabil& %, dans I'hypotlése d'un jetegulier. Les diferents
jets sont inépendants. SK est la variable &atoire "Nombre de faces que I'on
peut obtenir sun jets”, on aX ~ B(n, P). SiI'on qualifie de "pratiquements”
un évenement de probabiéitsugerieura 0.99, il faut @terminem pour que :

P(X > 1) >0.99 < P(X =0) < 0.01

OrP(X =0) = &%
D'ou l'inégalié 5= < 0.01 = 2" > 100 ce qui estéali® pourn > 7 (27 = 128).
SionveutP(X > 1) > 0.999 il faut choisirn > 10.

9. Pour chaque client qui &@sene, deux ésultats possibles : "il vient” de probabdit
0.8, ou "il ne vient pas” de probabi#t0.2. On consigre que les choix des 52
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2. VARIABLES AL EATOIRES DISCRETES 63

clients qui ont esere sont inépendants. SX est la variable &atoire "nombre de
clients qui se gFsentent le soir, parmi les 52”7, oma~ B(52;0.8)

La situation embarrassante corresparitevenement X > 50.
"X > 50"="X = 51"U" X = 52"; les deuxévenemengétant incompatibles :

8 512 8 52
P(X =P(X =51)+P(X =52)=52 — | — — ] ~1.28107*
(X > 50) ( 51) +IP( 52) =5 (10) 1o+(10) 810

10. Exemple classique d'utilisation de la loi binomiale : observer 5 descendants dont
les parents ont de€gotypes donis revient effectuer 5 ex@riences identiques et
indépendantes ; pour chaque descendant il a possitiipparition d’un panotype
donreé (probabilie P) ou non (probabilé 1 — P).

e X ~ B(5,2). Distribution en cloche dissyétrique avec moda droite (prati-
quement en J).

| 0 1 2 3 4 5
[ _L_ 15 90 20 405 243
Di ‘ 1024 1024 . 1(.)24 . 1024 1024 102.4 . )
e X ~B (5, }1) Distribution en cloche dissyetrique avec moda gauche (prati-

guementenL).

w|l 0o 1 2 3 4 5
23 405 20 90 15 L

Di 1024 1024 . 1(_)24 . 1024 1024 1024 .
e X ~ B(5,3). Distribution en cloche sy#trique.

z10 1 2 3 4 5
IS S R (/R (R S
Dil33 33 33 32 32 32

11.

E(X) = Y kP(X =k)

k=0
“ n! % ek
= 2 g
_ n! & ek
= ;% i = (1 =7)
- n—1)! k—1 n—k
= npkzzok(k—<1)!(n)—k)!p (1=p)

n—1
n— )' 7 n—i— n—
E(X)anz;ki,(i_i_l)!p(l—p) P=npp+1-p)" Tt =np
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Solutions

E(X?) = zn: EP(X = k)
k=0

" |
_ L2 n: k(1 _ pyn—Fk
; i —? 1 p)

- n! k n—k
- Zk(k i P )

= D (k—1+ DG 1;@ e

u n k n—k - n! k n—k
= Zl(k_l)(k—l)!(n—k)!p (1-p) +;(k—l)!(n—k)!p (1-p)

n! - !

B e A P e G
= -1y ; (k —<721)|_(7”2L)L k>!pk_2<1 —p)" 4 np

Onpose,commeplushautc bk —2=k=i+12=n—k=n—i—2.0na:

n—1
—2)! »
E(X*) =n(n—1)p* ) = e lz),p (1=p)" " +np = n(n—1)p*+np = n*p*+np(1-p)
=0
et donc

V(X) = E(X?) - E*(X) = np(1 — p)

Pour ceterminer le mode on congitke le support des probabég de deux valeurs
observables successives. On a :

PX=k+1) Cit'p"*'A—p ™' n-k p

P(X=%k) Ckpk(l—p)*  k4+11-—p

On en eduit :
PX=k+1)>P(X =k) Sik<(n+1)P—-1
PX=k+1) <P(X=k) Sik>(n+1)P—-1

PX=k+1)=P(X=k)=k(n+1)P—1sik € [O,n]et(n+1)P—-1a
une valeur enére

On résulte ces informations en disant que le mode est un éni€(n + 1)P —
1,(n+1)P]

On peut noter quén+1)P > 0carP > 0et(n+1)P—1 <n,carP < 4 =1;

[ est donc bien une observatde{0,1,2,...,n}. Lintervalle a pour amplitude 1
eten @reral ill est unique, sfn+ 1) P —1 a une valeur engre, il peut y avoir deux
modes successifs. |l est aide retrouver lessultats de I'exercicg0
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12. Réponses B (6, 1) ; esgerance=mode=3; variance=1.5.
13. Réponses P =1— (1 — 1073 ~ 10~ car(l — z)" ~ 1 — nz; B (4, 15)
14. Réponses B (100, ).
Distribution pratiquement en L : forme en clochedrdissyratrique, de mode 6.
E(X)=16.25;V(X) ~ 5.86

15. Réponse X etY suivent une loi3 (5, 1)

P(X=Y) = i}P’(X = DP(Y =)

5 L 1
= D (%) 5%
=0
03
256

16. Réponses :
e X suit une loi hypergonetrique que I'on peut approcher parn, q) ;
ea=(1—-¢";0=1—-(1—-q)"

o n > pEEES10g 0.05 & —3, log(1 — 107%) &~ —1072 = n > 300

17. Réponses X ~ B (4,1);E(X) = 2;0(X) =¥
e > 12 le jeu n'est pagquitable.

18. On noteB; I' évenement B se produita lai®™® experience” etA; I' évenement A
se produita lai®M expérience”.
Ona:(U=k)=B NByN...NBx_1NAg k € N*
On en eduit,a cause de I'indpendance degalisation successive®(U = k) =
P(B))P(By)...P(By_1)P(A) = (1 — P)k1p
U suit une loi ggonetrique :

P(U = k) = (1 — P)*'P pourk € N*

On sait, que poufr| < 1,onad ;S a* =1+z 422+ +a"+ - = ;&
On posef(z) = > %k = .
On en cduit :
+o00 1
fla) =Y k™t =
; (1 —x)?
—+00 X
of () =) ka® =
; (1—x)?
+oo
1 2z 1+x
o / I 2 k—1 _ —

k=1
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On peut alor€crire :
+oo +o0 P
_ _ _ pyk-1 _ . _
Y PU=k = PY (1-P) Pf(1-P)=5=1
= =1
i k—1 ! P 1
E(X) = Y k(1-P) P=Pf(1-P)=1; =5
k=1
—+o00
E(X?) = ZkQ(l — P)*'p = Py(1 — P) = p2;3P — 2;2}7

19.

2-P 1 1-P

P2 P2 p2

V(X) = E(X?*)-E*(X)=

Comme% —1— P < 1, il est clair que la variabl& admet pour mode 1;

les probabilies decroissent quank augment.

+oo A +oo )\kfl
E(X?) = EP(X =k k2e=? e
() z ( ),2 . z(k_l),
Or
+oo _ +oo _
)\k 1 )\k 1
= (k—1+1)
kz_: (k—1) kz_; (k—1)!
+oo A\e-1 +oo el
DN Iy
= =2t (k-1
AZ g Z
Et donc
V(X) =E(X?) - E*(X) = A
, . . (X=k+1) _ A
Déetermination du mode On a la relatio Po—p = kil
On en cduit :
PX=k+1)>PX =k) Sik<A—1
P(X =k+1) <P(X =k) sik>\—1

P(X=k+1)=P(X =k)=k\N—1sik € Netaune valeur ergire> 0

On résulte ces informations en disant que le mode est un érdiék — 1, A]

L'intervalle a pour amplitude 1, et erégéral,l est unique ; sk a une valeur
entiere> 1, on aura deux modes successifs.
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20.

21.

22.

Forme de la distribution EnLsiA <1
En cloche, si\ > 1
On obtienta 10~ pres, poulE(X) = 0.43

Calcul pécis Interpolation lieaire a
partir des tables

P(X =0) =04 ~0.6505 ~0.6511
P(X =1)=P(X =0)%2 | ~0.2797 ~0.2787
P(X =2)=P(X =1)%2 | ~0.0601 ~0.0602
P(X =3) =P(X =2)%2 | ~0.0086 ~0.0088
P(X =4) =P(X = 3)%2 | ~0.0009 ~0.0010
P(X =5) = P(X =4)%2 | ~0.0001 ~0.0001
P(X <5) ~0.9999 ~0.9999

Chaque valeur eréire > 6 a une probabilé inferieurea 10-%. On remarque, de
plus, que I'ensemble des entiers6 constitue urévenement presque impossible
P(X >6) =1—P(X <5) = 0.0001. On peut donc &cider d’aréter la tabulation
aX =b5.

Soit P = 107 la probabili&, pour un individu, cBtre mutant. Soik le nombre de
mutants que I'on peut observer suindividus examigs. On aX ~ B (n, 1079).
Comme la probabilé P a une valeur &s faible et une valeur teséleee, on peut
écrireX ~ P (A =nl07°).

Si on consiére comme pratiquemeniisun évenement de probabi@t> 0.99, on
a:

P(X >1)>099=P(X =0) <00l e <00l = \>461

D'ounl0=% > 4.61 etn > 4.6110°

Pour une probabili> 0.999 on auraitn > 6.91 10°.

SoientX le nombre d’enfants &t le nombre de gargons qu’une famille choisie au
hasard peut contenir. On sait gife~ P(1).

Sip = 2, X a une distribution en cloche avec 2 modes successifs : 1 et 2. Si
u = 3.5, X a une distribution en cloche, de mode 3, doepld& sur la droite
(voir 19)

Si on sait que la famille choisie contientenfants, il est clair que le nombre de
garcons suit une ldB (n, 5). Onécrit :

P(Y =k|X =n)=CF @)k (%)M n

aveck € {0,1,...,n}
onalY =k)=(Y =kNX=kU{Y =knNnX=k+1)U---
Les differentegventualiesétant deuxa deux incompatibles, on a :

P(PY =k) = iOIP(X:k+mY:k)

bar-hen.net



68

Solutions

23.

24,
25.
26.
27.

+oo
= Y P(X=k+i)PY =k|X =k+i)
i=0
+00 i k+i
- Ze“LCk , 1
— (k‘—l—l)' k+i 2

+oo€_u Iuk+z’ (]{—FZ)' 1
(k+4)l klil  2k+i

On en eduit
cp (Y

Soit X' le nombre de gices éfectueuses que I'on peut observer surllé80 000
piecesEtant donges les hypotse, on a

X ~B(1.510°1077)

Comme la probabilé&, pour une pice, détre cefectueuse estds faible et comme
le nombre de gices est &sélew, on peugcrire

X ~P(0.15)
Ona
P(X =0) =e "%~ 0.86

La fuste a donc 14 chances sur 100 de ne pas partir. Le projet n’est pas fameux,
compte-tenu de prix d’'une telle émation!

A partir de la loi binomiale, on obtientP(X = 0) = (1 — 10-7)51%°, D’ou, en
utilisant I'approximation(1 — z)" ~ 1 — nx

P(X =0)~1—0.15=0.85

Réponses : 4.94% ; 98.66% ; 6.28%
Réponse : 94.37%

Réponse : 20.26%

Réponse A = 1og0.01 =~ 4.6
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28. On va ceterminer successivememnt (), w. (t), w2(t) puis, par écurrencewy(t).
On noteX;, la variable akatoire "nombre dvenement pendant

wolt +dt) = P(X,,q =0)=P(X; =00 Xg = 0)
= P(X, =0)P(Xg, = 0) 4™ hypottese
= wo(t)[1 = P(Xg, > 1)] = wo(t)[1 — P(Xg, = 1) — P(Xg, > 1)]

= wp(t)(1 — \dt — edt)

olle — 0sidt — 0 (2°me et 23™hypotteses).

On en cduit :

dt
Et, faisant tendretdvers £ro :

= \wo(t) — wo(t)e

wh(t) = —Nwo(t) (2.2)

L’ équation diferentielle2.2 a pour solution gréralew,(t) = Ce™
Par les 2™ et 23™e hypothesesw,(0) = 1 doncwy(t) = e

U)1<t + dt) = ]P)(Xt—i—dt = 1)
= P(Xy=1nXy, =0) +P(X, = 0N Xy, = 1), é¥nements incompatibles
= wi(t)(1 — \dt — edt) + wo(t)\dt

ole - 0sidt —0
On en cduit :

wy (t 4 dt) — wy(t)
dt

Et, faisant tendretvers 2ro :

= Awy(t) — wol(t)e + Awg(t)

w(t) = = wy(t) + Ae™™ (2.3)

L’ équation diferentielle2.3a pour solution gréralew,(t) = (C + At)e
w;(0) = 0 doncw (t) = Ate™™
e Onadeeme:

wy(t +dt) = P(X, g, =2)
= P(X;=2NXg=0)+P(X; =0NXg =2)+P(X; =1NXg, =1)
= wy(t)(1 — Adt — edt) + w1 (t)ADE + wo(t)e'dt
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Solutions

ole, e —0sidt— 0
On en cduit :
wh(t) = —Awy(t) + N2te ™ (2.4)
L' équation diferentielle2.4 a pour solution gréralew,(t) = (C + @) e
ws(0) = 0 doncws(t) = B2 e
)\t)k—l

o Plus gréralement, siv,  (t) = 30—

e~ onécrira:

wi(t+dt) = we(t)(1 — Adt — edt) + wy,_1 (E)NdE + wy_o(t)e'dt
On en a@duit I'eéquation diferentielle

(At)F1

wh(t) = —wy(t) + M“m

de solution @réralew,(t) = (C + %) e

wy,(0) = 0 doncuwy(t) = A=

La variableX; suit une loi de Poisson de paratre \t
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Chapitre 3

Variables aleatoiresa densige

Densié de probabilité

Variable agéatoire de distribution continue

Un deuxeme type de distribution, pour une variabléabirea valeur dan®, est ca-
raceris par sa fonction deepartition continue suR. On dit alors que la variable&@dtoire
est de distribution continue.
Soit X une telle variable, de fonction departitionF'y.
Comme pour toute variable&dtoire, st ett + € (¢ > 0) sont deux éels quelconques, on
a

]P(tSX <t+€) :Fx(t+€>—Fx(t)

On en éduit
PX=t)=1lm Pt <X <t+e) = lim Fx(t+e¢)— Fx(t)

e—0t e—0t

La continuieé def'y entrane ici
P(X =t)=Fx(t)— Fx(t)=0

Pour une variable éhtoire de distribution continue, la probal&@ld’observer une valeur
réellet donree est donc nulle quelle que sail.esévenements de probabéithon nulle
seront donc obligatoirement r&gzenés par des intervalles.

Pour mieux comprendre, on peut reprendre I'analogéeamique de la masse d’un solide.

Si on cecoupe le solide en morceaux de plus en plus petits, on peut encore parler de la
masse de chacun d’eu&. la limite, la masse d’un "point matiel”, notion touta fait
abstraite, estvidemment nulle alors que la masse d’un morceau ne I'est pas.

Une telle moélisation probabiliste s’adapte, d’ailleurgsrbiena la ®alit ; lorsqu’on

dit que la taille d’un individu, choisi au hasard dans une population @nest de 178

cm, il s’agit d’un abus de langage : la seule affirmation correcte est que I'observation se
situe entre 177.5cm et 178.5cm.

Il résulte de ce qui pede que, sX est de distribution continue, on a

Fx()— Fx(a) =Pla< X <b)=Pla< X <b)=Pla< X <b)=Pla< X <b)
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On peut alors noter
P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a) (a<b) (3.1)

L'ensemble des observablg((2) est alors constitel d’'un intervalle ou d’'une&union
d’intervalles disjoints ; c’est un ensemble nagndmbrable.

Densié de probabilié

Définition 3.1 SoitX une variable akatoirea valeurs dan®, de fonction de&partition
Fx. S’il existe une fonctiorf, fonction nurdrique d’'une variable &elle, telle que :

VteR |, Fx(t) = /t f(z)dz (3.2)

on dit quef est la densé# de probabilie deX et on la notefx. On ditégalement que&l
est une variable &@atoirea densié, ou de distribution absolument continue.

La théorie de l'ineégration permet de faire quelques remarques. Si la @éefigkiste,
alors :

1. la fonction de éepartition, @finie, surR, par une inégrale fonction de sa borne
superieure, est continue sii;

2. entout point ou f admet une limité droitef (¢ +¢) et une limitea gauchef (t —e),
la fonction de epartition admet uneétivéea droiteégalea f (¢ + ¢) et une @rivee
agaucheegalea f(t —¢);
3. entout point ou f estcontinug f(t — e) = f(t + €) = f(t)), lafonction de épartition
admet pour drivée f(t).
Il résulte du point que toute distribution absolument continue est continueétigproque
n’'est pas vraie. Cependant, toutes les distributions continues usuelles sont absolument
continues. La dendt continue presque partout, est alors obtenue gavation de la
fonction de épartition (poinB), sauf en un nombre fini de pointa @ n’est pas forement
définie mais admetventuellement des limitésgauche e droite (point).

Densié de probabilié et loi de probabilié

Une densié de probabilié definit parfaitement la distribution d’une variablegatoire
X avaleurs dan®. Il suffit de remarquer que, connaissant la déngjtla relation3.2
permet de dterminer la fonction deépartition F'y. Sans cherchex determinerF'y, on
peutégalemenécrire :

P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a) voirlarelation3.1

b a
= / f(x)dx—/ f(x)dz voir la relation3.2
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D’ou pour tout intervalléa, b] aveca < b :

P(X € [a,b]) = / F(x)de (3.3)

Pour une fonction degpartition on utilise un segmentB, pour une densitde probabi-
lité, on utilise une aire de surface.

On soulignera le fait que le passagefde a f s’obtient par @rivation, f(x) n'est pas
une probabilié, mais une probabiétpar unié de mesure, diola notion de dengtde
probabilig a rapprocher de la notion de la massedfique d’'un solide.

Par contre la quanétf(¢)dt, parfois appede probabilié élementaire, est, lorsque dst
un infiniment petitequivalented 1 P(t < X <t 4 dt) = Fx(t +dt) — Fx(t)

Proprétes d’'une densi de probabilié
La densié de probabilé f d’'une variable @atoireX pos®de les propétes suivantes :

1. f(z) > 0, surR, sauféventuellement en un nombre fini de points. En effet, si
f( ) pouvait avoir une valeuraygative sur un intervalléy, 5], on auraitP(X €
fﬁ z)dz < 0, (o < f3), ce qui n'est pas admissible.

2. fj;of (r)dr = 1. En effet :

b—+oo b—+o0

+o0

f dr = lim / f(x)dr = lim Fx(b) =1
Cette deuwxéme propieté implique quef est inegrable suiR, donc sur tout inter-
valle.

Exemple 3.1 Soit X une variable adatoire,a valeurs dan®, de fonction de&partition
Fx définie par :
t—0 , sit<0
Fyx : tn—>%t,si0<t§2
t—1 , sit>2

X est de distribution continueF{y est continue suiR). L'ensemble des observables
constitue I'intervalle]0, 2] puisque la probabil# de tout intervalle egtieur a |0, 2] est
nulle.

X admet pour dengit:

x— 0, six<0out > 2
Ix:

xr—>%, Si0<z <2

La densié fx s’obtient par erivation presque partout, sauf :

e en 0, ai f, admet pour limitea gauche 0 (érivéea gauche deF'y) et pour limitea
droite 1 (dériveea droite deFy);

e en 2, al f, admet pour limitea gauche% (dériveea gauche def’y) et pour limitea
droite O (ceriveea droite deF’y)
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En ces deux points, donner ou non une vakeyi ne modifie pas I'expression déy,
ce qu’il est ai& de erifier en utilisant la relatior3.2.

Exemple 3.2 SoitY une variable akatoire,a valeurs dan®, de densi de probabilié
fy définie par :
[ y—0 , Siy <0
fy.{ y|—>§67y/? , Siy >0

L'ensemble des observables gst-oo| : tout intervalled gauche deé&ro a une probabi-
lité nulle (inkgrale ckfinie de la fonction nulle). La fonction departition £y est donike
par :

RO=P0 <= [ jwa

On obtient : .

sit <0 Fy(t) = lim 0dy =0

a——00
a

t

t 1 t
Ody + / “edy =0 + [—e’y/z} —1—¢
0 2 0

sitzozry(t):/

On obtient finalement :

o t—0 , Sit <0
v tr—>1—e*t/2, Sit>0

On remarque gqu’ené&ro, Fy admet pour driveea droite%, égalea la limite a droite de

fv, et pour @&riveea gauche Oggalea la limitea gauche dé¢y. Le choix defy (0) = %

est ici arbitraire et sans importance.
On peut alors calculéf(1 <Y < 2) de deux margires :

2
P1<Y <2 = /le_y/zdy
1

P(1<Y <2) = F(2) - Fy(1)

1.5 Repésentation graphique

Une distributiona densié est en gréral repésenge par le graphe de la dergside pro-
babilite. La forme de la courbe obtenue s’appelle la forme de la distribution : uniforme
(voir 3.1), en L (voir exemple3.2), en cloche, etc.
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Parametres descriptifs d’'une distribution a densié

Soit X une variable @atoire,a valeurs dan®, de densi de probabili f. On peut as-
sociera la distribution deX un certain nombre de paratnes descriptifs. Ces paraines
ont la meme @&nomination que dans le cas d’'une distribution diteparce qu'ils re-
couvrent les rames concepts.

Mode

On appelle mode de la variableeatoireX, ou de la distribution d&, une valeureellex
pour laquelle la dengtde probabilé de X présente un maximum.

Les distributiona densié usuelles sont, eregéral, unimodales.

La distribution de I'exempl@.1n’a pas de mode, celle de 'exem@e& a pour mode 0.

Esg@grance

On appelle esgrance de la variable&dtoire X, et on notef(X) ou ux le nombre éeel,

s'il existe, cefini par :
+oo

E(X) = ux :/ zf(x)dx

L'existence dei(X) est lié a la convergence de l'iagrale.

L'esperance deX définit la position du barycentre de I'ensemble continu des points d’'une
droite qui repesentent I'ensemble des observables. Pour allaickfinition ci-dessus,

on decoupe cette droite em intervalles ; aui®™® intervalle on associe son barycentre
partiel¢; ponceré par la probabilé de I'intervalle qui, s\z; est la largeur de l'intervalle,
est peu diférente de la probabié€lementairef (;) Ax;. E(X) est alors peu diffrente de
S & f(&) A alalimite (@ — +oo, Az; — 0), on obtient E(X) = [z f(x)dx

On rapprochera cettegfinition de celle du centre de masse d’'un sokdene dimen-
sion et de masse totaégalea 1, chaque point du solideétant affecd d’'une masse

specifiquef(x).
Exemple 3.3 (suite de I'exempl&.1)

B = [ et

—00

= /_0 xfx(x)dx+/:xfx(x)der/;mme(”f)dm

= O+/ —xdz +0
0 2
41,
= 1
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Exemple 3.4 (suite de I'exempl&.2)

By = | " )y

—00

_ /0 yfy(y)dy+/0+ooyfy(y)dy

—00

+o0 1
= 0—|—/ y—e’ylzdy
0 2

+o0 too
_ [—ye“%}o + / ¢~ "Rdy | en inkgrant par parties
0

+00
= / e ylzdy (carlim,_, 4 ye*ylz =0 etye*y/2 = 0 poury = 0)
0

- [art]
= 2

Exemple 3.5 SoitZ une variable aatoire de densi de probabilié :

1

cire o TR

Jz:t—

On dit queZ suit une loi de CauchyZ n’a pas d’esgrance ; en effet :

et 1 Ot 1 er 1
E(Z) = — d = - dt — dt
(2) /_OO w1+ 2 /_Oowl—l—t? +/0 w1+t

log(1 + tz)}goo

1 5110 1
= o [log(1+t )]700 + 7 [
L'intégrale diverge puisque

tlim log(1 +t%) = tlir+n log(1 + %) = +o00

Moment d’ordre:

On appelle moment d’'ordre (k € N) de la variable @atoireX, et on noteE(X*), le
nombre éel s'il existe, @fini par :

E(X) = /+OO z* fx (z)dz

[e.o]

Ona:
—+o0

E(X) = / " fy(@)de = E(X)
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Variance

On appelle variance de la variabl@atoireX, et on noteV (X ), le nombre el s'il existe,
défini par :

+o0
V(X) = / (2 — jix) fx(0)de

e}

La variance deX s’appelleegalement moment cegtd’ordre 2 deX et se note :
E[(z - px)’] =E [(z - E(X))’]

On note que la variance d’une variabldensig, cefinie comme l'inégrale d’'une fonction
positive presque partout e&me strictement positive sur certains intervalles ne peut avoir
gu’une valeur strictement positive.

Une valeurélewee de la variance signifie que les valegalsigrees de I'esprance ont
une forte densit de probabilie. Une faible valeur de la variance signifie que les valeurs
de forte densé de probabil# sont sitées pés de I'esprance. La variance est donc un
parangtre de dispersion autour de I'é&spnce. L'analogie gcanique de la variance est
le moment d’inertie d’un solida une dimension par rappatson centre de masse.

On peutéecrire

VOO = [ - 2o+ ) (o)

[e.e]

+o0 +oo Foo
= / xzfX(I)dx — 2,ux/ zfx(x)dr + N%{ fx(z)dv

= E(X?) —2u% + %
= B(X?) +px

On retrouve la relation &s commode dans le calcul de la variancédgtéme de Guldin) :
V(X) = E(X?) - E*(X)

Ecart-type

On appelleecart-type deX la racine ca@e de sa variance. On le natg.

Un écart-type est donc ureel positif; il s’agit d'un indice de dispersion quigsente
I'avantage d’avoir la rame unié que les observables.

Exemple 3.6 (suite de I'exempl&.1)

V(X) = /+Oo(t 2 f(t)d

—00

2 1
= / (t* — 2t + 1)=dt
0 2

1[e , 1
= S| -2t
s[5+
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W =

etdonc

ox =

V3
3

Exemple 3.7 (suite de I'exempl&.2)

+oo +o0
E(Y?) = / u? fy (u)du = / u2%e%du
- 0

o0

On integre par parties :

o0 +oo
E(Y? = [—uze_%rr +2/ ue™"edu
0

0
“+o0o 1

= 0+4/ —ue’“/zdu
0o 2

= AE(Y)
~ 3

En effetlim, ., —w2e "2 = 0 etuZe "R = 0 pouru =0
Finalement :
VY)=EY?) -E*(Y)=8—-4=4,0y =2

Exemple 3.8 (suite de 'exempl&.5) Z, n’ayant pas d’esprance, n’a pas de variance.
On peut d’ailleurs remarquer que, I'iégrale qui é&finitE(Z) divergeant, I'inégrale qui
définit E(Z?) diverge a fortiori.

Mode et esprance sont les paratnes de position d’'une distribution qui sont les plus
utilisées. Il sera fait appel, @tieurementa un troiseme parargtre de position qui, lui
aussi, @crit une certaine tendance centrale : kdmane. L'icke de épart est deé&finir un
nombre qui épare I'ensemble des observables, éangar valeurs croissantes, en deux
parties dégales probabilé; on rencontre dans cetterdarche deux difficudts : le partage
idéal en deux zonesquiprobables n’est pas toujours possible (variablesétissy et le
nombre cherch n’est pas toujours unique (on peut obtenir un intervalle). On retiendra
cependant la&finition suivante :

Définition 3.2 On appelle radiane d’'une variable &latoire X, & valeurs dan® et de
distribution continue un nombrevérifiant la propriété :

P(X<77):IP’(X>77):%

Pour les distributiora densié usuelles la ridiane est unique.
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Loi uniforme

Définition 3.3 On dit qu’une variable @atoire X, a valeurs éelles, est de loi uniforme
sura, b], a etb étant deux gels erifiant : a < b, si sa densé de probabilié f est cfinie

par
f‘{x»—>0 , Siz & |a,b]

T — 7=, siz € [a,b]

On dit que la loi est uniforme sy, b|

Fonction de @partition

En utilisant la relatior8.2, on a :
t
P(X <t)=Fx(t) = / f(z)dz
On en cduit :

t
sit <a, FX(t)—/ 0dx =0

—00

sia<t<b,  Fx(t)= " 0de + ] dp = L=
e=t=0 XA v ab—ax_b—a

—00

) a b 1 t
Sit > b, FX(t):/ Oda:+/ 2 d:z:—l—/ Odz =1
. a 00 b

Parangtres descriptifs

Une distribution uniforme n’a pas de mode.
Sa nedianey est céfinie parfix(n) = 5 = =2 = n =42

+o0o b T 1 1’2 b 1 1 ) , CL—|—b
E(X)_/ xf@)dx_/a b—adx_b—a[?} TR

o0

o0 b2 1 (231" 1 1 1
E(X?) = / 2 f(r)dr = / = adx T [?] =35 a(b3—a3) = g(b2+ab+a2)
(b—a)

12

o0

V(X) = E(X?) - E*(X) = %(b2 +ab+a®) — i(bQ +2ab + %) =

L'exemple3.1reptesente une loi uniforme sif, 2].
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Loi exponentielle

Définition 3.4 On dit qu’une variable @atoire X, a valeurs dan®, suit une loi expo-
nentielle de paramtre \ si sa densié de probabilié f est cefinie par :

Iy z+—0 , Siz <0
)l = X siz >0

ou \ est un el don, strictement positif.

Fonction de épartition

Ona.: .
P@<w:&@:/ f(z)de
On en eduit :

t
sit <0, Fk@%:/i(Mx:O
0 ; t
sit >0, &@—/O%+/MMM—WH%Mk;FeM
0

—00

Parangtres descriptifs

Une distribution exponentielle a pour modera.
Sa nmediane est efinie par
1

1
FX(n):ézl—e_’\”ie_A”:§:>—)\7]:—10g2:>77:

+00 +oo +00 1 +00
E(X) = / zhe Mdr = [—ze ] +/ e Mdr =0+ —/ e Mdr = ~
0 0 0 A Jo
En effetlim, ., —2ze ™ =0, Si\A > 0 etze ™ = 0 pourz = 0.
On remarque de plus qye’™> f(z)dz = [T Ne dr = 1

+o0 oo +0c0 2 400 2
E(X?) = / e Mdy = [—xQe_’\z}O —i—/ 2re Mdr = 0+X/ \re Mdr = —
0 0 0

En effetlim,_, ., —2%¢ * = 0, siA > 0 etaz?e~** = 0 pourz = 0. On remarque de
plus que la der@re inegrale eségaleaE(.X) et doncé%

2 1 1
V(X)=E(X?) -E*X) = srimbviRbY:
1

= 0x = Y

L'exemple3.2 concernait une distribution exponentielle de pagame; .
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Loi normale

Définition 3.5 On dit qu’une variable a@atoire X, & valeurs dan<, suit une loi nor-
male, ou de Laplace-Gauss, si sa demsi¢ probabilié f est cefinie par

1 w—p )2 R . ,
frx— e :(55") vre R, ol n € R eto € R, sont deux &els donis

o\ 2T

On ditégalement qu& est une variable &@atoire normale.

Parangtres descriptifs

Le mode, la radiane et I'esprance d’une variable @htoire normaleX ont pour valeur
communeu. En effet :

, 1 r—u 7% = 2
f'(e) = - %( . ) (%)
f'(x) > 0pourz < p, f'(x) = 0pourz = petf'(zr) <0pourx > u. f(x) presente
donc un maximum pouyu.

La droite déquationz = p est un axe de syatrie pour le graphe dé (Va > 0, f(u +

a) = f(u — a)); cette droite 8pare donc I'aire de la surface comprise entre la courbe et
I'axe des abcisses en deux patmles; d'o : P(X < p) = P(X > pu) = 1.

oo 1({z—p 2
E(zX) = ! / ve 2 (3") dp

oV 2T

On effectue le changement de variable= =+ <:> r=oct+petd = %) On ob-
tient :

E(X) = —1_ : ot+ _t2/2dt
) +00

“+00
= L/ te_tlzdt—i-u —€
V2T ) o oo V2T
271 +00 +oo 2
— L |:_€7t /2:| + /’l’/ 1 eft /2dt

~Thyy

V2T - o V2T
= 0+up

2 2
En effetlim, ... —e~' 2 — 0. On admet de plus quﬁf;o #e—t hgt — 1: ce esultat
que I'on cemontrera ubtrieurement estvident a priori puisqu’il s’agit de l'iréigrale sur
R de la dens# de probabil# d’une variable &atoire normale avec = 0 eto = 1.

La variance de la variable&@atoire normaleX estégaleao?. En effet :

V(X) = — /_+Oo<x_u>2e—%<“”:">2dx

oV 21
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On effectue le changement de variable= =* (: r=oct+petd = dm). on ob-

tient : .
1 o 2
V(X)) = — o’tle” lzdt
( ) V 27T /oo

On integre par partie$ [ udv = uv — [ vdu) en posant, = ¢, dv = te= bt -

0.2

_ ]t 0_2/+°° _h
V(X)_m[ te LX)JF\/% - dt

: b ‘oo 1 thy i
En notant quéim,_. . te =0et)" ors dt = 1, on obtient

V(X) =o?

Notation

On comprend maintenant l'utilisation des symbolesséres” 1 et o pour les deux pa-
rametres pesents dans I'expression de la demslne loi normale est comgtiement
déefinie par ces deux paratres; la variance intervenant plus souvent géedrt-type
dans les moéles probabilistes, on utilisera la notatioX :suit une loiN (i, o%)

Forme de la distribution

L’ étude des variations deémontre que la distribution est en cloche, $trique par rap-
portax = u, dont la dispersion augmente avec

Définition 3.6 Si X* est une variable &atoire de loiN (0, 1), on dit queX™* est une
variable akatoire normale, &duite (ou normale, cerée, eduite voir &finition4.2). Sa
densié est alors éfinie par

[ (x) = ek , Yz eR

Calcul des probabilds

Sia etb sont deuxels quelconques < b), comment calculeP (X € [a, b]) lorsqueX
suit une loiN (i, 0?) ? Lutilisation de la relatior8.1: P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a)

1

r— 2
ou de larelatior8.3: P(X € [a,b]) = - [ e~2(*7") dz nécessiterait de conitee

I'expression analytique dEx (¢) ou de disposer de tablagriple entée (il faut se donner
1, 0,1)

Le changement de variabte = *>£, déja introduit pecedemment va permettre une
grande simplification. On obtient en effet :

1 b )

4 t
— e 2dt
V2T [10”
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On reconnd, sous le signe iggral, la densé de probabilié d’une variable &atoireX™
de loiN(0,1). Onadonc:

o o

]P’(Xe[a,b]):]P’<X*e {u,b_“D (3.4)

La relation3.4 permet de ramener tout calcul de probabitibncernant une lo\ (i, o?)
a un calcul de probabiftconcernant une loV (0, 1). Certes, on ne conftgpas d’ex-

pression analytique pour les primitives dé — \/%76*§ ; les inegrales éfinies de
cette fonction continue sont cependant calculables par é&soales nureriques. Il suffit
de disposer de tables de valeurs iunigques (tabled1.6 11.7, 11.8 pour soudre le
probleme poé ; ces tabless une seule erte, sont asment utilisables.

Utilisation de la tablel1.6

+2
On pose, poug positif : [ #*Tdt = 10(z)
Soit maintenan’ une variable @atoire de loiV (2, 4) :

1
PB3<X <4) = IP’(§§X*<1)

1 1 1
— Z6(1) = =9 =

0 =50 (2)
~ 0.3413 —0.1915
~ 0.1498

1
PO<X<1) = P(—1§X*§—§)

1 1 1
= =5 (5)
0.1498

Q

a cause de la sy@trie par rappora zero de la distributiodV'(0, 1)

1 /1\ 1
= Z0(=)+2001
2 (2) 200
0.1915 + 0.3413
0.5328

1
P(0< X <3) = IP’(—1<X*<§)

Q

Q

la synetrie de la distribution impose en effgt, f*(t)dt = [, f*(t)dt
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P(-04 < X < 4.4)

5.6 Utilisation de la tablel1.7

P(-12< X" <1.2)
1

2—-6(1.2
50(1:2)

0.7698

Il s’agit 1a d'une table de la fonction départition de la variabl&*. Elle donne, poup

positif : Fiy«(u) = P(X* < u).

La synetrie de la distribution d&* par rapport z&ro permet cecrire, pourn: négatif :

Fy-(u) = P(X* < u) =

Si X suit une 10iNV(2,4) :

P(3< X < 4)

Q

Q

P(0 < X < 3)

P(X* > —u) =1 — Fy-(—u)

1
Pl-<X*<1
(3=x <)

1
et - v (3)
0.8413 — 0.6915

0.1498

1
P(—l < X*< —5)
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0.6915 + 0.8413 — 1
0.5328

Q

Q

P(-04<X <44) = P(-12<X"<1.2)
= Fx-(1.2) — Fx- (—1.2)
= Fx-(1.2) = (1 = Fx-(1.2))
= 2Fx(1.2) -1
2x0.8849 -1
0.7698

Utilisation de la tablel 1.8

Cette table est d’'une grande uglien statistique. Si est un eel positif et si on pose
a = P(|X*| > u), latable donne: en fonction dex. On note que :

a = P(X'| >u)
= P[X" 2 u)U (X" < —u)]
= P(X*">u)+P (X" <—u) eévenementsincompatibles
= 2P(X* >u)=2P (X" < —u) symétrie de la distribution
1-P(—u < X <u) évenement contraire

X suivant une lojV (i, o%), on retiendra lesasultats suivants :

P(IX*| > 1.645) = 10% = P[(X* > 1.645)U (X* < —1.645)]
P[(X > i+ 1.6450) U (X < pu— 1.6450)]

De la synétrie de distribution, on&Huit alors :

P(X* >1.645) = P(X >+ 1.6450) = 5%
P(X* < —1.645) = P(X < pu— 1.6450) = 5%

De méme

P(|X*| > 1.960) = 5% = P[(X* > 1.960) U (X* < —1.960)]
= P[(X >p+1.9600)U (X < u—1.9600)]

D’ou on peut @duire :

P(X* > 1.960) = P(X > u+ 1.9600) = 2.5%
P(X* < —1.960) = P(X < pu—1.9600) = 2.5%
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Importance de la loi normale

La loi normale est certainement la loi de probabilé plus utili€e. Comme on le verra
ultérieurement, elle intervient souvent comme loi limite vers lagquelle convergent certains
mockles : on peut citer la moyenne demesures, inépendantes et deame loi, dont

la distribution, lorsquen augmente inéfiniment, se rapproche de plus en plus d’'une
distribution normale.

Introduite comme "loi normale des erreurs”, d’eon nom, la loi normale sembléctire
assez bien la distribution de certains cataes bionétriques, par exemple la taille d’'un
individu choisi au hasard dans une population dann

La loi normale est aussi l'origine du ceveloppement de metes probabilistes, les
moceles gaussiens, dont on aborde&ute et 'utilisation plus loin : lois du chi-deux,

lois de Student, lois de Fisher-Snedecor,etc.

Dans un premier temps, on l'utilisera essentiellement comme approximation des lois,
discretes, binomiale et de Poisson.

Approximation d’'une loi binomiale

L'approximation a pour origine le #oeme de De Moivre-Laplace :

Crp*(1—p)"*

lim s =1
n—+o0 _l( k—np )
1, 2\ V/ne(-p)
e
V2 Jnn (i)
si k — 400 avecn de telle margére que\/'%”') demeure borg.
np(l—p

Si X est une variable ahtoire de loi3(n, p) et si on é&signe payf la densié de probabi-
lité d’une I0iN (np, np(1 — p)), le theorkme ci-dessus peétre interpéte de la margre
suivante : lorsque est suffisamment grand et pour les valeursezatk situées dans la
zone proche de I'egpancenp, de X, ou se trouve concerée toute la probabilt, on a :

P(X = k) ~ f(k) (3.5)

Deux pgcisions sona ajouter :

e Sip= % (distribution binomiale de syétrie parfaite), la "convergence” eséfrrapide ;

e Sip # % (distribution binomiale dissy#trique), la "convergence” est d’autant plus
lente quep est loin de.

Remplacer une expression analytique par une autre n’est pasfent d’un grand i@rét.

Une deuxémeétape va permettre de simplifier au maximum les calculs et conduire, de

fait, a une meilleure approximation.

En statistique, c’est le calcul de probal@$taffeckesa des intervalles qui psentent un

intérét. SiX suit uneB(n, p), on se propose de calculBfa < X <b).Ona

Pa<X<b= > PX=k , abke{012. .. n}
(a<k<b)
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Si on consiére I'histogramme de la loi d&, cette somme est aussi d@apar la somme
des aires des rectangles de largeur 1. Il est alors clair que :

b+0.5
Pla< X <b) =~ / f(z)dx
a—0.5
cette derrire inegrale, qui porte sur la densitle probabilé d’'une lIoiN (np, np(1—p))
se calcule en utilisant une variable normaduite X * :

(3.6)

Pla< X < b) ~ (a—OE)—np < X* < b+05—np>

Va—p) ~ mliop)

Dans la pratique, si les deux m@éiti de rectangle siéesa droite eta gauche de l'inter-
valle [a, b] ont une aire agligeable par rappoé 'ensemble, on se permettreedtire :

Pla< X <b)~ /f )d = IP’(\/T X W) (3.7)

En conclusion : sin est suffisamment grand et si la distribution n’est pas trop dis-
symétrique, une variable @htoire X de loi B(n,p) peutétre consiérée comme une
variable akatoire de o\ (np, np(1 — p)).

Pour le calcul des probabiis, on peut utiliseB.7 ou 3.6. Lorsqu’on utilise3.6, ce qui
ameliore la pecision de I'approximation, on dit qu’on effectue une "correction de conti-
nuite”. Le passage de.7 a 3.6 s’effectue tés ai€ment si on remarque que, puisglie
esta valeurs enéres, on a toujours, pouretb entiers :

Pla< X <b)=Pla—05<X<b+0.5)

c’est dans le calcul approehal X est consiére comme une variabke densig, que les
deux membres dedgalie conduisena des esultats diféerents.

Quand peut-oné&tider de la validé de 'approximation ? On utiliseds souvent le crétre
suivant, d’origine empirique :

np > 10 etn(l —p) > 10

qui permet de tenir compte de la valeurdet de la dissyratrie. On obtient par exemple :
sip=1,n>20;sip=1,n>40;sip=09,n > 100, etc. bien entendu, pour
donrg, plusn est grand, meilleure est I'approximation.
Quand est-il Bcessaire d’effectuer la correction de conti@@itEn ealite, puisque cette
correction donne de meilleurgsultats, il faut se poser la question autrement : quand
peut-on abandonner la correction de contia@it_a Eponse est simple enébrie : s
gue la modification qu’elle apporte esgligeable. C'est le cas
e lorsquen est tes grand ; la correction de contingideplace les bornes concernat

de iL). Un déplacement de 0.01 (qui correspond pput 5 an = 10000) a

‘np(1—p
peu d'importance.
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e lorsque ces bornes sont @s dans une zone de faible probabilftonsulter les
tables).

e lorsque l'intervallga, b] contient beaucoup d’entiers (faible erreur relative). On remar-
gueraa ce propos que pour= b, la formule3.6donne :

(3.8)

— 0.5 0.5
P(X:@MP( a o )

Vnp(1 —p) =X s Vnp(1—p)

Il estévident gu’alors, quel que soit il n’est pas question de supprimee).5.

Pour terminer, on attirera I'attention sur deux points

e La variable aatoireX, de loiB(n, p), est une variable disete. Il est donc important
de pEciser si les bornes de I'intervalle sont ou non inclues dans l'intervalle ; ceci peut
modifier en particulier le signe du terme correctif 0.5.

¢ |l n'est pas choquant d’approcher une distribution sur un ensemble fini de valeurs par
une distribution suR puisqu’on sait que pour les loi8(n, p) et N (np, np(1 — p))
pratiquement toute la probabéitst concenge autour de I'esgrancenp.

Exemple 3.9 SoitX de loi3 (20, 1). Le tableau ci-dessous donne uneedie la validié
de 'approximation par une loi normale.

P(X = k)

k Loi binomiale| Loi normale (eq3.9)

10 0.176197 0.176929
9oull| 0.160179 0.160367
8oul2| 0.120134 0.119390
7oul3| 0.073929 0.073013
6oul4l 0.036964 0.036678

etc.

Exemple 3.100n joue 10000 fois pile ou face. Calculer la probabikt pour que le
nombre de piles soir dans l'intervall@900, 5100].

Soit X le nombre de pilesX suit une loiB (10000, %) que 'on peut approcher par une
loi A (5000, 2500). On obtient, en @signant patX* une variableN (0, 1) :

e sans correction de contin@t

P(4900 < X < 5100) = P(—2 < X* < 2) ~ 95.45%
e avec correction de continut;
P(4900 < X < 5100) = P(4899.5 < X < 5100.5) = P(—2.01 < X* < 2.01) ~ 95.55%

Exemple 3.11Soit X de loi B(100, 0.3). EstimerP(24 < X < 29).

On consiére queX suit une l0iN (30, 21) (puisquen(1 — p) > 10 etnp > 10)
On obtient :

e sans correction de contin@t

P(24 < X < 29) = P(—1.3093 < X* < —0.2182) ~ 0.3145
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e avec correction de contint;
IP’(23.5 < X< 29.5) = ]P’(—1.4184 < X*< —0.1091) ~ 0.3785

Le résultat exact est 0.3868.

5.10 Approximation d’'une loi de Poisson

On montre que sk est une variable ahtoire de loiP(\), on peut considrer queX est
de loi (A, \) lorsque) a une valeur suffisammeate\ee.

Pour cecider de la validé de I'approximation, le criire, d’origine empirique,&éralement
utilisé est :\ > 20.

Comme dans le cas@edent, I'approximation revierit remplacer des sommes de pro-
babilites par des ifgrales ; il est donegalement @cessaire d’introduire une correction
de continuié.

Exemple 3.12 Soit X de loi P(100). EvaluerP(90 < X < 100).
X suit pratiquement une lo\(100) et on peutécrire si X* est de 10iN (0, 1), et en
effectuant la correction de continéit

P(89.5 < X < 100.5) = P(—1.05 < X* < 1.05) ~ 0.7063

En conclusion on retiendra le gaina ci-dessous quesume les principales approxima-
tions :

~ B(n,p)

X ~ P(A = np) X ~ N (np,np(1 - p))
X ~ NN

6 Autres lois

Par la suite, on aura I'occasion défuhir des variables ahtoires et de @&erminer leur
densié de probabilé. Deux distributions sont cependantéirgssantesa conndre, la

premere parce qu’elle intervientds souvent dans les livres de probabilt de statis-
tique, la deux@mea cause de ses applications.
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La loi gamma

On dit qu’une variable &atoire X, a valeurs eelles, suit une loi gamma de paretnesn
et ), si sa densé de probabilié f est cfinie par :

=0 , Sizx <0
f xre%m”fle*)‘x, sizx >0

ou n et A sont deux eels dongs, strictement positif, etiol’(n) est une constantéelle
strictement positive qui negghend que de.
La constantd’(n) est ai€ment calculable. En effet, on doit avoir :

400 —+o00 )\n
- flx)dr =1= /0 Wa:”_le_mdx =1 (3.9)
Doul(n) = [, A" ledr = ["°"'e~'dt, en effectuant le changement de

variablet = Ax. Lorsquen est un entier positif, on obtient, en @grant par parties :
F'n)=(mn-1)! , neN*

1&:(X)—/+Oo f(x)d —/+Oo N ey = ] /+OOA"—1 "A\e~Md
= . T J\T)0r = . F(n)l’e ZE—F(n) ; €T Ae ¥

On integre par parties :

1 _ _ 400 n too _ -1 -
E(X — —\" 1, .n_—Az / A" 1,.n—-1 )\xd
(X) () [ a"e | +_I‘(n) i 2" e dr
1 _ _ —+oo n +oo )\n _ _
— —\" 1,.n_—Az _/ n—1 )\xd
F(n)[ xr'e ]0 —i-)\ ; F(n)x e r
-
A

En effetlim,_, . 2" = 0, Si\ > 0 etz"e ** = 0 pourz = 0. On remargue de plus
que la derrére inegrale vaut 1 (voir la relatio8.9).

E(X?) = /+°° 2? f(x)de = /+OO A rigdegy - L /+oo AL e M dy
- o T(n) I'(n) Jo

o0

On integre par parties :

1 _ _ 400 n+1 teo _ _
E X2 — —\" 1, n+1_—Azx / A" 1,.n )\xd
(X7) o) [ " e }0 + oy J, z"e x
o 1 n—1_mn+1_—Az] T n+ 1 /+OO A" n_—\x
= ) [ AT e }o + 3 ; F(n)x e Mdz
D’ou finalement . ( )
2y n+ _n{n+
E(X?) =0+ ——E(X) = =5~

On en a@duit ( ) )
n(n + n n
V(X) =E(X?) - E*(X) = v viav]
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La loi log-normale

On dit qu’une variable &atoireX a valeurs gelles, suit une loi log-normale si sa deasit
de probabilié f est cfinie par :

1 logz—b\2 .
x|—>ax12ﬂe 5 (557 , Sle >0

{x»—>0 , Siz <0

oua € RY etb € R sont deux gels donas.

La loi log-normale est utilise en granuloktrie et en bioratrie pour @crire, par exemple,
la distribution de la taille des grains dédiment provenant d’'une couchéajogique
donree ou des cellules dans une culture desn

A titre d’exercice, calculon&(X) :

oo 1 TOO | lege—by\2 A
E(X):/ xf(x)dx:E/o ze~3 (5 )a

On poset = 2= — ¢t = e gpy — cattd

ax

1 too
E(X) = E/ o st Tattbyy
_ L/Jrooe;(t?zat)wdt
V2T ) oo
1 /+oo
= — e
V2T J_so

a2

+oo
= e2+bi/ em2(-0) gt
V2T J o

On reconnd 'int égrale suR de la densié d’'uneN (a, 1) d’ou finalement :

7%(t7a)2+§+bdt

E(X)=e7t

Meélanges de distributions

Introduction

On consi@re deux variables@htoiresX etY’, a valeurs dan®, de fonctions deapartition

respectived’y et Fy. Soit maintenant une eRpience aatoirea laquelle on associe la
variable akatoireZ définie ainsi : avec la probabitipp, Z a la loi deX ; avec la probabi-

lité (1 —p), Z alaloi deY'.

Onnotep=P(Z=X)etl —p=P(Z=Y).
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La distribution deZ peutétre cfinie par sa fonction deepartition7’;. On peutécrire :
(Z <t)=(Z=XNZ <tUu(Z =Y NZ < t). Les deuxéventualies étant
incompatibles, on obtient :

Fy(t)=P(Z<t) = P(Z=XNZ<t)+P(Z=YNZ<t)
= PZ=XPZ<tZ=X)+P(Z=Y)P(Z<t|Z=Y)
D’ou
Fy(t) = pFx(t) + (1 - p) Py (1) (3.10)

On dit que la distribution d& est un nélange de la distribution d¥ et de la distribution
deY. On geréralise aimenta un nelange de plus de deux distributions.

Melanges de distribution disetes

Si F'y et Fy sont en escalief;; est forément en escalieZ est donc une variable diste
et la probabilié est epartie sur les points de discontiraudont I'ensemble, ensemble des
observables d&, est la eunion des deux ensembles d’observable& dd deY'.
En chaque point; de discontinui, on peugcrire :

P(tZSZStZ—FE) = Fz<ti+€)—F2(ti)
= p(Fx(ti+e€) — Fx(t:) + (1 —p) (Fy(ti +€) — Fy (L))
= pPt; <X <ti+e)+(1—pPt; <Y <t;+¢€)

sie — 0T, on obtient :
P(Z=t)=pP(X =t;)+ (1 —pPY =1,)

Relation que I'on peut obtenir directemenipartir de [évenementZ = t;) = (Z =
XNZ=t)uU(Z=YnNZ=t;).On dduit en particulier :

E(Z)=> tP(Z=t;)=p) tPX=1t)+(1-p) > tPY =t)

Donc
E(Z) = pE(X) + (1 = p)E(Y)

En application, se rapportarl’exercice3

Melange de distributiona densié
Par cerivation de la relatio3.10, on obtient dans ce cas :
fz(t) = pfx(t) + (1 —p)fy(t)

ou fz, fx, fy sontles deng#s respectives dg, X etY. On ceduit en particulier :

E(2) —/_+Ootfz(t)dt—p/+oo Ei ()t + (1= p) /mtfy(t)dt

[e.9] —00 — 00
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et on retrouve donc :
E(Z) = pE(X) + (1 = p)E(Y)

En application, se reporter aux exerci®est 19.

Cas interradiaire

On suppose maintenant qu€a une distribution diséte et quel” a une distributiora

densié. La distribution d&Z peutétre s’interpeter de la mamre suivante :

e une partie,p, de la probabilé de(2 est €partie sur les points de discontirauigui
constituent 'ensemble des observableskde

e l'autre partie,1 — p, de la probabilié de) est Epartie de magire continue sur I'en-
semble non dnombrable des observableside

Il est ai® de montrer que, sougserve d’existence, on a toujours :

E(Z) = pE(X) + (1 = p)E(Y)

puisqu’on peut remplacer les points de la distributionXdgar leur barycentre partiel
E(X) affecé de la pondration globalep et pro@der de rdme pour les points de la
distribution deY.

bar-hen.net



94 Exercices

8 Exercices

1. Soit une variable &atoire X, a valeurs eelles, de fonction deepartition :

x+—0 , Siz <0
F: _x/z z .
z—1—ce (1+§),S|£C20

(a) F est-elle continue suR ?
(b) Déterminedim, .., F(z). Interpiéter.
(c) Déterminer la dengétde probabilié deX.
(d) Déterminer le mode d&'.
(e) Calculer I'esggrance et Ecart-type deX.
() Déduire de ce qui @aede les variations et le graphe He
(9) CalculerP(1 < X < 2)
2. Soit une variable &atoireT’, a valeurs eelles, de dengtde probabilit :
f_{tr—>0 , sitg[—1,1]
|t A1 —¢?) , site[-1,1]
(a) calculer\. Construire le "graphe” dé¢.
(b) Déterminer la fonction deapartition del” et construire son graphe.

(c) Calculer la probabilé de I'evenementT’| > ;. Repésenter cette probabgit
sur les deux graphesguédents.

(d) Calculer I'esgerance et la variance de Quelles est sa atiane ?

3. Soit une variable &atoire X, a valeurs eelles, de denstde probabili, cEfinie
pourn > 1:

f{ r—ax™ !t si0<z<1l,aeR
x—0 , Siz & [0,1]

(a) calculera.

(b) Calculer I'esgrance et la variance de.

(c) Déterminer la fonction departition dex .
4. Soit une variable &atoireY’, a valeurs eelles, de dengtde probabili :

f:{yr—>0 , Sly &

y— 2cos’y , siye

_rr
272

_r
272

(a) Calculer I'esggrance, lecart-type et le mode dé
(b) Déterminer la fonction degpartition deX. Quelle est la radiane dé&.
(c) Calculer la probabilé de l'évéenement” > 1.

5. Soit une variable &atoireX, a valeurs eelles, de dengtde probabili :

f.{xr—>a\/4—x2 , siz€[0,2,aeR

z+— 0 , Siz ¢|0,2]
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(a) calculera.

(b) Calculer I'es@rance, la variance et le mode de

(c) Déterminer la fonction degpartition deX et tracer son graphe.
6. Soit une variable &atoireX, a valeurs eelles, de dengtde probabili :

2 1

—— , z€R
7 (14 22)? v

fix—

(a) Veérifier quef pos®de les propétés d’une densit de probabili.
(b) Calculer I'esgrance et Ecart-type deX.
(c) Déterminer la fonction degpartition deX . vérifier ses propétes.
(d) CalculerP(X > 1)

7. Soit I'équation diférentielle

(14 x2)3—z +dxy =0 (3.11)

Soit X une variable a@atoirea valeurs eelles, dont la den&tde probabili f est
solution de3.11sur] — 1, 1] et nulle ailleurs.

(a) Déterminerf et donner la forme de son graphe

(b) Déterminer la fonction departition deX et donner la forme de son graphe.

(c) Calculer 'es@rance et la variance de€.

(d) Calculer la probabilé desevenements (X > 1) et(—1 < X <
8. Soit I'equation diferentielle

N~

).

y'+2y =0 (3.12)

Soit X une variable @atoire,a valeurs &elles, dont la fonction departition '
pos®de les propétes : (i) F' est continue suR ; F' est nulle pourr < 0; F est
solution de3.12pourx > 0

(a) DéterminerF’ et tracer son graphe. Quelle est ladiane deX ?
(b) Déterminer la dengitde X et tracer son graphe. Quelle est le modeYde
(c) Calculer I'esg@rance et la variance de€.

9. Au cours d’'une ecolte de fruits, les vagies A et B ont éte melangges. Le poids
d’'un fruit de la varét A est une variable ahtoire X, de fonction dens# fi,
de fonction de @partition F;, d’esgeranceyu; et de variancer?. Pour le poids
de Y d’un fruit de la varét B, on a la densd# f,, la fonction de epartition F,
I'espéranceyu, et la variancer?.

Les fruits sont relanges dans les proportiopgoour la varéete A etq pour la varete
B (p+ q = 1). On appelleZ la variable akatoireégale au poids d’un fruit quel-
conque de laé&colte.

e Déterminer la fonction degpartition/” et la fonction densé f de 7 ;

e Calculer I'esggrance. et la variancer? de Z.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Calculer I'esg@rance et la variance de la varianEe a valeurs eelles, de loi uni-
forme surfa, b]. Déterminer sa fonction dé&partition.

Soit une variable &atoire X, a valeurs eelles, de dengtde probabili :
e 0 , Si0<x
" e Ae™™ ) siz > 0avech € RY
(a) Calculer I'es@rance et la variance de€.
(b) Déterminer la fonction degpartition deX.
(c) Déterminer le mode et la @diane deX.
(d) Pour) = 3, calculer la probabilé desevenements (2 < X < 3), (X > 5),
(X <7).
On consi@re la variable @atoireX, a valeurs gelles, de loiV (u, o2).

(a) Tracer le graphe de la dergsitle probabilié de X ; déterminer sa largewx
mi-hauteur.

(b) Calculer I'esgrance et la variance de.
(c) Déterminer les nombregels positifsa etb, tels que :
Plu—a<X<p+a)=095;P(p—b< X <pu+b)=0.99

(d) Déterminer les nombreeelsc etd tels que P(X < ¢) = P(X > d) = 0.05.
Soit la variable a@atoire normaleX, d’esgerance 4 et de variance 4.

(a) Calculer la probabilé de I'evenement {X > 6)

(b) Calculer la probabil& de I'evénement (| X| > 6)

(c) Calculer la probabilé de l'evenement (2 < X < 6)

(d) Calculer la probabilé de l'evenement (1.7 < X < 2.82)

On veut transporter rapidement entre deux villest B, dans des conditions de
confort acceptables, 1600 voyageurs sespntant, pratiguement ereme temps,

a la gareA. On meta leur disposition deux trains identiques. On suppose que
chaque individu choisit au hasard I'une ou l'autre rame et qu’il n’a pas le temps
d’en changer.

Combien faut-il pevoir de places assises dans chaque rame si I'on veut que la
probabilie, pour que des voyageurs soient obsigle rester debout, soit @rfeure
a310-3?

On place un compteur Geiger devant une source de rayonnement. Le nombre d’im-
pulsions, que I'on peut enregistrer pendant une minute, est une variabteied

de Poisson, dont I'egpance\ mesure I'intensé du rayonnement. Si = 10000
coups/minute, calculer la probabdit’observer, en une minute, un nombre d’'im-
pulsions sité dans I'intervalle {9800, 10200].

On admet que, dans la population francaise adulte, la taille d'un individe,m
choisi au hasard, est une variabléabire normale d’egpance 170 cm et dtart-
type 6.2 cm.
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Si on choisit au hasard 200 individus, calculer la proba@bdipbbtenir au moins 5
individus de taille sugrieure olegalea 186 cm, condition pour former urgguipe
de basket valable.

17. On admettra, ce que I'on peut discuter, que laégude fonctionnement correct
d’'un appareil don@ est une variable @htoire normale, d’egpance 1500 heures,
et d’ecart-type 300 heures.

Une evision geriodique le remet cometementa neuf. Au bout de combien de
temps faut-il effectuer lagvision pour que la probabiéitde trouver I'appareil en
panne soit inérieure owegalea 0.5% ?

18. Un garage contient 900 places. Si on admet que, chaque jour, le taux d&bsent
est de 10%, combien peut-on avoir d'abéspourétre pratiguements de ne pas
laisser de voitures dehors, un jour dérth

19. On s’interessa la vitesse de@placement de ptons, sur un parcouretbrmire.
On admet le mogle suivant : la vitesse d’un individu igglchoisi au hasard, est
une variable aatoire normale
e d’esperance 1.4 m/s et dtart-type 0.4 m/s pour une femme ;

e d’esperance 1.6 m/s et dtart-type 0.4 m/s pour une homme.
La population est compés d’'un tiers d’hommes et de deux tiers de femmes.

SoitV la vitesse d’un individu is@, choisi au hasard, dont on ignore le sexe.
(a) Calculer la probabilé de I'evenement : ¥ <1.2 m/S)

(b) la vitesse d’un individu &t trouwe inferieurea 1.2m/s. Quelle est la proba-
bilité pour qu’il s'agisse d’'une femme ?

(c) Déterminer I'expression explicite de la deisiteV. Calculer I'esgrance et
I’ écart-type dé/.

20. Une entreprise comprend 900 empsy Elle dispose d’une cantine de 500 places
qui assure deux services. Si chague empldyoisit indiferemment I'un ou l'autre
service, quelle est la probabdifpour qu’un jour don@ on refuse du monde la
cantine ?

21. On césigne parP la probabilieé d’'observer un pdnotype doné sur un individu
issu d’'un certain croisement. Calculer la probabititobserver moins de 250 in-
dividus posédant le penotype, sur uréchantillon de 384 descendants, sous les
hypotheses P = 3, puisP = .

22. Soit X une variable @atoire a valeurs eelles, de dengtde probabilie

x—0 , Six <0
f:

2
x»—upe*x/z , Sl >0

e Déterminer le mode d& et tracer le graphe dg&

e Calculer I'esggerance et la variance d€.

e Déterminer la fonction deepartition deX et calculer la probabili de 'evenement
(0<X <2
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23. (a) Onposel, = [ z"e~**dz, oun € N. On admetl, = . Calculer],.

(b)

Par inegration par parties, trouver la relation enfge, et ,,. En ceduire les
valeurs de{Q, I3, 14, I, Is.

Dans la tieorie de Maxwell, la vitesse d’une néalule d’un gaz dorén dans
des conditions dorées, est une variableéatoirel/, dont la densé de pro-
babilite f est donie par :f(v) = 0 pourv < 0; f(v) = Av?e="le? pour
v > 0, ou a est un paramtre positif etA un facteur de proportionnadit

e CalculerA en fonction de:. Déterminer le mode d¥.

e Exprimer, en fonction de et des nombres$,, le moment d’ordré: de V.
e En deduire, en fonction de, I'espérance et la variance dé.

24. La dut€e de vie d’'un composaatectronique, choisi au hasard dans un fabrication
donree, est une variable@dtoireT’ de densk :

f t—0 , Sit<0
)t MNte M sit >0

ou A est un el positif.

(@)

(b)

e Calculer le mode, I'esggrance et la variance de

e Déterminer la fonction degpartition de la variablé'.

e on pose)\ = 21074, ¢ étant expring en heures. Calculer les probal@iit
P, de I'évenementT" < 500 h) et P, de I'événementT” > 10000 h)

En posant, pour simplifieP, = 0.5% et P, = 40%, calculer la probabilé
de trouver, dans un lot de 600 composants choisispeddamment :

e plus de 6 composants de éerde vie inérieura 500h ;

e plus de 220 composants de darde vie au moingsgalea 10000h.

On a nelang 10 composants de fabrication caéaiste par\ = a et 5
composants d’'une fabrication car@dtee parA = b. On choisit au hasard
unéléement de ce &lange ; soitX sa duée de vie.

e Déterminer la dengitdeX.

e Calculer I'esggrance et la variance dé
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Solutions

1. (a) F est ckfinie surR. F' est continue pour < 0 et pourxz > 0. Le probEme
de la continui¢ se pose en 0. On/a(0) =1 —1 = 0. De plus:

lim =0 = F(0); lim =1— lim e_x/2<1+£> —1-1=0=F(0)
z—0~ z—0t z—0t 2
F est continue enéro et donc suR
(b) lim, . F(x) =1 —lim, ;e h _ lim, 4o e_xlzg =0
En effetlim, ...ce”® = 0 etlim, ., e—:”/% = 0t (I'exponentielle
d’une fonction puissance I'emporte sur toute fonction puissance)
Toute fonction deé&partition posade cette propeté (P(2) = 1)

(c) Par cerivation, on obtient la dengitf :
x+—0 , Siz <0
f: _ahy )
r—e 2%, Slx >0
X suit une loi gamma d’ordre 1 et de paraine %.
(d) Pourz >0 f'(x) = %e*x/Z(Z —x).
f'(x) > 0pourz < 2; f'(x) =0pourz = 2; f'(z) < 0 pourz > 2.
f admet donc un maximum pour= 2. La variable aatoireX a pour mode
2.
(e)

+o0 +00 2 27 too +oo
E(X) = / rf(x)dr = / Ty — [—e—%‘”—} 4 / Ty
_ 0 1 2 ; 1

00 0

+00 3 37t +00 2
E(X?) —/ e Bl dy = |- hL +6/ e~ gy = 634 = 24
0 4 2 1, 0 4
On en @&duitV(X) = E(X?) —E*(X) = 24— 16 = 8 etdoncs (X) = 2v/2
(f) tableau ecapitulatif (f(2) ~ 0.184, F'(2) ~ 0.264
@PI<X<2)=F2)-F(1)=1-2¢"1- 1+ge—1/2 = 26—1+§e—1/2 S
17.40%
2 _1/2 z —f _:v/z 2 -1
OnaaussP(l < X <2)= [ e dx:[—ge 2—e =2 +
1
e~ =~ 17.40%
2. (a) Pour quef soit une densd il faut que\ soit un €el positif (f(¢) > 0 et
[T ftyde = 1.
t3

1
Dot 1 A(1 —)dt = A [ — 3] = A3 =1letdonc
-1

3
A=

Il est ai® d'etudier les variations et de construire le graphg de
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(b) Soit F' la fonction de epartition del’. On aF'(t) = P(T < t) = ffoo f(z)dz
On en cduit ai€ment :

F

()

(in=1) -

t—0 , Sit<—1
tH§+§( —§> ,si—1<t<1
t—1 , Sit>1

—_ l/? +o00
/ F(t)dt + F(t)dt
— o0 1/2

/1/23< S+ [ 31— )0
—(1—1¢ t—i—/—l—tt
_14 1/24(
371
it
4 31/2

32 1+1
213 2 24
>

a cause de la syetrie de la distribution

On pourraitegalemenécrire :

IP’(|T| > %) _

P (T > %) +P(T < fracl2)

o (fer()
()

1 . N L
= 2 (1 —F (5)) toujoursa cause de la sy@trie

(d) Il est clair quel” a pour mode 0 et pour @diane 0
E(T) = [*tf(t)dt = [', 3(t — £3)dt = 0 (fonction impaire)

On en cduit

V(T)

= E(T?) — E*(T) = E(T?)
= /+OO 2 f(t)dt

—00

1
= /1 %(t2 — t4)dt

1
= 2/ Z(tQ — t*)dt (fonction paire)
0
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3. VARIABLES AL EATOIRES A DENSITE 101

3768 #°1°
2
B 1
5
3. Reponsesa = n; E(X) = ;27 V(X) = toytorme

x—0 , siz<0
F:{ x—a2", si0<zx<l1
r—1 | siz>1

4. RéponsesE(Y) = 1 mode deY'= médiane d&’'=00(Y) = - "=

2v/3
yr—0 ,Siyﬁ—%
F: yl—>%+%(:c—|——sm22x),S!—§<y§§
yr—1 , Sly >3
47 1 47
P{Y>—|=1—-{0. —sin— | ~0.64
( >10> <09+27Tsm5> 0.645%

Indications : pour le calcul des igrales, on poseos? x = W la fonction
22 cos 2z s'intégre par parties. La distribution est en cloche, 8fique par rapport
ala valeur &ro.

5. Reponsesa = L E(X) = £ ~ 0.8488; V(X) = 1 — (£)” ~ 0.2795; mode de

X=0
x—0 , Six <0
F: x»e%arcsin%—l—%x\/l—%f, si0<x <12
r—1 , Siz > 2

Indications : on note que le graphe dleest un quart de cercle ceata I'origine
et de rayon 2. On remarque qyieest discontinue enézo ; ceci entrine, pourF’,
I'existence, en @ro, d’'une @riveea gauche et d’uneétivéea droite respective-
mentégalesa la limitea gauche e la limitea droite def.

La seule difficulé de I'exercice@side dans le calcul des@grale. Orecrit\/4 — x2dx =

24/1 — ﬂ—gdx et on effectue le changement de variable :

0% e T ciuet— Ty
u = arcsin — — =sinuet — - <u< =
2 2 2— 72
= dr = 2cosudu
2
1 —— =|cosu| = cosu

4
On aainsily = f02 V4 — 22dxr = 4-[0% cos2 udu = 4 fog 1+cgs2udu

us
2

L= f02 rv4 — 2%dr = 8 fog cos? usinudu = — % [cos® ulg
I = 02 */4 — 22dz = 16 fog cos? usin® udu = 4 fog sin? 2udu = 4 fo% I=cosdu
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6. (a) On doit avoirf(x) > 0 et [* f(z)dz = 1. Or 2 -4 > 0 SUrR ; il reste

+o0 2
a calculer|” 7 2 5o, de.
On fait le changement de variable :
m m
u = arctanz < x =tanu et -3 <u< 5

= dz = (1 + tan*u)du

vl

1 -2 t3 2 _ 2 +% 1+cos2u .
1+tan2udu T f,% cos” udu = ™ f,% 2 du =

On obtient/ "™ f(z)dz = 2 [
sin 2u +% _

% [u + 72}7g -

(b) Sous eserve de la convergence de&grales,onaE(X) = u = f_*;" x
V(X)) =0%(X) =E[(X — p)? = ["2(X — p)* f(x)da
E(X) =1 [°3 mrep2ede = 1 [-ia] 1 =0,
CommeE(X) = 1 =0, on a, dans cas :
V@)zMX5=%f;£&%d =2 [ sin’udu = 2 [
Lfu+ )t g

Finalement :

(NIE]

f(z)dz

:y

14-cos2u
sty =

A to\ﬂ

:|

E(X)=0,0(X)=v1=1

(c) Par cefinition, la fonction deé&patrtition est une fonctioR', définie surR, et
telle que :F'(z) = P(X < z). Onadonc:

F(z)=P(X < x) / f(t) / (1_3—7;2?,‘#156]1%

En posani = arctant, on obtient :F(z) = 1 [u 4 524" En remar-
2

2tanu

quant quesin 2u = 2t
t LIV
F(z) = % [u+ tan u }arc — % [arctanm+ T t+ %} D'ou:

1+tan?ul @

1 1
F:z— -4 — |arctanz + ,Vr € R
2 7 1

On pet \erifier queF’ est strictement croissantegfivée positive), quém, ., F(z)
T+ (=2)=0etquelim, .1 F(z) =1 +1 (%) =1
@ PX > 1) = 1 POX < 1) = 1— F(1) = 13— 1[5+ 1] =
9.08%
7. L' équation diferentielle3.11 est du premier ordre, léaire et homogne. Elle se
résout par 8paration des variables et admet sur 1, 1, la solution @rérale¢ :
r — AN1—2%)%,V\ € R. Sur]—1, 1], f est solution particudire de3.11, détermiree

par la condition/ "> f(z)dz = 1.

~

_ 1
o ™
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3. VARIABLES AL EATOIRES A DENSITE 103

(a) On trouve facilement :

F:{x»—w) , siz g —1,1]

x— 2(xt =227+ 1), size]—1,1]

ainsi que :
x—0 , Six < —1
F: x»—>%+%<%5—2§+x>,si—1<x§1
1 , Six>1

(b) E(X)=mode deX= médiane deX=0-V(X) =%
€) P(X > 1) =1—F(Y) =3 — 12 (& — 5 +3) =~ 10.35% eta cause de
la synetrie de la distribution

P(—1p < X < 1) = 1 — 2P(X > 1) ~ 79.30%

8. L' équation diferentielle3.12est du premier ordre, leaire et homogne. De léquation
caracéristiquer(r + 2) = 0, on ceduit la solution grérale¢ : z — A + Be™27,
SurR, VA, VB. On aura dond”(z) = 0 pourz < 0 et F(z) = A + Be " pour
x> 0.

(a) Le probEme de la continugdeF se pose enao. OrF'(0) = 0 = lim, - F'(x).
Il faut doncF'(0) = 0 = lim, o+ F'(z) = A+ B. Donc:

B=-A

(b) F,fonction de epartition doitetre non écroissante. Or pour > 0, F'(z) =
2Ae~2*, On doit avoirA > 0.

(c) De pluslim, ;o F(z) =1—-0=lim, .40 A— AT =A=1
(d) On obtient finalement :

Jap z— 0 , Siz <0
M oa—1—e2, siz>0

puis la densé

I 0 , Siz <0
"l x— 2%, siz>0

F admet en @ro une @riveea gauche et uneadivéea droite. On peut choisir
arbitrairement.

(e) Mode deX =0; E(X) = 1; V(X) =1
() F(z) =3 poure™ =1 = 2z =log2. Médiane deX = 1 log 2 ~ 0.3465
9.0naF(t)=P(Z <t),VteR
Or I'évenement(Z < t) peut sécrire(Z < t) = (Z = XNZ < t)U(Z =
YNZ<t).
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Les deuxeventualiésétant incompatibles, on a :
P(Z<t) = PZ=XNZ<t)+P(Z=YNZ <)
= P(Z=X)P(Z<tZ=X)+P(Z= Y)]P(Z <tlZ=Y)
= PZ=X)P(Z=X)+P(Z=Y)P(Z=Y)

FinalementF'(t) = pF(t) + qF»(t) et par @rivation f(t) = pfi(t) + qf2(t). On
en ceduit :

E(Z°) = /+OO £ (¢)dt

—00

_ / T h) + ()

oo

+oo +oo
= p/ tafl(t>dt+Q/ ¢ fo(t)dt

[e.9] —00

PE(X) + ¢E(Y*)
En particulier

E(Z) = pE(X) + ¢E(Y) & p=pu + qus
E(Z%) = pE(X?) + ¢E(Y?)

On sait, d’autre part, que pour toute variatble

V(T) = E(T?) —E*T) (3.13)
E(T?) = V(T)+EXT) (3.14)

Donc, d’apes3.14: E(Z?) = p(u? + o2) + q(u2 + 02)
et, dapes3.13: V(Z) = p(ui + of) + q(13 + 03) — (pra + qp)?
D'ou:

V(Z) = ppi+qus — *pd — ¢y — 2pquaie + pos + qo;
= pi(1—p)+ qus(l — q) — 2pquapio + po’ + qo;
= pq(pf + p3 — 2 p2) + po’ + qo;
= pq(p — p2)* + poi + qos

10. La densié deX est:

f:{azl—>0 , Siz & [a,b

T 7= , Siz € [a,b]

oo b 1 221 10®—a® b+a
E(X):/ xf(x)dx:/a dr = [ELZQ . g
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—+00 b :L'2 1 :133 b 1b3—a3 1
]E(X2>:/ J}2f<l’>d$:/ b—adx:b_a |:_:| :g T— :g(b2+ab—|—a2)

D’ou, d’'apes3.13:

(b+ a)?
4

V(X) = E(X?) — E2(X) = %(b2+ab+a2) _ _ 1—12(b—a)2

OnaF(t) =P(T <t)= ['__ f(x)dzVt € R.Onen @&duit:F(t) = 0,sit < a
= [ flz dm+faf dx:(H—f dr ==, sia <t <b
= [ fl@)de + [ f(a)de + + [ f( dx_0+ a4 0=1,5it>b
11. La variableX suit une loi exponentielle, de paraitre A
(a) On remarque qu¢ pos®de bien les propeies d'une densi: f(x) > 0 sur

R
fj;o f(z)dz = 0+OO e Mdy = [_6_,\95]:;00 =1
(b)
+o00 too 1 400 1
E(X) = mtfgfﬁf@)dl’ = / \ze Mdr = [—xe_’\ﬂo +—/ e Mdr = —
0 A 0 A
2 44002 e 2~z 2 —Ag]too 2 [T —Az 2
E(X*®) =int" 2" f(z)dr = Are” dr = [—SC e }0 +X Axe Ydr = X
0 0
2 1 1
X)=—- - — = —_
ViX) A A2 )2

(c) Soit F' la fonction de epartition. On a

Ft)=P(X <t) = /t f(z)dz =0sit <0

= / flx d;y+/f —e M) =1 —eMsit>0

(d) Ladensié est nulléx gauche deé&ro et écroissanté droite de &ro. (f'(z) <
0). Le mode deX est donc O.

F(t) = 0.5sie™ = 0.5. X adonc pour radiane = ; log 2 (voir exercice’
pour\ = 2)

(€) Sir=1:
P2<X<3)=F(3)—F2) =e' —e 2a1447%
P(X>5) =1-F(5) =e 2~821%

P(X <7)=F(7)=1-¢ "2~ 96.98%
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T— 2
12. X apourdensé f : x — #ﬁe‘aT) Vr e R
Le graphe def est synétrique par rappodx = pu.
Point d’inflexion pourz = u + o.

Donner les valeurs de + io pouri = 1,2, 3 dans le tableau de variation.

T—p

2
Onaf(z) = %#ﬂ poure*%( ) = % = (%) =2log2 = x = puto/2log?2
D’ou la largeura mi-hauteur :

204/2log2 = 2.35480

En effectuant le changement de variable “* et en admettanf ">’ #e‘%zzdx =
1 on trouve facilemenE(X) = p etV(X) = o2

En tenant compte de la syatmie de la distribution, enésignant pa# une variable
normale cent&e €duite, on aura (voir table) :

Plp—a < X < puta) =095 < P(u—a < X) =097 & P(Z < 4,) =0.975 & a ~ 1.960

Plu—b< X <pu+b) =099 < b~ 25760

P(X <¢)=0.05<c~ p—1.6450

P(X > d) = 0.05 & d~ p+ 1.6450

13. Soit Z une variable normale cegt eduite, de fonction deepartitionF'. Si X ~
N(4,2%),0ona:
@P(X>6)=P(Z>%)=1-P(Z<1)=1-F(1).
e Dans latablel1.6 onlit F(1) ~ 0.8413
e Danslatablel1.7,onlit F(1) = 1 + 6(1) ~ 0.5 + .3413
e Dans la tablel1.8 on estimeF (1) = 1 — 3P(|Z] > 1) = 1 — (31 +
15y 1~ 0.8414
Finalemen®(X > 6) = 1 — 0.8413 = 15.87%
b) P((|X| >6)=P(-6 < X <6)=1-P(-5b<Z<1)=1-(F()—
F(=5)
Dans la tablel1.6 on lit /(1) ~ 0.8413
Dans latablé 1.8 ontire,['(—5) = 3P(|X| > 5) < 5 10~° donc regligeable
par rapporé F'(1).
D'OUP(X > 6) =1 —0.8413 ~ 15.87%
C©) P(2< X <6)=P(—1< Z < 1) =6826%

d) P((1.7 < X <282) =P(-1.15 < Z < —0.59) = P(0.59 < Z < 1.15)
(par synetrie)= F'(1.15) — F'(0.59) = 15.25%
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14. Soit I'expérience : un voyageur segsente ; deuxésultats sont possibles. Il prend
larameA ou il prend larame3, également probables. On pgse: P(ll prend la ramed) =
1

5-
Soit I'expériencef : 1600 voyageurs se @sentent. On lui associe la variable:
nombre de voyageurs susceptibles de prendre lesreim supposant I'inependance
des choix,ona X ~ B (1600, %) Les conditions sont i&hles pour utiliser I'ap-
proximationX ~ A/ (800, 20?).

Soitn le nombre de places assises dans une rande@ehement éviter est ’X >

n” mais aussi ’X < 1600 — n”; ce dernier ésultat entrmerait "1600 — X > n”,
donc une saturation de la rame

On veut P(X > n) +P(X < 1600 — n) < 31073 (probabiliés totales).

SiZ ~ N(0,1), cette iregalieéquivaut ;P (Z > 230) 4P (Z < H£05=50) <

310~3%. Ce que I'on peukcrire, puisque est sirement sugrieura 800 P 8|Z| > 12800 <
3107%. Cette iregalite est erifiee pour*53*® > 2.97 (voir table11.7). On en @&duit

n > 860

15. Soit X ~ P()\). Comme)\ = 107, on peutécrire : X ~ N(1000,100%). On a
donc, siZ est une variable normale ceedr éduite :P(9800 < X < 10200) ~
P(—2 < Z < 2) = 216(2) (voir table11.60u 11.7) . Il est inutile d’effectuer la
correction de continuit= 2F'(2) — 1 ~ 95.44%

16. Si on choisit au hasard un individuate, 2 esultats sont possibles : sa taille est
> 186¢m ou sa taille esk 186¢m, éventualiés disjointes. SE ~ N(0,1), on a:

186 — 170

P =P(X > 186cm) = 1-P(X < 186) = 1—P (Z <5

) = 1-P(Z < 2.58) ~ 0.5%

(voir table11.7

Soit I'expériencef : on choisit 200 individus @les ; on peut lui associer la variable
Y : nombre d'individus de taille> 186cm. On aY ~ B(200,51073) ~ P(1)
(nombre d’individuslee, et probabilié P tres faible).

On céduit de la table.1.4:

P(Y >5) = 1-P(Y < 5) ~ 1—(0.3679+0.3679-+0.1839-+0.0613+0.0153) ~ 3710~

17. Soit T la dutee de fonctionnement corregtpartir d’un Evision. Soita le temps
séparant deuxéavisions. On veut &erminera pour que P(7T" < a) < 0.05.
En désignant parZ une variable normale ceee eduite, on a P(T' < a) =
P (Z < 25B2%). La conditionP (Z < “150%) < 0.005 est Eali®e pourtZ2% <
—2.576 = a < 727 heures

18. Soit X la variable qui associa un jour le nombre de clients qui seepentent sur
lesn abonreés. On admet que chaque abém@rune probabili de%de se pesenter
et que les dcisions sont inependantes. Dans ces conditions- B(n, 910). Donc
E(X) = 0.9n etV(X) = 0.09n.
L'objectif étant d’avoir plus de 900 abo@és, on a certainement:> 900 etn 91 >
nl/10 > 90. On peut donc utiliser 'approximation normate ~ N (0.9n,0.09n).
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19.

Il s’agit de choisirn pour queP(X > 900) ~ 0. On aévidemment &ro pour
n < 900. Pour envisager unépéfice supggmentaire, il est clair qu'il faut courir
un risque. En choisissaf{ X > 900) < 1073, et avecZ ~ N(0, 1), on obtient :

P(X > 900) =P 75 02093 6
0.3y/n

En utilisant la tablel 1.8 on .9%03\(}9" > 3.090 = 0.9n +0.927y/n — 900 < 0 =
(v/n)? 4+ 1.03y/n — 1000 < 0.

Ce trifdbme a deux racines=32.142 et 31.112 ; en tenant compte du fait qye est
un nombre positif, le trime est Bgatif ou nul poux /n < 31.112, c’esta-dire
n < 967 pour un risque dé0—3.

On note gu’'effectuer la correction de contirguitonsistea écrire ici : P(X >
900.5). On obtient alors,/n < 31.120 etn < 968.

On note

Vi la vitesse d’'un homme; ~ N(1.6,0.4%);

Vs la vitesse d’'un homme; ~ N (1.4,0.4%);

H I'evenement : "I'individu obser® est un homme;
F'I"'evenement : "I'individu obser® est une femme
Z une variable normale cegg eduite.

(@)

P(V<12) = P(HNV <12)+P(FNV < 1.2) é&nements incompatibles

— P(H)P(V < L.2|H) + P(F)P(V < 1.2|F)
- %IF’(Vl <12)+ gp(vz <1.2)

1 1216\ 2 1216
= P(z< 2 ) 1 tp(z 2R
3 ( <04 >+3 < <04 )

1 2
= §IP’(Z <-1)+ glP(Z < —0.5)

1 2
= -0.1587 + -0.3085
3 * 3

~ 25.85%

_ IP’(FmV<1.2) 0.2056
(b) P(F|V < 1.2) = Pu<iz ~ 0258 79.53%

(c) On noteF et f la fonction de epartition et la dengétdeV ; on utilisera les
fonctionsF; et f; pourVy, F; et f, pour Vs.
Flz)=P(V<z)=PHNV <z)+P(FNV <z)=1F(z) + 2 F>(x)
Par erivation f(z) = 1 fi(z) + 2 fo(z)

Dol () = hzie HT) + 2o S v e R
(d) E(V) = [1Zaf(o)de = [ (3 fi(2)+5 fola)de = JE(VI)+3E(V2) =
1.4667 m/s
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E(V?) = [T 2 f(z)de = JE(V?) + 3E(VR) = {(V(Vi) + E*(W1)) +
2(V(Va) + E*(V2))

E(V?) &~ £(0.16 + 2.56) + 2(0.16 + 1.96) = 2.32m°/2

D’oul la varianceV (V) = E(V?) — E*(V) ~ 0.1688 et I'ecart-types (V) ~
0.41ms

20. Soit X la variable qui associa un jour le nombre de clients du premier service.
X ~ B(900,1). L'évenement "on refuse du mondel'un des deux services”
sécrit: F = (X > 500 U X < 400). En utilisant 'approximation normale on
obtientP(E) ~ 8 ou9 10~ La correction de continiétest ici regligeable.

21. Réponses :

e si P = 2 on obtient une probabiBtde I'ordre de3 1076 ;
e si P = 2 on obtient une probabiétde I'ordre de99.93%

22. Réponses : Mode=1E(X) = \/7/; V(X) =2 — 7/,

t—0 , Sit<0
F: _t2/2 .
t—1—e , SIt>0
P(0 < X < 2) ~ 86.466%
23. (a)

“+o00 2 +oo 2
Iy = Tpioe * dr = Tpi1 X ve " dz
0 0

1 a2 +00+n+1/+oo —y
= |—=x,41€ Tpe T
27 2 Jo

1
:n+]n
2

Onen @duitly = ¥, I, = ¥, [, = 247, [ = 157
et[l - % - Ig,[g) — 1

(b) Lacondition/ "> f(v)dv = 1 permet de calcules. On obtient :A [ v2e= " gy =
1. On integre par changement de variable- 2, dv = adz

4
ad\/m

Flw) = 0siv<0; f'(v) = 2Ave "2 (1 — v*/2) siv > 0.
fllv) >0si0 <v <a,f(v)=0siv=aetf'(v) <0siv>a=
Mode=a.

+oo
Aag/ e dy = AL, =1= A=
0
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E(VE) = [T2 vk f(v)do = A [T vk 26 Yhtdy = Aght? [T ak 2o dy =

Aak+3]k+2
E(VH) = “at]
ﬁ k+2
On en eduit
4 2a
E(V) = ——aly =~
( ) \/7_Ta 3 ﬁ
4 3
E(VZ) = ﬁa2f4:§a2
2 2 2 3 4
V() = E(V)-E(V)=d*(; -
m

24. (a) f estcontinue suR. Pourt > 0, f'(t) = A\2te=*!(1 — At). On obtient donc
le tableau de variation et le mode vaut

+o00 +oo oo 2 400 9
E(T) = / tf(t)dt = /O NtPe Mdt = [—AtPe V] +3 /O )\Qte*’\tdtzx

0
00

+oo +oo )
E(T?) = / 2 f(t)dt = / NtPe Mt
- 0

e}

_ [—)\t?’e_”rw n 3 /+O° A2120 Mg — 6
0 A \2

F(it) = P(T<t)=0sit<0
t t
= / Are Mdr = [—)\xe’\x]g—i-/ \ze dx
0 0

= [—)\xe_k” — e_’\ﬂg

= 1—(1+X)eMsit>0

P, =P(T < 500) = F(500) =1 — (1 +0.1)e " ~ 4.681073
P,=P(T>10"%) =1- F(10*) = (1 + 2)e™? ~ 40.60%

(b) Si X, estla variable associaatun telechantillon le nombre de composants
de duée de vie ingrieurea 500h, on aX; ~ B(600,51073) ~ P(3)

P(X;>6)=1-P(X; <6)~1-—0.9664 ~ 3.36% (voir table11.4)

Si X, est la variable associaatun telechantillon le nombre de composants
de duée de vie su@rieurea 10000h, on & ~ B(600,0.4) ~ N(240, 12%)
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SiZ ~N(0,1),0na:P(Xy > 220) =P(Z > - %) =P(Z > —1.666).
Sans correction de contin&jton obtient :

20

P(Z > —E)

—P(Z > —1.666) = P(Z < 1.666) ~ 0.9522

Avec correction de continw@t on obtient :

19.5

P(Z > ————
( 12

) =P(Z > —1.625) = P(Z < 1.625) ~ 0.9479
(c) On determineG, fonction de epartition deX. On obtient :\G(t) = P(X <
)y=PA=anX <t)+ PA=bNnX <t) =P\ =a)P(X <tl\=
a) + PN =b0)P(X < t]A=0b) = 2F,(t) + 1 F,(t)
En cérivant on obtient la densit g(t) = 2 f,(t) + & f,(¢). Donc :
[ t—0 , Sit<0
T2 b 2ate ™ 4 162t | sit >0

On en eduit : E(X

) =
memeE(X?) = 4 + 2.

SIS tadt + 5 [Tt = 5 (3 + 7). De
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1.1

Chapitre 4

Fonction d’'une variable aleatoire

Geéneralités
Définition 4.1 Soit X une variable akatoirea valeurs Eelles, assoéea un espace de
probabilite {2, 4, P}. Soit¢ une fonction nui@rique d’une variable &elle cfinie sur

X(§2). L'applicationY = ¢ o X, définie sur(2, est une variable &atoirea valeurs
réelles si elle posxle la proprétée :

Pour tout intervallel C R, {w|Y(w) =¢(X(w)) €I} € A (4.1)

On dit alors queY est une variable &atoire fonction de la variable @htoire X et on
noteY = ¢(X)

Remarques :

1. Lorsqu’une exprience aatoire est assama une variable &atoire X, toutes ob-
servation est traduite par un nombéekz. La fonctiong permet de transformer ce
réel eny = ¢(x) que I'on consiére alors comme la valeur obsée/d’une nouvelle
variable agatoireY .

2. La propréte 4.1 nécessaira la cefinition de toute variable ahtoire (voir cha-
pitre 2) implique que I'on peut dfinir la loi de probabilié deY’, ce qui, a priori,
n'est sans doute pas possible pour n'importe quelle fonctiorenigone.

Le but de ce chapitretant essentiellement de montrer commaipirtir de la loi deX, on
peut ceduire la loi deY’, il sera implicite, dans ce qui suit, que les fonctipnonsicerées
sont de "bonnes” fonctions.

Fonction d’'une variable diséte

Lorsque la variable &atoireX est une variable diséte, la variablé” = ¢(X) est, elle-
méme discete et la @termination de sa log partir de celle d&C, ne pesente engréral
pas de difficukes.
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Exemple 4.1 Supposons que la loi d€ soit donree par le tableau suivant :
2 -1 0 1 2 3

X

.‘Lliiil
Pili 16 16 16 16 16

. SoitlavariableY” = 2X —3. L'ensemble des observables\dest{—7, —5, —3, —1, +1, +3}.

La fonctiong : = — y = 2z — 3 est bijective etonap, =P(Y =y;) =P (X = yJTJr?’ :

On en cduit la loi deY :
-7 5 -3 -1 1 3

Yj
I 2 3 4 4 2z

bj ‘ 6 16 16 16 16 16
Soit la variableZ = X?. L'ensemble des observablesdest{0, 1,4, 9}
On a, pour toute observablg strictement positive :

p=P(Z=2) = P[(X=—yz)U(X=z)
= P(X = &) +P(X = V)
car lesévenements sont incompatibles et ot = 0) = P(X = 0). On en @duit la
loide Z :

%[0 1 4 9

‘ 3 6 5 2
Pr |16 16 16 16
Peut-on @finir la variable - ?

Fonction d’'une variabl@a densié

Si X est une variable ahtoire de dendtf, et de fonction deépartitionF’, on cherchera
a ceterminer la fonction degpartitionG de la variablel” = ¢(X) ; cette étermination
sera plus ou moins compligsuivant la nature de la fonctign

Exemple 4.2 On suppose que la densitle X est :
z+— 0 , Siz <0
rd

= Nxe ™ | siz >0
ou A est un Eel strictement positif. On cherclaedeterminer la loi deY” = %
OnaG(u) =P(Y <u) =P (5 <u).

Pouru < 0, il est clair que I'evenement )—1( < u” est un é¥nement impossible puisque

X, et donc%, ne peut prendre ici de valeurggatives. On en&hluit :
G(u) = ,pouru <0

Pourvw > 0,ona:
1 1
P — = P({X>=-
1
_ 1—P<X§—>
u

1 . .
= 1-P <X < —) distribution continue
u
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4. FONCTION D' UNE VARIABLE AL EATOIRE 115

On en eéduit : X
Gu)=1-F (—) , pouru > 0
u

Par dérivation, on obtient pout: < 0: g(u) = 0 et pouru > 0:
glw) == (~35) f (1) = Srie ™
D’ou la densié deY :

fu—0 , Siu <0
9 u»—>2—§e‘>\/“, siu>0

Connaissant la fonction deepartition deX :

g {0 , Sit<0
Lt l—e M1+ M), sit>0

on peutevidemment expliciter :

a ur—0 , Siu<0
' u»—>1—6_/\“(1+%),siu>0

Exemple 4.3 Soit X une variable adatoire de loiNV (0, 1). On se propose deatierminer

laloideY = X?2.

OnécritG(t) =P(Y < t) =P(X? < 1)

Il est clair que, pourt < 0, G(t) = 0, puisque levenement X2 < ¢” est impossible : un

carré ne peut pas prendre une valewgative ; par @rivation : g(t) = 0.

Pourt > 0, on aP(X? < t) = P(—vt < X+/1) et, X étant de distribution continue :
G(t) = F(v/t) — F(—+/1); par dérivation

1 1
g(t) = 2_\/5 (\/5)— <_2_\/f) f(—\/E)
I S S S
2/ 27t 24/ 27t

(on rappelle quef est une fonction paireéfinie surR par f(z) = E@J%)
Finalement la denstdeY est :

tHLe_t/Q Sit>0

t—0 , Sit<0
g:
Vot ’

Contrairemenia 'exemple pecedent, /' n'ayant pas d’expression analytique, il est im-
possible, ici, d’explicitez. On noteraa propos de cet exemple, que la loi d’'une variable
aléatoire cefinie comme le caérd’une variable normale&duite est une loi classique dite
"loi du chi-deuxa un dege de liberé”. Les lois du chi-deux font partie des n&ds gaus-
siens qui seront&kcrits dans les derniers chapitres de ce cours et qui s@st ditilies
en statistique.
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2 Uncas particulier: Y =aX +0b

La mocklisation de ce cas particulier estdrai€ et se petea des éveloppement idressants.
Les paramtresa et b étant Eels, on suppose, bien entendu, guest different de &ro,
sinon I'evenement Y = b” est unévenement certain.

2.1 X estune variable diséte

Les observables d&, rangees par valeurs croissantes, sont awies par un indice
repesentant leur rang.

La fonctiong : z — y = ax + b, a # 0, est bijective ; les valeurs possibles deet Y
sont donc assogees par paires et on peut pogee= ax; + b, ce qui revient classer les
observables d& par valeurs croissantessest positif, ou écroissantes si est regatif

eton aura: ;
P(Y:yi):P(X:yi_ ):P(szi)
a

La loi deY se déduit donc aiément de celle d& (voir exemple4.1). Interessons-nous
maintenant au calcul d&(Y) et deV(Y)

Ona:E(Y)= > uP(Y =), par ckfinition.

Ory; = ax; +betP(Y =y;) = P(X = z;).Donc :

EY) = Z(a;ﬂi—l—b)P(X:xi)

)

= Y anP(X =) + > 0P(X = ;)
- ainIP’(X =x;) + bZ]P’(X = ;)

comme) . P(X =x;) =1,0na:
E(Y) = aE(X) +b (4.2)

D’autre part :

V) = > (i —Ew)*PY = y)

)

D'ou:
V(Y) = a*V(X) (4.3)
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4. FONCTION D' UNE VARIABLE AL EATOIRE 117

2.2 X estune variablé densié

On designe toujours paf et F' la densié et la fonction deépartition deX et parg etG
la densié et la fonction deépartition deY". Deux cas sor& envisager :

a est positif: ¢ : z — t = ax + b est alors une fonction continue strictement croissante,
ona:G(t)=PY <t)=PaX +b<t)=PaX <t—b) =P (X < £?)
On en e@duit :G(t) = F (£2) d'ou

o0 =1 ()

E(Y) = [*tg(tyde = [T ef () &
Onposer = =8 & t = az + b = dt = adx.

—+00

EY) = / (ax +b) f(x)dz

—0o0

+oo +o00
= a/_ zf(x)dr +b f(z)dx

[e.9] —00

= aB(X)+b

on retrouve bien la relatiof.2
V(Y) = [Tt - E(Y)) g(t)dt = 1 (t - aB(X) — 1) f (52) .
Le méme changement de variable quéggdemment donne :

“+oo

V(X) = / (az — aE(X))? f(z)dx

[e.9]

“+oo

. / (& — E(X))? f(x)dz

= a’V(X)
on retrouve bien la relatioh.3

a estregatif: ¢ : =z — t = ax + b est une fonction continue strictemer&adoissante,
ona:Gt)=PY <t)=PaX+b<t)=PaX <t—b) =P (X >LEt) =
1-P(X < tb) =1- F (%) (distribution continue).

On en cduit : 1 ;
== (t_) (a <0)

a
E(Y) = [T tg(t)dt = — [T0¢f (=) &
Le changement de variable = —”

&t =ax+b) = dt = adz donneiici :
EY) = / (ax +b) f(z)dz
+

= / (ax +b) f(x)dz
= aE(X)+b
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118 Un cas particulier : Y = aX + b

on retrouve bien la relatiofh.2

vix) = [ - B

[e.9]

- = [T - () 2

. a a

= —/ Oo(ax—aE(X))2f(x)dx

= a’V(X)

on retrouve bien la relatiofh.3

Il résulte de ces deux cas que :

e sous la eserveévidente de I'existence dB(X) et deV(X), les relationst.2 et 4.3
sont absolumentéagerales ;

e Si X est une variable ahtoire de denstf, la densié g de la variable @atoireY =
aX + b (a # 0), estdonige par :

o=t (57 (4.9

Cette expression rend compte des deuxacas) eta < 0.
Ces deux remarques permettergmbncer les thoremes qui suivent.

Théoreme 4.1 Soit une variable d@atoire X dont I'esgerance et la variance existent.
Soit la variable atatoireY = aX + b (a etbréels,a # 0). Ona:

E(Y)=E(aX +b) =aE(X)+b

et
V(Y) =V(aX +b) = a*V(X)

La demonstration de ce @oeme geteé faite lorsqueX est une variable disete et lorsque
X est une variabla densié.

Théoreme 4.2 Soit X une variable adatoire de loiN (u, o?).
La variable akatoireY = aX + b (a etb réels,a # 0) est de loiV (ap + b, a*0?).

Pour cemontrer ce thoeme, il suffit d’appliquer la relatioa. 4.
Si f(z) = #ﬁe_%(%) ,on aen effet :

g(t) = WB
1

= 6_%(W)2

la|ov 27
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4. FONCTION D' UNE VARIABLE AL EATOIRE 119

Exemple 4.4 Soit X une variable a&atoire de l0iB(n,p). Cette variable &te definie
comme le nombre @&nements favorables que I'on peut observer swexgeriences
identiques et inépendantes. On sait Q& X ) = np etV(X) = np(1 — p).

On peutégalement éfinir la variable abatoireY = % qui représente alors la Equence
desévenements favorables sur leex@eriences. On @duit du tleoreme4.1:

E(Y)=E (%) = %E(X) = %np =p

X 1 1 p(1—p)
V) =¥ (3) = 500 = - =2
Si, de plus, les conditions sont satisfaites pour que I'on puisse assikhgaune variable

normale, alors on peut consder, d’apres le tleoreme4.2, que la variableY” suit une
l0i AV (p, 2.

L'utilisation de la variableY représente un ir@irét certain parce que la tendance centrale
de la loi deY estp, probabilitt de I'evenement favorable sur une &ence, et que la

dispersion d&” autour dep tend vers @ro lorsquen tend vers l'infini.

Variable centee—variable eduite

Définition 4.2 une variable akatoiresa valeurs dan®, est dite "centée” si son esprance
estégalea zero. Une variable a@atoire,a valeurs dan®, est dite "réduite” (on dit aussi
centiee et Eduite) si son egyance eségalea zero et sa variancé&galea un.

A toute variable @atoireX, d'esgerance. et d’ecart-types, on peut associer :
e une variable @atoireX’ = X —
e une variable datoireX* = <=
La variable akatoireX’ est alors cenée et de variance?. D’apres le tieoeme4.1, on
a en effet :
E(X)=EX -pn) = EX)—p=p—p=0
VX)) =V(X —p) = V(X)=0°
La variable abatoireX* est alors &duite puisque :

E(X*):E(XU_“) - %E(X)—gzg—gzo
V(X*):V(XU_“) - %V(X):Z—zzl

Si, de plus X est de I0iN (i, o2), il résulte du teoreme4.2 que X’ est de 10iNV (0, o2)
et queX* est de loiNV (0, 1).

Le passage de la variable normalex la variable normaleeduite, introduit au chapitr@
peut en fait s’interggter comme le choix d’une variabl*, plus commodeé manipuler,
déefiniea partir deX par la relationX™ = % ; au lieu de raisonner sur la valeur obsszv
r de X, on raisonne sur la valeur obsée/—* de X*.

Réciproquement, sk’ est de loiN (0, 0%), la variableX = X’ + p est de loiNV (i, o%)
et siX* estde loiV (0, 1), la variableX = 0 X* + u est de IoNV (i, 0?) .
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120 Espérance deY = ¢(X)

Espérance deY = ¢(X)

SoitY = ¢(X) une variable @atoire fonction de la variableé&dtoire.X .
On pose, sousgserve de la convergence de la somme ou detjiratle :

E[¢(X)] = Z ¢(2)P(X = ;)

si X est une variable disete et

si X est une variable de densify.
SIiE(Y) existe, alors on :
E(Y) = E[¢(X)]

Cette propmete signifie que pour calculer I'eépance deY, il n'est pas @cessaire de
connatre la loi deY : celle deX suffit.

Nous avons @montgé cette propBt pour la variablé” = a X + b, ce qui correspond
I'égalig :E(Y) = «E(X) + b dans Iénoné& du treoeme4. 1L

Il est relativement facile de&mnontrer cette pro@ie, de marére ¢gerérale, lorsqueX
est une variable disete. Il suffit d’utiliser comme éfinition de I'es@ranceE(Y) =
Y weq Y (w)P(w) (voir chapitre?)

En regroupant tous les termes qui conduisdatméme valeuy;, on retrouve la éfinition

classique :
E(Y) = Zyj Y Pw)= Z%P(Y =y;)

w|Y (w)=y;

Mais on peuggalemenécrireE(Y) = >, (¢(X(w))P(w)), expression qui donne, en
regroupant tous les termes qui conduisefd mréme valeur; :

E(Y) = 6@) > Pw)=3 o)PX =)

w| X (w)=x;

On admettra cette pro@te, qui sera @rifiee sur des exemple, lorsqifeest une variable

a densié.

La notationE[¢(X)] a ceja éte introduites dans les chapitreseprdents pour &finir

les parargtres descriptifs d’'une distribution; on peut maintenant en donner une autre
interpiétation :

¢ le moment d’ordre: de la variableX est aussi I'esgrance de la variablg = X*;

e la variance de la variabl& est aussi I'esprance de la variablg = (X — )

Exemple 4.5 (suite de I'exemplé.1)
On a cetermire la loi de probabilié de la variableZ = X2. On a:

3 6. 5. 2 44
E(Z) = —0+ —1+—4d+—9=—
e TR TR TR T T:
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et
3

B(X?) = (-2 +

2
16

3
16

4 4

(=1 + 3507 + (W + 1527 + 5067 = 5

On a bienE(Z) = E(X?), ce qui n’est pas un hasard puisque
3 2 4 4 1 2
2 —_— R JE— —_— — —_— p— p—
E(X?) = 60+ (16+ 16) 1+ (16+ 16)4+ 0 Ek 2 P(Z = z,)

Exemple 4.6 (suite de I'exempld.3)

On se propose de calculer I'esm@nce de la variabld” = X? égale au caré d’'une
variable normale eduite.

On peut utiliser la densitdeY que I'on a céja détermire :

+oo tee 1t _t),
E(Y) = /_ e A

Si on effectue le changement de variable /¢ (d’ot dz = 2%), on obtient :

+o0 1
—2
0 vV 2’/Tt

On reconnd@, dans cette expressiofi,( X?), puisqueX est de loiN(0,1). On vient
de cemontrer, sur cet exemplg(Y) = E(X?), il aurait ét& plus simple décrire ceci
directement. Le calcul peut se poursuivre eregrant par parties. Il est plus rapide
de remarquer que, puisquB(X) = 0 et V(X) = 1, la relation gerérale V(X) =
E(X?) — E*(X) permet décrire E(X?) = 1.

Onadonc E(Y)=E(X?) =1

Calculons maintenant le moment d’ordre 2YeOn a:

2
e " lzdx

E(Y) =

E(Y?) = E(X*) = / L ey,
o V2T
. , . . 2 7%3 _,272/2 +oo —+o0 1 2 _5122/2
En integrant par parties, on obtiert(Y?) = [\/776 } +3 [ rve dz
Puisquélim,_ 4 a:3e_m2/2 =0:E(Y?) = 3E(X?) = 3.
D’ou

VY)=EY?) -E*(Y)=3-1=2

On vient de émontrer, et ceci est uresultat qui sera utilié ulerieurement, que pour
une variableY qui suit une loi du chi-deua un degé de liberg,

E(Y)=1 et V(Y)=2
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Exercices
1. Soit X une variable @atoire de dengtde probabili :

z—0 , Siz <0
f:

L e_%<log:7b>2 , Siz >0

—
x azxy/2m

oua € R etb € R sont deux éels donas (loi log-normale).
Déterminer la dengitde probabilié de la variablé” = log X
2. Soit X une variable d@atoire de dengitde probabilit :
Iy { z—0 , siz<0

rr—e*  siz>0

Déterminer la dengitde probabili de la variablé@” = 2X +3. Calculer I'es@rance
et la variance dé’ .

3. Soit X une variable d@atoire de dengtde probabili :
f z—0 , Siz <0
| z— Aze ™ | siz >0
ouA € Ry .
Calculer 'esggrance et la variance dé = \ X.
Déterminer la dengitde probabilié de la variablé” = \X et Z = X2
4. SoitV une variable d@atoire de dengtde probabili :
Iy z—0 , Siz <0
1 z— X siz >0
ouA € Ry .
(a) Calculer I'esg@rance et la variance dé

(b) Déterminer la dengit de probabili de la variabld/ = 5V/. Calculer son
esgerance et sa variance.

(c) Déterminer la dengitde probabilié de la variablé? = 172
(d) Déterminer la dengitde probabili de la variableZ = %
5. Soit X une variable @atoirea valeurs eelles, de fonction deepartitionF’, conti-

nue et strictement croissante. Soit la variab&a#direY” = F'(X). Montrer queY’
est unifornément distribée sur0, 1].

6. Soit X une variable d@atoire de dengtde probabilit :

f T — 2x, size[l,4]
"l z—0 , siz¢g][l,4]

Déterminer la dengitde probabilié de la variablé” = (X — 2)2.
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7.

10.

11.

12.

13.

Des gsistances sont fabrigas en &rie. La Eésistance d’'uglement choisi au ha-
sard dans la fabrication est une variableadbire de distribution uniforme entre 9
et 11 ohms. Bterminer la dengitde probabili de la conductanae = %.

Un gérérateur produit une tension de la forfie= sinwt. Pour quelqu’un qui
vient mesurer la tensiolt a un instant quelconque, la mesure est une variable
aléatoire ; @terminer sa densitde probabilit.

. On observe une population de bari¢s en croissance asynchrone. Joik age

d’une bacékrie choisie au hasard. On admet que la dérdgtprobabilik deT” est :

t—0 , Sit<0
Feltekt- sio<t<d
t— 0 , sit>0

(a) Calculerk.

(b) Calculer la probabilé pour que Age d’'une baérie choisie au hasard soit
compris entre 0 et.

(c) On admet que la masse d’'une k@ est fonction lieaire de sorage :
m = mg (14 %). Calculer 'esgrance de la masse d’'une et choisie
au hasard.

Soit X une variable @atoire de dengtde probabili :
Iy x—0 , siz¢]0,1]
| z— 2z, sizel0,1]

Soit la variable a@atoireY” = arctan Y

(a) Calculer I'esg@rance et la variance dé.

(b) Déterminer la fonction deépartition, puis la dengtde probabilie deYet
vérifier les Esultats pecedents.

Soit X une variable #atoire normaleaduite Ecrire la densi de probabilié de la
variableY” = 3 — 1. Déterminer la dengitde probabilié de la variableZ = X*.

La probabilie pour qu’un individu, issu d’un certain croisemeréggnte un pdnotype
donré estégalea 3/,. Soit X la variable akatoire associard unéchantillon de

n individus,, issus du @me croisement, la proportion des individus portant ce

phénotype. Calculer pour que I'on ait
P(0.70 < X < 0.80) > 0.95
Soit X la variable akatoirea valeurs eelles de dengtde probabilit :

p e sit<0
’ tr—>%e_t/2, sit >0

Déterminer la denggtde probabilé de la variabld” = /X .
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5 Solutions

1. Soit I la fonction de épartition deX. Ona :F(u) = P(X <u) = [ f(z
Siu<0, F(u ) 0.
Siu>0,F(u) = [°_ f(zx)de + [ f(x)dr = int} f(z)ds
Le fonction buectlve
é: { R, — R

u — logu
n'est pas éfinie pouru < 0; cela n'a pas d'importance ici puisque la variable
ne peut pas prendre de valeur d&ns

SoitG etg la fonction de epartition et la dengitde la variable &atoireY” = log X.
On a, puisque est strictement croissante et admet, pour fonction inversela
fonction exponentielle :

Git)=PY <t)=P(logt) =P(0 < X <¢') = /Oet f(z)dz = F(e') , Vi

On notera que’ > 0, Vt.

loge”—b 2
Par cerivation, on obtient y(t) = e’ f(e') = eta\/%ete_% )
D'ou la densig deY :

1 7;(#17)2 N
g:t— e2\a) Vi,aeRL,beER
av 2w

On en conclut qué” suit une loiN (b, a?)
2. la fonction :

é: { R — R
Ml u — 2u+3
est une bijection, strictement croissante. On a, d’autre pagtu) = P(X < u),
dou :
Fx(u ) =0,8iu<0
Fx(u fo e ?dr =1—e7%, siu > 0 (loi exponentielle).

OnaFy( )=PY <t)=P2X +3<t)=P(X <5%) =Fx (5
Par cerivation, on obtient fy(t) = 1 fx (52).
D’ou la densié (voir relation4.4) :

o {0 sitss
V'l a—e T, sit>3

On a d’autre part (trooeme4.1) : E(Y) = E(2X +3) = 2E(X) +3 = 5 et
V(Y)=V(2X) =4V(X) =
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+oo +oo 5 9 e 5 _g1400 2 +oo s )
E(X) = xf(z)dr = Nzrle Mdr = [—)\xe }0 +X Mre dgg:X
_ 0 0

o0

En effetlim, . o A\z2e™** = 0 et \z?e ** = 0 pourz = 0, intd > \2xe *dr = 1.
De nméme :

+o00o
/ Na2e Mg = §IE(X) _5
0 A

+o0
E(X?) = / Nade Mdy = [—)\x36_’\z]+w+§ 2
0

0 A
etdoncV(X) = E(X?) - E*(X) = &
On en eduit (voir treoeme4.1) :

E(Y) = EM\X)=ME(X)=2
V() = VOX)=\V(X)=2

On deésignera, dans I'exercice pak la fonction de epartition deX. On n'aura
pas besoin de son expression analytique ; il est cependant facile de montrer que :

o u— 0 , siu<0
XV u—1— (14 e ™ | siu>0

OnaVvt e R, Fy(t) =P(Y <t) =P(AX <t) =P(X < th) = Fx (%)
On en @duit la densi deY : fy(t) = 1 fx (%)
On obtient finalement :

fy t—0 , sit<0
YUl testet ) sit>0

On constate qu¥ suit une loi du iéme type que celle d& avec\ = 1.
Contrairement aux exemplesgoedents, la fonction : = — 22 n’est pas bijective.
On aura cependantt € R, Fiz(t) = P(Z < t) = P(X? < 1)
Pourt <0, ilestclairqueX? <t)=0= Fz(t)=0= fz(t)=0
Pourt > 0:P(X? < t) = P(—vt < X < Vt) = Fx(v/t) — Fx(—Vt) =
2
f2(8) = 37 Ix (V) + 552 fx(=VE) = 27 Vie ™! 10 (=VE < 0).
On peutéventuellementérifier queE(Z) = E(X?) = %
4. Réponses :

@ E(V) =3 V(V) = 5

(b) E(U) =5E(V) =3, V(U) =25V(V) = 8

fu t—0 , Szt <0
v t»—>%e—w5, Sit>0
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126 Solutions

(©)
t 0 siat<0
sz{tHﬁe_)‘ﬁ, sit >0
(d)
t—0 , Sit<0
sz{th%e_A/t, sit >0

5. On désigne paKi et g la fonction de epartition et la dengitde probabili de la
variable atatoireY = FI(X).Onavt: G(t) =P(Y <t) =P(F(X) < 1).
Il semble, a priori, difficile d’aller plus loin puisqu’on ne connhpas la loi deX.
Pourtant nos informations ne sont pas nulles.

Consicerons :
p R = D1
Nl — Flz)=P(X <ux)
Comme toutes les fonction departition,/'(X ) croit de 0a 1. On peut en&tuire :
P(F(X)<t) = 0sit<0
P(F(X)<t) = 1sit>1

Il est, d’autre part, @ci€ dans lenon@& queF est continue estrictement crois-
sante F' admet donc une fonction inverge! définie sur]0, 1]. On a donc, pour
0<t<1:Gt)=P(F(X)<t)=P(X < F7(t))=F(F(t)) =t.

Finalement :
t—0, sit<0
G:{ t—t, si0<t<l1 (4.5)
t—1, sit>1
et donc

Jt—0, sit<Oout>1
"l t—1, si0<t<1

La variable aatoireY” = F'(X) est unifornément distribée sur0, 1]
6. Soit F' la fonction de epartition de la variable a@htoireX. On remarque que :

Il
o

u s siu<l1
F(u):/ flayde:{ = £ —1) . sil<t<4
o , Slu >4

=

On désigne palG et g la fonction de epartition et la densétde probabilié de la
variable akatoireY = (X — 2). La fonction :

FXI{R - R+

r — (z—2)?

n’est pas bijective. On a cependant :
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4. FONCTION D' UNE VARIABLE AL EATOIRE 127

e SiIt<0G(t)=P(Y <t)=0

e Sit>0GHt)=PY <t)=P(X -2)?2<t) =P(—Vt< X -2 <t) =
P2 -Vt <X <2+ t)=Fx(2+t) — Fx(2— /1)

Il faut discuter, en fonction dg les expressions déy (2 + \/E) etdeFx(2— \/E),

qu’il faut choisir selon legquationst.5

24+4Vt<1 , impossible
Fx(24+VH){ 1<2+t<4, si0<t<4
24+t >4 , Sit>4
2—Vt<1 . sit>1
Fx(2-vH){ 1<2-vVt<4, sio<t<1
2 —Vt>4 . impossible

On en eduit, pourt > 0 :

SI0<t<1 . G)= (@ + VA — 1] - (2~ VB~ 1] = 2V

15 15
Sit<t<4 , Gt)=—[2+Vt)’ =1 -0
Sit> , Git)=1-0

D'ou la densig :

t—0 , Sit<0
. te 5 , si0<t<1
9 tb—>1—15<\%—|—1> , sil<t<4
t—1 , Sit>4
7. Soientf et F' la densié et la fonction deépartition deR, g et G celles deC. On
a:
£ t— 0 sith[9,11]
|l t— i, sitel9,11]
u— 0 , Slu<9
F ur—>%(u—9), si9<u<11
ur— 1 , Siu>11
La fonction [1 1]
911 = =
1179
. { -

qui permet de éfinir C' a partir deR estici contlnue et strictemenédroissante ; il
s’agit encore d’une bijection.

soitG(t) = P(C < t).llestclairqueP(C' < t) = 0sit < YetqueP(C <t) =1
sit > Y. Pourthy < ¢t < Yo,ona:P(C <t)=P(5<t) =P(R>7) =
1-F(}).
Par cerivation, on obtient la dengit

g:{tl—>0 , Sit¢[9,11]

t 5z, site9,11]
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Solutions

10.

Exercice difficile. La variablel" "instant ai on fait la mesure” sera congige
comme unifornément distribée sur[—g, g}. On tracera le graphe dénwt en
fonction dewt pour retrouver legvenement&quivalentaa "V < u”.

Réponses fy (u) =

i-u?’
. On notera qu@l‘t/(’ — 9 x 2 = 9e—fm2
Réponses :
(@ k=12

(6) 252 fyPeé 2t = 2 (1 - 42) = 58.6%
() E(M) =mq+ 3E(T) = {2

L__si—1<u<1; fy(u)=0sinon.

1
arctan x f (z)dz = / 2z arctan xdx
0

1 2 1.2
9 1 x T " +1-1
¢ arctanal, /0 T+a2 " 4 /0 T+

(&) On peutécrire
+o00o
E(Y) = E(arctanX) = /
= % — [z — arctan z],
- T
2
“+oo
E(Y?) = E((arctan X)?) = /

1
= [xz(arctanx)ﬂé—/o 2z

16

,arctanx 72 2/1 2 4+1-1
1"‘372 0

1
(arctanx)Qf(:U)dx:/ 2z (arctan z)?dzr
0

dx 5

:1_6_ 1+=x

+ 22

2 1 1
T 2arctan x
= — — 2/ arctan zdzr + / " Cde [z — arctan z],
0 0

2

1
= 71r_6 — 2[z arctan z]§ + 2/0

2

T T T
= — — — log(1 IOty
16 5 T [log( +x)]o+16
™ 7
= — — —+log2
3 2+0g

2

1+ 22

dz + [(arctan z)?];

2 2

V(Y) =E(Y?)—EX(Y) = %—f+1og2—”—+7r—1 - g+log2—%—1

2

4

(b) On designe parf et F' la densié et la fonction deé&partition deX et parg et

G cellesdey.Ona:

z+—0

, Siz <0

F:{ a—2?, si0<ao<1

rz—1

siz>1
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4. FONCTION D’ UNE VARIABLE AL EATOIRE 129

la fonction

oo (B 2 1]

r +— arctanx

est une fonction bijective, continue et strictement croissante. On peut donc
écrire :

G(t) =P(Y <t) =P(arctan X < t) =P(X < tant)

d'ou G(t) = F(tant), Vi € | -2, %[

t—0 , sit <0Oenfait—F <t <0 maisarctan X < —7 impossible
G:Q tetan’t, si0<t<ZX(Q=]0,1]=Y(Q) =]0,Z]
t—1 , sit> T enfait] <t < 7 maisarctan X < 7 est certain
ft—0 , sit<0out> 7%
"t 2tant(l+tan®t) , Si0<t < I

(c) Il est facile de erifier
E(Y)= fOW/“ t2tant(1+tan?t)dt = foﬁl“ td(tan®t) = [t tan? t]g/“—fo% tan? tdt =

)
z— fowl“(tan2t+ 1—1)dt =% — [tant — t]g/4 =21

11. RéponsesY ~ N (—1,Ya); fz(t) = Séwe—%w, vt # 0.
12. Réponse n > 289
13. Réponse :
u— 0 , Siu <0
fT . _u2/2 .
U — ue , Slu>0
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1.1

Chapitre 5
Tests d’hypotheses

Problematique

Si un ex@rimentateur place des animaux ou des plantes dans certaines conditions parti-
culieres, c’est qu'il a certainement fait I'hypatbe pealable que ces conditions doivent
avoir une influence sur la taille ou la vitesse daeloppement, ou la forme, de ces ani-
maux ou de ces plantes. Deme si unécologue observe dans uregion donée un
micro climat et/ou une zone dont l&gologie ou I'hydrologie diffre sensiblement du
reste de cetteggion, il s'attench ce que cet environnement particulier ait une influence
sur la taille, la croissance, etc.. d&ses vivants qui y habitent.

Pour cemontrer I'influence de I'environnement ou des conditioggspar I'exg@rimentateur,
on effectue greralement des mesures surédses vivantetudés. En @réral on ne peut
mesurer qu’un nombre limétd’unites ex@rimentales.

Le principe du test statistigue consistesupposer que ces conditions n'ont pas d'in-
fluence, ce sera I'hypodise priviegiee (appdie H,), eta voir si les mesures faites au-
raient pu arriver par le simple jeu du "hasard”. Si la probabititobserver de telles
mesures est trop faible on rejettéilg au profit d’'une hypotbse alternative (appes )

qui formulera en termes @cis l'influenceétudee.

Exemple 5.1 La médiane des tailles des franca@ges de plus de 18 ans) estde 170 cm.
On aimerait savoir si c’est aussi le cas parmi ketsidiants de la facuit Saint &rome.
Pour cela cela on mesure la taille d’wathantillon den étudiants.

Hypotlese
Construire un test de I'hnypodise nullef{, contre I'hypotlese alternativé/;, c’estétablir
un critere de @cision permettant de choisir entre I'hypesieH, et H;.

H, hypothese privilegieée
H, est I'hypotlese priviegiee : c’est celle que I'on garde si lésultat de I'exprience
n'est par clair. On dit que le test d’hyp@tbe estonservatifcar il conserveH, sauf si
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132 Niveau et puissance

les don@es conduiserd la rejeter. En ce sens il y a une analogie entre un test d’hy-
pothése et un praes : tout suspect estgsuné innocent et I'accusation doit apporter la
preuve de sa culpabilitavant que la justiceédide de le condamner. Cette preuve doit
de plus s’appuyer sur d&ements matdriels, comme le test qui utilise les dares pour
rejeter I'’hypottese. Quand on acceptg), on ne prouve pas qu’elle est vraie, on accepte
de conservel{, parce qu’'on a pas pu accumuler suffisamment de preuves contre elle.
AccepterH, c’estacquitter faute de preuvédans I'exemplées.1, on aH, : la médiane
des tailles deétudiants est de 170 cm.
On appelle hypothse alternative, que I'on nofé;, une hypotkse diferente def,. On
dit que I'on testH, contre H; .
Dans ce qui suif est un pararitre relatifa une population, donc inconnu. Dans I'exeniple
6 est la nédiane.
Diff érents cas sont possibles pour le couple, (H) :
e Hypotheses simples :

Hy :0=0, et H :0=06,

Par exempleéd; : = 180cm pour 'exemplés.1
e H, simple et test bilaral

HO 29:90 etH1 2(9#90

Par exempled; : 6 # 170cm pour 'exemplés. 1
e H, composite et test unilatal :

H, IQSHO et H; 16>60
e H, composite et test bilatal :

H(] :91§9§92 et H; {9>92}U{6<91}

Niveau et puissance

On determine la loi de la variable @htoire détude soudd, et sousH,. L'ensemble des
valeurs obser@es pour lesquelles I'hypatke nulleH, est admissible forme laggion
d’acceptationd ou de non-rejet déf, et les autres valeurs constituent émgion de rejet

ou domaine de rejeR ou région critique.Evidemment le type de test (uniaal ou
bilatéral) affecte la forme de l&gion d’acceptationi et de la zone de rejet.

Le hasard de &chantillonnage peut fausser les conclusions. Quatre situations doivent
étre envisages :

e |'acceptation de I'hypotése nulle alors qu’elle est vraie;

¢ le rejet de I'hypotiese nulle alors gu’elle est vraie ;

e I'acceptation de I'hypotése nulle alors qu’elle est fausse ;

e le rejet de I'hypotkse nulle alors qu’elle est fausse.

Dans le premier et le dernier cas, la conclusion obtenue est correcte, mais non dans les
deux cas interriadiaires.

bar-hen.net



5. TESTS D' HYPOTHESES 133

L'erreur qui consisté rejeter une hypo#fse vraie est appss erreur de preraie espce.
Si H, est simple, la probabiktde rejeten tort H, vaut

« :PHO(Z € R)

L'erreur commise en acceptant une hygsté fausse est I'erreur de secondecesp Si
H, est simple, la probabiktde rejeten tort 4, vaut

B =Py (Z €A

En résung, nous avons le tableau suivant :

Réalite
HO H1
Décision H, OK risque de2*M¢espece
H, | risque del®"espece OK

Pratiguement, on se donne une limite ai@ure du risque de preare espce, le plus
souvent 5% (significatif), 1% @s significatif) ou | pour mille (hautement significatif).
Cette limite constitue aussi le niveau de signification du test et perméffér da. condi-
tion de rejet de I'hypotése nulle. Si I’lhypotbse est composite, on choisit le domaine de
rejet deH, de mangrea ce quex = max{Py,(Z € R)} . On rejette alors 'hypotkse
nulle au niveau de signification nominal choisi (par exemple 0.05) si (et seulement si)
le niveau de significationeel est inérieur ouégal au niveau de signification nominal
(p = 0.003 < 0.05, rejet d’H,). Cette attitude est bierisconservatrice.

Le risque de prengre espceétant dong, on peut s’efforcer de calculer le risque de
deuxieme espce, gacea la notion de puissance de teBt£ 1 — [3). La puissance d’'un
test mesure dans un certain sens la capakitest differencier la valeur &chantillonnage
de celle de la population. Plugthantillon est grand, plus les estimateurs des petras

de la populatiométudier sont grcis et plus le test d’hypoéises fond sur ces estimateurs
devient discriminatoire. En effet, plu€khantillon est grand, plus il devient improbable
gu’'une difference obseBe entre I'estimateur et la valeur hypetigue soit uniquement
attribuable au hasard deethantillonnage. On peut, au contraire persguste raison
qu'il existe une diference eelle et donc rejeter I'’hypoéise de dpart. La performance
d'un test est meilleure si la taille deethantillon est grande.

Un bon test posxde des risques de preame et de deurime espce faibles. Attention ces
risques ne sont pas iagendants. C’est le principe du vendeur d’oranges : imaginons un
vendeur qui vend des oranges avepips (bon marah) et des oranges sansgins (plus
cher). Son risque est de vendre peu cher des orangesésains palors que le risque du
consommateur est d'acheter cher des oranges @mog

Strategie d’un test d’hypothese

Construire un test de I'hnypodise nullef{, contre I'hypotlese alternativé/,, c’estétablir
un critere de @cision permettant de choisir entre I’hypesieH,, et H,. Pour cela, il faut :
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e Préciser les deux hypodlsest, et H;. Quelle est I'hypothse nulle ? Quelle est I'hy-
pothese alternative ?

e Etablir un protocole ex@rimental et lui associer une variableatoireZ dont la loi
evolue entred, et H; mais dont la valeur obsege z, sera parfaitement connue apr
réalisation de I'exprience.

e Déterminer la loi deZ sousH, et la loi de Z sousH,. En céduire le type de test
(unilatéral, bilagéral) c’esta-dire la position du domaine de rej&t et du domaine
d’acceptatiomd de H,.

e Choisir le niveaur du test. En @duire péci€ment les domaines d’acceptation et de
rejet deH,.

Tout celaétant fait, la @cision ne épend plus que de la valeur obseey, de ~.

Tests non parangtriques

Un test d’hypotiese est dit paraétrique lorsque :

e laquestion que I'on se pose agmhrt concerne une variabl@atoireX (éventuellement
l'indicatrice d’'unévenement).

e I'hypothéseH, est : X ~ Ly(fp € I) ou L, est une loi de type domnetd, un
parangtre dont la valeur appartieat!.

e I'hypotheseH; est : X ~ L(6; € J) ou L, est une loi de type dormnetd; un
parangtre dont la valeur appartieat/.

Cette finition assez grérale signifie que I'on coniiides lois de la populatioa un pa-

rametre pes (que I'on veut tester). Le cas gaussien qui est central seésauathapitr®.

Dans tous les autres cas (I'une au moins des trois conditions n'est@iade), le test

est dit non-paragtrique. Un test paraatrique requiert un mazle a fortes contraintes

(par exemple normaétdes distributionsggalie des variances) pour lequel les mesures

doivent avoirété realiges dans unéchelle au moins d’intervalle. Ces hypeties sont

d’autant plus difficilesx Vérifier que les effectifétudies sont pluséduits.

Un test non paragétrique est un test dont le mélé ne péecise pas les conditions que

doivent remplir les paragtres de la population donté&é extrait I'eéchantillon. Cepen-

dant certaines conditions d’application doivétre \érifiees. Legchantillons consilés

doiventétre aéatoires (lorsque tous les individus ont |&mme probabilé de faire par-

tie de I'echantillon) et simples (tous les individus qui doivent forméchantillon sont

préleves inckependamment les uns des autres)ewantuellement ingpendants les uns

des autres. Les variablesatoires prises en congiction sont §réralement suppées

continues.

Avantages des tests non paragtriques

Leur emploi se justifie lorsque les conditions d’applications des autefisades ne sont
pas satisfaites, &me apes déventuelles transformation de variables.

Les probabilies des @ésultats de la plupart des tests non patigues sont des proba-
biliteés exactes quelle que soit la forme de la distribution de la population dontéest tir
I’ échantillon.
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Pour de€chantillons de taille &s faible jusqua N = 6, la seule possibilé est I'utilisa-

tion d’'un test non paraégtrique, sauf si la nature exacte de la distribution de la population
est peciement connue. Ceci permet une diminution ditau du temps @cessaira la
collecte des informations.

Il existe des tests non par&mniques permettant de traiter deshantillons comp@sa
partir d’'observations provenant de populationséatiéhtes. De telles doges ne peuvent
étre trai€es par les tests paratriques sans faire des hypeses irealistes.

Seuls des tests non paratnques existent qui permettent le traitement de éesrguali-
tatives : soit exprirges en rangs ou en plus ou moiaslfelle ordinale), soit nominales.
Les tests non paragtriques sont plus facila apprendre et appliquer que les tests pa-
rametriques. Leur relative simpli@trésulte souvent du remplacement des valeurs ob-
senées soit par des variables alternatives, indiquant I'apparteraaticee oua 'autre
classe d’observation, soit par les rangs, caslire les nuraros d’ordre des valeurs ob-
senees ranges par ordre croissant. C’'est ainsi que &dimane est@reralement @feree

a la moyenne, comme paratne de position.

Désavantages des tests non paratriques

Les tests paraétriques, quand leurs conditions sont remplies, sont plus puissants que les
tests non paraétriques.

Un second incorénient éside dans la difficudt a trouver la description des tests et de
leurs tables de valeurs significatives, surtout en langue francaise. Heureusement, les ni-
veaux de significativé sont donas directement par les logiciels statistiques courants.

On choisira les tests appropsi en fonction du type de mesure, de la forme de la distri-
bution de féquences et du nombre d’observations dont on dispose.

Quelques applications pratiques des gthodes de statistique
non parameétrique

Cas d’'uréchantillon isoé

Des tests permettent dénfier si unéchantillon obse® peutétre consiére comme ex-

trait d’'une population dor#e (Test d’ajustement). Ces tests peuvent permettépdadre

aux questions suivantes :

¢ Y at-ilune difference significative de localisation (tendance centrale) egtrkdntillon
et la population ?

e Y a t-il une difference significative entre lesefjuences obsetes et les frfquences
attendues sur la base d’un principe ?

¢ Y at-il une difference significative entre des proportions obseswet des proportions
esgerees ?

e Est-il raisonnable de penser que eehantillon té tiré d’'une population d’une forme
particuliere ?

e Est-il raisonnable de penser que éehantillon est uechantillon d’'une certaine po-
pulation connue ?
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Un test d’ajustement : le test binomial

Il'y a des populationsioseulement deux classes sont distiegl: ndle et femelle ; leté

et illettre... Dans un tel cas, toutes les observations de cette population tomberont dans
I'une ou l'autre classe. Pour toutes ces populations, si nous connaissons la proportion des
cas d’'une classef), nous connaissons celle de l'autre classe (P = (). Ces propor-

tions sont fixees pour une population doms Cependant, ces proportions exactes ne se
retrouverons pas dans @chantillon peleve au hasard dans cette population. De telles
differences entre les valeurs obsy et celles de la population sont dues au processus
d’échantillonnage. Bien entendu, de faiblesétifnces sont plus probables que de fortes
différences.

Le test binomial nous permet de dire si il est raisonnable de penser que les proportions
(ou frequences) obseres dans notrechantillon proviennent d’'une population ayant une
valeur donge deP.

M éthode

La loi binomiale ne épend que d’'un paragtre, la probabilié p de "I'évenement favo-
rable”. La probabilié d’obtenirz objets dans une dagorie etV — = dans l'autre est
donrée par la formule :

N! z YN—x
ou N est le nombre d’observationg’, la proportion de cas attendus dans un&gatie
et() = 1 — P la proportion de cas attendus dans 'autreegatie.
Nous pouvons alorsépondrea la question suivante : quelle est la probabiltxacte
d’obtenir les valeurs obseres. Mais le plus souvent nous posons la question : Quelle est
la probabilie d’obtenir les valeurs obsergs ou des valeurs encore plus extes ? La
distribution déchantillonnage est alors

~ NI
P = 2

j=0

Exemple 5.2 Quelle est la probabilé d’obtenir deux six ou moins de deux six@pcing
jets d’un ce non pige ?

On aN = 5 (le nombre de jets} = 2 (le nombre de sixP = 1/ (proportion de six
attendue)y = 5%

Soitp(i) la probabilité d’obteniri six; On a

o P(X =0) = 2%(%)"(5)° =1 x 1 x0.40 = 0.40

e P(X =1)=>(Y%) (56)* =5 x 0.1666 x 0.4822 = 0.40

115!

o P(X =2) = 2(%)%(5%6)° = 10 x 0.0277 x 0.578 = 0.16
Et donc :

piQN—i (5.1)

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1) +P(X = 2) = 0.40 + 0.40 + 0.16 = 0.96

La probabilitt d’obtenir sous?, deux six ou moins lorsqu’uréchon pif est lané cing
fois estp = 0.96.
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Petits echantillons

Dans le cas d’'urechantillona deux classes, une situation commune est cell& o=
5. Lorsque l'effectif est ingrieura 10, la tablel1.3donne les probabilis assoéesa
diverses valeurs de (la plus petite des &quences obseres) pour diferents effectifs
N.

Exemple 5.3 Dans unettude des effets du stress, on enseigb@étudiants deux athodes
differentes de faire un noeud. La méitiles sujets (choisie au hasard dans le groupe de
18) apprend d’abord la @thode A, puis la gthode B. L'autre moi& apprend en pre-
mier la nméthode B, puis la &thode A. Apgs avoir subi un examen de quatre heures,
on demande& chaque sujet de faire le noeud. L'’hypesie est que le stress induit une
réegression, c’esé-dire, que les sujets utiliseront la predné nethode apprise. Chaque
sujet est catgorie suivant qu’il utilise la prenéire néthode apprise ou la seconde apr
le stress.

Hypotrese nulleH, : p; = ps = 1

Il n'y a pas de diférence entre la probabil d’utiliser la premére néthode appriser)

et celle d'utiliser la seconde @hode apprisert), apres le stress.

H, : p; > ps le test est donc unilatal

Le test binomial est choisi car les da¥es rentrent dans deux égfories discetes et

I’ échantillon est unique. L’apprentissage en premier ou second des deh&aes A et B
étant reparti au hasard, il N’y a pas de raison de penser que la presmiethode apprise
soit preferéea la seconde, compte tenu ég, et deP = @ = 4.

On choisit le coefficient deesuritt o = 0.01

La région de rejet comprend toutes les valeursed@ombre de sujets qui ont utiés
apres le stress, la secondeethode apprise) qui sont si faibles que leur probabibis-
sockée sousH, estégale ou inérieured o = 0.01. Les petites valeurs favorisent I'hy-
potheseH, . le test est donc unilétal avec region de rejet gauche.

Dans cette exg@rience les gsultats obtenus aps le stress sont les suivants :

Méthode choisie
Premiere apprise| Deuxeme apprise Total
16 2 18

La probabilitt asso@e avea < 2 est0.0011. Attendu que cette probabgiest inérieure

a a = 0.01, nous pouvons rejetel, en faveur def;. Nous concluons qug, > ps,
c’est-a-dire, les personnes soumisesin stress utilisent la premie des deux athodes
apprises.

LorsqueN s’accradt, la distribution binomiale tend vers la distribution normale. Cette
tendance rapide lorsqué® est proche de/; , se ralentit lorsqueP est voisin de 0 ou
de 1. Donc, plus la dispagtentreP et () est importante, plus &hantillon devraétre
important pour que I'approximation soit utile.
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Test des signes

Soit une variable &atoireT’, de distribution continue. On veut testéy : "la médiane de
T vauta” contre H; : "la médiane del” est differente de:” (supérieure ou inérieure)..
Si on consiére la variable” — a, les hypotleses deviennent :

1 1
H, :P(T—aEO):pzi , Hy :P(T—aZO):p#Q
Le test du signe est aussi utdiglans le cas des observations, Y') apparées. On
consicere la variablel’ = X — Y et on testeH, : "la médiane del’ vaut 0" contre
H, :"la médiane d€l est differente de 0” (positive ouégative).
L’hypothéese nulle peut &crire

Hy :P(T>0)=P(T <0)=1/2

Lorsque I'hypotkese nulle est vraie et pour N paires d’observations, le nombre éedatiffes
positives (ou Bgatives) est une variable binomiale de pagaesP = (Q = L et N. Le
test permet de comparer,agea cette distribution, le nombre obsérde signes plus
(ou moins) et le nombre attendih. Quand certaines dé#fences sont nulles, les paires
d’observations correspondantes secarées de I'analyse et la valeur deest €duite en
congquence.

Lorsque N < 100, la table11.2donne en fonction dé&/ et du niveauwy, le plus grand
entierk, tel queP(7T" < k) < « pour un test unilaral ou tel queP (7' < k) < « pour

un test bilagral.

Le test des signes peetre unilaéral lorsque I'on pedit quel signe+ ou — sera le
plus frequent ou bila&ral lorsque les &quences des deux signes seront simplement
différentes.

Exemple 5.4

. Vingt paires sont obseees; 16 pesentent une défence positive et les 4 autres une

difféerences agative. DoncV = 20 etk = 16.

Si H, prédit que les signes- sont les plus #quents, on observera moins de valeurs
négatives soug?; : le test est unilaral et la region de rejet def, esta droite. La
Tablel1.2réwle que le domaine de rejet @&, au seuil 1% est = {15,16,17,18,19,20} ;
on peut aussi dire que le domaine d’acceptationkest {0, 1,...,13, 14} .

Si H, prédit simplement que la diffence entre les@&guences des deux signes esédhffite
(test bilagral), la Tablel11.2 réwle que le domaine de rejet dé,, au seuil 1% est
k=1{0,1,2,3,17,18,19,20}

. Douze arbres sont mess alors qu’ils sont debout, par une mesure trigogtmque.

Puis les r@mes arbres sont me&sau sol, apes abattage. La premaie néthode donne-
t-elle des ésultats significativement trop faibles ou trele\es ?

Hy : Iln'y a pas de diferences entre les mesures obtenues par la grengt la seconde
méthode;
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H, : ily a une diference significative, au seuil = 0.05.

Les hauteurs obtenues (etres) sont les suivantes :

Arbres planés | Arbres abattug Difféerences
20.4 21.7 -1.3
25.4 26.3 -0.9
25.6 26.8 -1.2
25.6 28.1 -2.5
26.6 26.2 0.4
28.6 27.3 1.3
28.7 29.5 -0.8
29.0 32.0 -3.0
29.8 30.9 -1.1
30.5 32.3 -1.8
30.9 32.3 -1.4
31.1 31.7 -0.6

N = 12; nombre de diffrences positivesk = 2.

Le butétant de comparer les dewéthodes de mesure, il y a autant de chances d’avoir de
grandes valeurs que de petites valeurs sfiysLe test est donc bilatal. La table11.2
réwele que I'hypotbse d’'identié des ésultats obtenus par les dewethodes de mesure
doit étre rejeée au seuil de signification 0.05.

LorsqueN > 90, on peut utiliser I'approximation normale de la loi binomiale en faisant
intervenir une correction de contin@itll suffit de calculer la valeur
_ (r£05) - LN
N
ou z + 0.5 est utili lorsquer < 15N etz — 0.5 lorsquer > 15N La signification d’un
tel z peutétre determiree par eféerencea la table de la loi normale.

(5.2)

Exemple 5.5

. Sil'on reprend I'exemple de comparaison des mesures des arbres, I'approximation nor-
male donnerait :
~(2+05)-6 3.5

05v12  1.7320508

La table 1 éwele que pour z = 2.02, la probabiétbilaterale asso@e est1 —0.97831) x

2 = 0.04438. Cette valeur conduiraia rejeter I'hypotlese nulle au seuil 0.05. Bien que
leséchantillons ne contiennent chacun que douze individus, I'approximatiogjadtés
satisfaisante car la valeur exacte est 0.038.

2.02

. Supposons qu’un chercheur veuilletdrminer si la vision d’un film sur la&inquance
juvénile change les opinions des membres d’'une commérsautla £\erité des sanc-
tions & donnera des @linquants jueniles. Il extrait unéchantillon aéatoire de 100
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adultes de la communaut Chaque sujet sera son propre ca. Il leur demande
de prendre position sur laésérité plus ou moins grande des punitioasnfliger aux
délinquants jueniles. Il leur pésente ensuite le film etitere sa question aps.

H, : le film n’a pas d’effet sur I'opinion des sujets;;
H; : le film a un effet syématique.

Le test des signes est choisi pour cétigde portant sur deux groupes apzriet dont les
mesures songalises dans Bchelle ordinale. Les défences pourrorgtre repesenges
par des plus ou des moins.

Soita = 0.01; N = le nombre de sujets qui changent d’opinion, quel qu’en soit le sens.
N > 90 doncz est calcué avec la formulé.2 et les tables de la loi normale donnent la
probabilité asso@e aux valeurs aussi egimes que le obtenu.

Commef{; ne piedit pas la direction des défences, laggion de rejet est bilérale.
Les ésultats de cettétude fictive sont les suivants :

Opinion avant le film
Moins Plus
Plus 59 7
Opinion apes le film| Moins| 8 26

Ces donies montrent que 15 adultes{ 7) n'ont pasét affecés par la vision du film
et 85 l'ontété. Si le film n’a pas d’effet sy®hatique, nous nous attendrioase quea
peu pes la moité de ceux qui ont modifieur jugement entre avant et &g&ra chang de
plusa moins et peu pes la moité a chan@ de moins plus. Soit 42.5 sujets auraient
modifé leur jugement dans un sens ou dans l'autre.

x=26; N =85doncx < LN

(26 + 0.5) — 42.5 16
z = = =
0.5v85 4.609772
Au seuil 1%, nous pouvons rejeter I'hypesie nulle. Nous pouvons conclure, dans cette

étude fictive, que la vision du film a eut un effet significatif sur I'opinion des adultes
concernant la 8\erité des peinea infliger aux @linquants juéniles.

3.47

Test des rangs appliglau cas céchantillons appags (Wilcoxon)

Le test pecadent n'utilise que I'information sur la direction des éifnces entre paires.

Si nous pouvons prendre en compte en plus la grandeur désedifies, un test plus
puissant peugtre utili€. Le test de Wilcoxon donne plus de poidsne paire qui montre

une large diférence entre les deux conditions @uine paire ayant une faible difence.

Cela impligue que I'on puisse dire quel membre d’'une paire est plus grand que l'autre
(donner le signe de la défence), mais aussi que I'on puisse ranger leuiffces en
ordre croissant.
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M éthode

e d; = différence entre chaque paire, reggntant la difrence entre les scores appari
obtenus lors des deux traitements. Chaque paireda.un

e Ranger tous led; sans tenir compte de leur signe. Dans ce cas, lorsque I'on range
lesd;, und; de —1 est affeck d’'un rang inérieura celui d’'und; de —2 ou +2. Puis
réaffectera chaque rang le signe de la éifénce.

e Siles traitementsi et B sontéquivalents, donc st/ est vraie, la somme des rangs
ayant un signe positif et celle des rangs ayant un siggetif devraienétrea peu pes
egales. Mais si la somme des rangs de signes positifsesstlifferente de celle des
rangs de signeséagatifs, nous ené&tuirons que le traitement differe du traitement
B, et rejetterons I'hypotise nulle. Donc, il y a rejet @, que la somme des rangs de
signe regatif ou que celle des rangs de signe positif soit faible.

Il est possible que les deux scores d’'une quelconque paire ggenix. || n'y a pas

de difference obseBe entre les deux traitements pour cette paire=( 0). De telles

paires sont abandoéas.N est alorsegal au nombre de paires dont la difince entre

les traitements n’est pas nulle. Mais deux ou plus degérdiffces obseees entre paires

peuventétre égales entre elles. On donne alors léme ranga ces valeurs &es. Le

rang affecé est la moyenne des rangs qu’auraient eu les diverses valeurs si elles avaient

differé. Ainsi, trois des paires obsé&ms pesentent les diffrences suivantes=1, —1 et

+1. Chaque paire aura le rang 2, éé&@ = 2. La difference suivante aura alors le rang

4, puisque les rangs 1, 2, et 3 oijaléete utilises.

Petits echantillons

T = la somme des rangs du signe obgele moins fequent. La tablel1.16 donne
les valeurs critiques d& et leurs niveaux de signification assegipourN < 25. Si

le T" obsene estégal ou inérieura la valeur donée dans la table pour un niveau de
signification et pour le nombre de ddffences non nulled’, I'hypothese nulle peuétre
rejeeea ce niveau de signification.

Exemple 5.6 Un psychologue de I'enfance veut tester I'effet de I'assistantécole
maternelle sur la com@hension sociale des enfants. Il estime cette céhwgnsiona

partir des feponses que les enfants donnanine €rie de questions portant sur des
images repesentant diverses situations sociales. Chaque enfant obtient ainsi un score
compris entre 0 et 100. Le psychologue ne peut pas affirmer que kxeddés obsebes

entre scores sont numiquement exactes (il ne peut pas dire qu’un score de 60 est le
double d'un score de 30, ni que la @&fénce entre 60 et 40 est exactement le double
de la diference entre 40 et 30). Cependant, il pense que les scores sont suffisamment
précis pour qu’il puisse les ranger selon leur valeur absolue. Pour tester I'effet de I'as-
sistancea I’ école maternelle sur la com@iension sociale des enfants, il utilise 8 paires
de jumeaux. L'un des jumeaux est erivayl’ école, alors que l'autre resta la maison
pendant un trimestre. L’affectation se faisant au hasard. A la fin du trimestre, il estime la
compéhension sociale de chacun des enfants.

L'’hypothese nulle : il n’y pas de di#rence entre la comphension sociale des enfants
resésa la maison et celle des enfants ayant suigcble.
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Les iésultats sont dorés dans le tableau ci-dessous.

Paires | Score enfants Score enfants d | Rang del | Rang avec le signe
scolariges Non scolari€ le — frequent
a 82 63 19 7
b 69 42 27 8
c 73 74 -1 -1 1
d 43 37 6 4
e 58 51 7 5
f 56 43 13 6
g 76 80 —4 -3 3
h 65 62 3 2
T=4

La table11.16montre que poulN = 8, unT = 4 nous permet de rejeter I'hypatke
nulle au seuil 0.05 pour un test bikral. Par congquent, nous conclurions, dans cette
étude fictive, que I'exgrience de Ecole affecte la comphension sociale des enfants.
Ces donges sont aussi traitables par le test des signes. Dans cecag et N = 8, la
table 11.2montre que nous ne pourrions pas rejet&r au seuil0.05.

Grands echantillons

LorsqueN est sugrieura 25, il peutetre demonté que la somme des rangs T est prati-
guement normale et que I'on peut calculer :

T — N(N+1)
z= /2 (5.3)

/ N(N+1)(2N+1), o4

et se eféerera aux tables de la loi normale

Pour montrer la gcision de I'approximation, nous pouvons traiter les dmapecedentes
N =8,T =4, dans ce cas = —1.96

Pourz = —1.96, p = 0.05, c’esta-dire la néme probabili& qu’en utilisant la table des
valeurs critiques dé&'.

Test des rangs appligwau cas desgchantillons inépendants (Mann-Whitney)

On consi@re un premier ensemhl&’;, X, ..., X,,) den variables a&atoires indpendantes
et de néme loiL x (on dit qu'il s’agit d’unn-échantillon). On consite un deudme en-
semblgY;, Ys, ..., Y,), indépendant du @cédent, de variables aatoires inépendantes
et de néme loiLy .

On choisit les notations pour que< p.

On veut tester :

Hy : les variablesX etY ont méme loi Cx = Ly)
contre
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H, : laloi Ly est plusttakea droite oua gauche ou des deugtés par rappora la loi
deﬁy.

On envisage le classement des p observations par valeurs croissantes : si'on dispose
d’'un groupe exprimental de 3 cag] et d’un groupe conféile de 4 cas() et que les
observations sont les suivantes :

ObservationsBE 9 11 15
Observations@6 8 10 13

Nous rangeons les observations en ordre croissant en conservant Bdenthacune
d’entre-elles.

6 8 9 10 11 13 15
C CE C E C E

Maintenant consielrons le groupe E et calculons le nombre d’observations C §agent
chacune de celle du groupe E. Pour I'observation 9 de E, deux observationsatedpt ;
pour I'observation 11 de E, trois C guedent; pour I'observation 15 de E, quatre C
précdent. Dond/ =2+ 3+ 4 =0.

Le principe du test consisterejeter I'hypotlese d’'identié des deux distributions lorsque
la valeur obserg@el, s’écarte trop de la valeur attendue correspondante. Poécteastillons
tres petits § < n < 8), on dispose de tables qui donnent la probabiixacte d’obtenir
tout U aussi extéme que celui qui est obsérv Il suffit alors de conritre p (la taille

du plus petitechantillon),n et U et de se reportea la table11.15pour la valeur de

I’ échantillonn. Les probabiliés doniges dans ces tables sont ur@fales. Pour un test
bilateral, il faut doubler la valeur de la table.

Dans notre exemplep = 3,n = 4,U = 9, nous consultons la tablel.15pourn = 4,
mais la valeur obseée deU n’appardt pas dans la table. Par contre, si nous avions
calcuk le nombre d’observations E quigzedent celle du groupe C, [ obtenu serait
égala0 + 0+ 1 + 2 = 3. Cette valeur se trouve dans la table. Il est toujours possible de
rechercher le plus petif obsene par la formule

U=np-U' (5.4)

La probabilie unilaérale d’obtenir uny < 3 estp = 0.200. Lorsque la taille den
et p augmentent la @thode de comptageedrite devient rapidement inutilisable et une
méthode alternative rend ce calcul pluséais

1
U:np+@—le (5.5)
ou de fagorequivalente
1
U:np—i—@—]%z (5.6)

ou R; = somme des rangs ass&ga I'échantillon le plus petitr{) et R, = somme des
rangs assigesa I'autreéchantillon.
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Exemple 5.7 Cing rats sont entranésa imiter un rat leader dans un labyrinthe en T,
pour atteindre une source de nourriture. Puis ces rats sont ensuite ér@ssflans une
situation au par imitation d’'un rat leader, ils apprenneatviter un cho&lectrique. Leur
comportement dans cette situation est corggarelui de rats n'ayant paste entrdnésa
suivre un leader. La comparaison se fait en terme de nombre d’esszssairé chaque
rat pour obtenir 10 éponses @vitement lors de 10 essais. On fait I'hypesle que les
5 rats piealablement conditior@sa imiter un con@rere réussiront plus rapidement que
les autresa éviter les chocs.

Soita = 0.05; n = 4 rats ttmoins ep = 5 rats exg@rimentaux. Lesé&sultats sont les
suivants :

Exp| Rang | Témoins| Rang

78 7 110 9

64 4 70 5

75 6 53 3

45 1 51 2

82 8

Ry =26 R, =19

donc en appliquant la formul®.6, nous avong/ =4 x 5 + @ —26=9
La probabilitt d’obtenir unU < 9 dans ces conditions et = 0.452 (Table11.15
p = b).

Les donges ne supportent pas I'hypete selon laquelle un entreement I'imitation
préalable est gréralise a d’autres situations.

Echantillons dont n2 est compris entre 9 et 20

La table11.15n’est plus utilisable lorsque devient suprieura 8. Mais on peut alors
faire usage de la tablel.13our leséchantillons dont la taille est comprise entre 9 et
20 etn > 20. Cette tablel1.13donne les valeurs critiques dea differents niveaux de
signification. Ainsi, lorsque la valeur du obsené est inérieur ouégalea celle de la
table, H, peutétre rejeée au niveau de signification correspondant.

Grands échantillons (p > 20)
Quand la taille de: et dep augmente, la distribution dé s’approche de la distribution
normale. L'approximation normale se calcule de la fagon suivante :

U-—-op
pm 2 (5.7)

np(n+p—1)
\V 12

Exemple 5.8 Dans des soéitts humainesa culture nonécrite, les ethnologues peuvent
classer ces soétés en fonction du degrd’anxét préseng par les enfants la suite
de la socialisation (ce classement va da 7). Il est aussi possible de distinguer deux
groupes suivant que ces setéis disposent d’explications orales de la maladie ou non.
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Explic. absente  Estim. arete Rang | Explic. presente Estim. angié Rang
Lapp 13 29.5 Marquesan 17 39
Chamorro 12 24.5 Dobuan 16 38
Samoan 12 24.5 Baiga 15 36
Arapesh 10 16 Kwoma 15 36
Balinese 10 16 Thonga 15 36
Hopi 10 16 Alorese 14 33
Tanala 10 16 Chagga 14 33
Paiute 9 12 Navaho 14 33
Chenchu 8 9.5 Dahomean 13 29.5
Teton 8 9.5 Lesu 13 29.5
Flathead 7 5 Masai 13 29.5
Papago 7 5 Lepcha 12 24.5
Venda 7 5 Maori 12 23.5
Warrau 7 5 Pukapukan 12 24.5
Wogeo 7 5 Trobriander 12 24.5
Ontong-Javanese 6 15 Kwakiutl 11 20.5
Ry =200 Manus 11 20.5
Chiricahua 10 16
Comanche 10 16
Siriono 10 16
Bena 8 9.5
Slave 8 9.5
Kurtachi 6 15
Ry = 580

Noter que les valeurs d’amd qui sont ex-aequo,loqu’elles se pesentent, sont af-
fecees d’'un rangggal a la moyenne des rangs revenant normalengeoes diferentes

valeurs.

Nous calculons la valeur d€ par la formule5.5: U = 16 x 23 + w — 200 = 304.
Nous substituons la valeur dédans la formulé.7 pour calculer

z

16x23
304 — 16x28

=3.43

v

12

16x23x (16+23+1)

La réferencea la table de la loi normale&wle quez égal ou suprieur a 3,.43 a une
probabilité unilagérale dep < 0.0003. Comme cep est inkrieur a « = 0.01, nous
pouvons rejetei,. Nous concluons que les sétiisa explications orales de la maladie
ont une socialisation de I'an&ié superieure aux autres soekes.

Probleme des ex-aequo

Lorsque deux ou plus d’observations démme groupe ont des valeuggales, la valeur
deU n’est pas affe@e. Par contre, si des valeurs identiques gsgntent dans les deux
échantillons, la valeur di/ est affecke. Bien que cet effet soit souverggligeable,
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une correction pour les ex-aequo existe. La formule ceerigour les ex-aequo est la

suivante : N
Z = 2 (5.8)

N(Xfp—l) (N315N - T)

OUN =n+petl = tgl—;t ; t est le nombre d’ex-aequo pour un rang denn
Pour les donees pecdentes: + p = 16 + 23 = 39 = NV, nous observons les ex-aequo
suivants :

2 pour6;5pour7;4pour8;7pourl0;2pourll;6pourl?;4pourl3; 3pourld;3

pour 15.

T'=05+10.0+50+28.04+05+1754+5.0+2.0+2.0=70.5

L'utilisation de ces valeurs dans la formie3 donne :

16x23
= 16 3304 ;93 :jg =345
39(3?;—1) ( 12 70'5)

Cet exemple confirme que les ex-aequo ont un efigtigeable sur la valeur du z. Aussi

la correction peut r@tre faite que lorsque le nombre d’ex-aequo es$ important
lorsque la valeur du obtenue sans correction est voisine de la signification au seuil
choisi.
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Exercices

1. Undirecteur de laboratoire pharmaceutique refuse la mise en fabrication d’un nou-
veau vaccin prop@spar un des chercheurs du laboratoire. Il invoque pour cela
les esultats statistiques peu concluants obtenus suite aux tests : le vaccirepropos
n'est pas significativement plus efficace que celui @ikstuellement. Les frais
suppEmentaires enttaés pour le produire ne sont donc pas jussifi

(a) SoientH, et H, les hypotlgses possible :
H, : le vaccin propos n’est pas plus efficace que cel@jalen production;
H; : le vaccin propos est plus efficace que celugjd en production.

Quels sont les deux types d’erreurs que le directeur pourrait commettre rela-
tivementa ces deux hypo#ses ?

(b) En prenant la écision de ne pas mettre en fabrication le vaccin prepos
lequel des deux types d’erreur le directeur a-t-il éethé contbler ?

2. Soit une expriencef a lagquelle est ass@® une variable ahtoireZ de fonction
de repartition continue et strictement croissante. @alise quatorze expiences
indépendantes et identiquag qui donnent lesésultats suivant :

465 486 4.40 3.20 517 4.60 4.18
485 528 575 535 6.33 2.69 3.95

Peut-on accepter 'hypodise : "la nédiane eskégalea 5" ?

3. A une exferiences est assoéie une variable ahtoireX de fonction deé&partition
continue et strictement croissante. Construire, au niveau 5%, un test de I'agpoth
H, : "la médiane deX est nulle”. contre I'hypotbseH,; : "la médiane deX est
négative a partir den expériences indpendantes et identiquag’,

(a) lorsquen = 14;
(b) lorsquen = 196.
4. SoitT le résultat possible d’'une egpence aatoire€. T est une variable ahtoire
a densié.
Soit{ X1, Xs,..., X, } un ensemble de variables &atoires inépendantes et de

méme loi quel’. Cet ensemble repsente lesésultats possibles d’une suite finie
den expériences indpendantes et identiquas.

Les quatorze prerares expriences ont dorinles Esultats suivants :

-0.35 -0.15 -0.14 +0.28 -0.60 +0.75 -1.80
+0.35 +0.17 +1.33 -0.40 -2.31 -0.82 -1.05

Peut-on accepter I'hypodise : "la densé deT’ est syn&trique par rappor z&ro” ?

5. Pour une maladie doee, les traitements habituels donnent au malade une chance
sur deux de garison. Un nouveau traitement est appé@ul 1l malades. Construire
un test permettant deédider si le nouveau traitement est plus efficace que les
anciensA votre avis, guelle critique peut-on faigece test ?
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Exercices

. On césigne pap la probabilie d’observer un pdnotype doné sur un individu issu

d’un certain croisement.

Pour tester I'hypotisep = - contre I'hypotlesep = <L, on pro@de ainsi : on
observe 2400 individus issus du croisement en question; si le nombre d’individus
présentant le pdnotype est irdrieur ouégala 1395, on choisifhg, dans le cas
contraire, on choisiths. Justifier le principe de ce test; calculer son niveau et sa
puissance.

. On soupcgonne que les conditions de travail, dans une entrepriseejamniranent

uneélévation progressive du taux de glucose dans le sang. Le tableau ci-dessous
donne, pour un groupe de quatorze emphyyles valeurs de ce taux (en g/l) ob-
senéesa I'embauche X) et apes six mois de travaily().

Employe | A B C D E F G H I J K L M N
TauxX | 0.88 085 094 09 1.19 096 092 090 0.76 094 105 1.01 0.96
Tauxy | 1.10 0.84 102 106 107 116 088 1.18 0389 110 096 116 1.19

Que peut-on conclure ?

On piésentera deux intergtations diferentes en @cisant dans les deux cas :
¢ les hypotleses tegtes et la variable choisie ;

e |a construction du test;

¢ le niveau exact du test.

. On a meswr surDunaliella Maring la quantié d’azote pratique par cellulea la

méme date et dans des conditions@xmentales identiques, sur une cult@mbin
et sur une culture palablement irraéie. On pense que lirradiation favorise un
développement anormal des cellules. Intéter les esultats 4 10~4)

Culture témoin: 1.65;2.00;1.69;2.20;2.13;1.66;2.30;1.87;1.74; 1.97
Culture irradi ée: 2.29:2.57:2.66;2.45;:2.97:2.27:1.76;2.74; 2.36

. Les apiculteurs du Texas s'inguéent de la progression des abeilles africaikile(

bee3, plus agressives mais moins productives que les abeilles domestiques. Les
pouvoirs publics sont ptsa donner des fonds pour combattre c&mbmnene si
on peut @montrer que la proportion d’'abeilles africaines a augmeetmarire
significative ces dereres anaes.
Les donmees sont&col€esa 'aide de péges epartis sur le territoire texan. Des
specialistes identifient les abeilles capias et les @ombrent, ce qui permet d’as-
sociera chaque pige la proportion d’abeilles africaines que I'on a obéefeux
séries de donees ont ainsete obtenues ; 'une en 1980, l'autre en 1990.

Piege 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.9
0.8

% en1980 0.330 0.146 0.518 0.339 0.693 0.249 0.438 0.695 0.135 0.38
%en1990 0.360 0.177 0.524 0.447 0.140 0.392 0.534 0.263 0.157 0.56

e EnIl'absence de toute information sur la nmenei dont on aéparti les péges en
1980 et en 1990, que peut-on conclure, au niveau 5%, avec un test sur la somme
des rangs ? Pensez-vous que ce test soit applicable ?

e En fait, les peges onkte locali®s aux nemes endroits en 1980 et 1990 ? Que
peut-on conclure avec un test du signe, au niveau 5% puis au niveau 5.5% ?
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10. On cesire savoir si une certaine vaig de bk a, dans uneegion A, un rendement
sugerieura celui qu’elle a dans uné&gion B. Pour cela, on dispose désultats,
exprimés en quintaux par hectare, obtenus sur seize parcellésedités et ainsi
repartis :

RégionA | 48.0| 48.2| 50.3| 53.5| 54.6| 56.4| 57.8| 58.5| 60.5

RégionB | 44.2| 46.3| 48.3| 48.5| 50.5| 51.2| 55.4
La réponse s’appuiera sur un test construit au niveau 2.5%, en I'absence de toute
hypottese sur le type de loi suivie par le rendement d’'une parcelle.
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7 Solutions

1.

2. On fait un test du signe.
OnnoteZy, ..., Zy, les esultats des 14 ekpiences. Leg; sont de néme loi que
Z.
On teste :
H, :lamédiane de&Z est5 :P(Z > 5) = 1

contreH, : la médiane deZ est differente de 5P(Z > 5) # 1»

On utilise la variabld” : nombre de fois 0 Z; > 5 parmi les 14 valeurs.

SousHy, Z ~ B(14, 3).

SousH,, Z ~ B(14,p).

Donc, soudd;, V prend des valeurs plus grandes ou plus petites quefgpuzans

la table11.2 au niveau 5%, on rejettd, siV < 2ouV > 12, la region de rejet
estdoncRy, = {0,1,2} U {12,13, 14}.

Parmi les 14 valeurs obséss ici, 5 sont au dessus ded =5 ¢ Ry,. Donc on

ne rejette pagl, : la médiane deZ est 5.

3. On va traduiref, et H; sous les formeéquivalentes :
Hy:P(X >0) =1
Hi:P(X >0) <3
Aux n experiences, on associe la varialile= le nombre de valeurs positives de
que I'on peut observer. Il est clair que :
sousHg, Z ~ B(n, 3).
SousH,, Z ~ B(n,p < 1).
On construira don@ partir deZ un test unilaéral avec domaine de rejet d& a
gauche. Il s’agit d’'un test du signe.

Sin = 14, au niveawx = 5%, on peut gparer I'ensemble des observables (table
du signe) :

Domaine de rejet d&/, : {0, 1, 2, 3}, c’esta-dire domaine d’acceptation d&, :
{4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14}

Donc si on observe € {0, 1, 2,3} on choisitH,, et,

sion observe € {4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14} on choisitH,

Sin = 196, on peut consiérer que, sougly, Z ~ N (98,49). (On note que
98 > 10). Pour la variableZ*, de l1oi N (0, 1), c’est la valeur1.645 qui pare
le domaine de rejet du domaine d’acceptatiorfide

Pour la variableZ, ce sera la valeui8 — 1.645 x /49 = 86.485

D’ou un test, au niveau de 5% : si on observe une valedr86, on rejetteH,

et si on observe > 87, on conserved,,.

On peut erifier que le niveau de ce test estsmproche de 5% car il correspond,
avec la correction de continaif la valeurz* = w ~ —1.643

4. On vatester I'hypotlseH, : "la loi de T est syn&trique par rappoid z&ro” contre
I'hypotheseH; :laloi deT n’est pas syratrique par rappom z&ro”.
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Pour cela on classe les 14 valelfspar valeur absolue croissante et on coasid

la variable adatoirelU; reptesentant la somme des rangs des valeurs positives que
I'on est susceptible d’observer.

SousH,, la loi deU; est en cloche syéatrique suf0,1,2,...,104,105}.

SousH1, laloi deU; se ceforme vers la droite ou lagauche{de 1,2, ...,104,105}.

On construit un test bilétal.

An niveau 5%, le domaine d’acceptationdgest 'ensemble des entier§22, 23, . . ., 82,83}

(test signe et rang).
Les observations raggs par valeur absolue croissante :

Rang
valeurs

1
—0.14

2
—0.15

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

14

+0.17 +0.28 -035 +035 -040 -0.60 +0.75 -0.82 -1.05 +133 -1.80 -2.31

conduisent la valeuru; = 33.5 (deux ex-aequo)
On accepte doné/, (cela ne change rien si on choisit = 33 ouu; = 34).

. Soitp la probabilie de g@rison d’'un malade avec le nouveau traitement.

On veut tester :

H,: p =3 (pas de changement)

contre

Hy: p > 5 (amélioration)

Pour cela on choisit la statistiqué = nombre de gérisons que I'on peut observer
sur 11 malades tras.

SousH, : X ~ B(11, 1) (loi en cloche syratrique. Soudi;, le mode est épla@
a droite. On a donc un test unigal avec domaine de rejet d& a droite.

Au niveau 5% (voir tabld.1.2)

e Domaine de rejet dé/, : {9,10, 11}

e Domaine d’acceptation d&, : {0,1,2,...,7,8}

Le calcul exact der donnea = % ~ 3.27%.

Critique : compte tenu du faible nombre d’essais (11), la courbe de puissance du
test, repésentative de (p) = P(X > 9), ne va pas ciitre tres vite p > 1). Seules
les angliorations f ~ 0.9) seront @tecéesa coup éir par u tel test.

. Soit X la variable adatoire qui repEsente le nombre de porteurs dé&pbtype que

I'on peut observer sur 2400 individus.
SousH, : X ~ B (2400, )

7 16

SousH; : X ~ B (2400, )

715
En fait, compte tenu de la taille deeEhantillon, on peut conséder que I'approxi-
mation de la loi binomiale par une loi normale est excellePd6( x 916 > 1000)
donc :

sousHy: X ~ N (1350,24.30?)
SOusH; : X ~ N (1440, 24?)
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Les deux distributions sont biekgaées.
Il est clair que I'on est améra construire un test unikatal avec domaine de rejet

de H, a droite. La valeur 1395, siée entre les deux modes peut parfaitengtre
choisie pour gparer le domaine d’acceptation Hg du domaine de rejet dd,,.
Est-ce un bon test ? Calculons son niveaget sa puissance.

1395 — 1350

) =P(X* > 1.852) ~ 3.2%

7 =Py (X > 1395)

1395 — 1440

Il s’agit d'un tres bon test dont les risques de preraiet de deurime espce sont
pratiguemenégaux et inkrieursa 5%

(a) Onvatester:
Hy : la médiane d& — X vaut Zro< P(Y — X > 0) = 5
contre
H, : lamédiane d& — X est positives P(Y — X > 0) >
Pour cela, on utilise le test du signe.

SoitV la variable aatoire qui reggsente le nombre étartyY — X)) positifs
qgue I'on peut observer sur 14 individus.

N

V(Q)=1{0,1,2,3,...,8,9,10,11,12,13, 14}

SousH, : V ~ B (14, 1), distribution en cloche syatrique.

SousH; : V ~ B(14,p > 1), distribution eplace, par rappod la pecedente,
vers la droite dé/(€2).

D’ou un test unilgral avec domaine de rejet dg a droite.

Au niveau 5% (voir tabléd.1.2), on a:

e Domaine de rejet dél,, : {11,12,13,14}

e Domaine d’acceptation d&, : {0,1,2,...,8,9,10}
On peut peciser le niveauéel de ce test.

1 14
o =Py (Ve {11,12,13,14}) = (5) (Cli + Ci; + Cii + Cp) =~ 2.87T%

Notons que si I'on choisissait comme domaine de réjét 11, 12,13, 14}
le niveau de test deviendrait~ 8.98% que I'on peut consigrer comme un
risque plusglee.

Dans lI'echantillon, on a obse@® valeurs positives, saif = 9. L hypothese
H, est donc choisie : on peut conérér que la radiane d&” — X est nulle.
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(b) On peutegalement construire un test de
Hy: laloideY — X est syn&trique par rappor z&ro
contre
H,: laloideY — X est plusetake vers les valeurs positives.

Pour cela, on va classer les 14 observation¥' de X par valeurs absolues
croissantes et on utilise la variable = somme des rangs des observations
positives et on construit un test de Wilcoxon (sectiof).

T,(Q) = {0,1,2,3,...,102, 103,104,105}

SousH,, T, a une distribution en cloche et sgtnique sur 'ensemble des
observables.

SousH;, on ne sait rien sur la loi d€, mais il est clair que les observations
positives ayant tendan@prendre des valeurs (absoluéi\ees donc des
rangsélewes, on observe une valeur @e sur la droite d&’, ().

On construit donc un test unikxral avec domaine de rejet dg a droite.

Au niveau 5% (voir tablé.1.14, on obtient :

e Domaine de rejet dé/, : {79,80,81,...,104,105}

e Domaine d’acceptation d&, : {0, 1,2,...,76,77,78}

Effectuons le classement des 14 observations :

Rang
Y - X
Patient

-0.01

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
-0.04 -0.05 0.08 -0.09 +0.10 -0.12 +40.13 +40.15
G N C K D E I L J F A M

H

14

0.16 +0.20 +0.22 +.23 +0.28

On a donc obse#vla valeurT’, = 87.

L’hypotheseH,, est donc rejete. Le test signe et rang montre que, dans I'en-
treprise, le taux de glucose sanguin a tendanaegmenter.

8. Soit X le resultat d'un dosage effe@wsur une cultureéimoin. SoitY” le résultat
d’un dosage effectisur une culture irrade.
On teste I'hypotRse Hy : X et Y ont méme loi. contre I'hypotaseH; : Y a
tendance prendre des valeurs plake\ees que celles d¥.
On va classer, par valeurs croissantes, I'ensemble des observations et on va choisir
la variablelV définie comme la somme des rangs des observations faites sur les
cultures irradees.IV () = {45, 46, ...,134,135}. SousH,, W a une distribution
en cloche syratrique. Soug,, W prendra de @férence, des valeurs plus proches
de 135. On construit donc un test unéetl avec un domaine de rejet Hg a droite.
Au niveau 5% (4.7%) (table X, test de la somme des rangs) :
Domaine de rejet dél, : {111,112,...,134,135}
Domaine d’acceptation db : {45,46,,...,109,110}
On a obserg W, = 127, on choisit doncH, : la quantié d’azote pratique par
cellule a tendancaétre plustlewee sur les cultures irragks.
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Q. e
Piege 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1980 0.330(8) 0.146(3) 0.518(15) 0.339(9) 0.693(19) 0.249(6) 0.438(13) 0.695(20) 0.135(1) 0.388 (
1990 0.360 (10) 0.177 (5) 0.524(16) 0.447 (14) 0.140(2) 0.392(12) 0.534(17) 0.263(7) 0.157(4) 0.566 (

On consi@re un ensembleX;, X, ..., Xjo) de variables &@atoires reg¥sentant
les proportions d’abeilles africaines observables sur @9gs en 1980. Ces va-
riables sont suppées inépendantes et deéme loiL . Un deuxeme ensemble
(Y1,Ys,...,Yy) repsente la proportion d’abeilles africainesépéndantes et
de méme loiLy. Les deux ensembles sont égkndants.

On veut testerd, : les variablesX; etY; ont meme loi Cy = Lx) contreH; :
les variables’; ont tendancex prendre des valeurs pléevees que celles des
Xi-

On choisit la variabld? associant aux 20esultats possibles, ragg par va-
leurs croissantes, la somme des rangs éssltats obtenus en 1990/(2) =
{55,56,...,153,154,155}.

SousH,, W a une distribution sygtrique, en cloche. Soud;, W aura ten-
dancea prendre des valeurs plége\ees, c’est-dire vers la droite dél/(£2).
On construit donc un test unikxial avec domaine de rejet dé, a droite. Au
niveau 5%, on obtient (table X) :

Domaine de rejet dé&l, : {127,128, ...,154,155}

Domaine d’acceptation dd : {55, 56, ,...,125,126}

(somme des rangs entre parargbs dans le tableau)

On a obserg W, = 105, on choisit doncH, et on conclut que la proportion
d’abeilles africaines n’est pas en augmentation.

La dispersion desésultats favorisent leur interclassement. |l n’est donc pas
etonnant de trouver urésultat non significatif. On peut cependant faire une
critiqgue de fond : la variable proportion observable dans e&gia une loi qui
dépend du nombre d’insectes capté@s dans le gige. Il eseévident que: varie
d’'un piegea l'autre et donc que les variablé§ ne peuvent pas avoir lagme
loi Lx. Il en est de rBme pour leg’.

Piege 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
% en 1980 0.330 0.146 0.518 0.339 0.693 0.249 0.438 0.695 0.135 O.!
%en 1990 0.360 0.177 0.524 0.447 0.140 0.392 0.534 0.263 0.157 0.
Difference  + + + + - + + - + +
Les observations sont maintenant appesi On peut alors porter son attention,
pour un lieus, sur la variableZ; = Y; — X; qui repgésente la variation de la
proportion des abeilles africaines. Est-elle stable ? Est-elle en augmentation? Le
test du signe va permettre de testdiy; : la médiane desZ; est nulles p =
P(Z; > 0) = 1/2 contreH, : la médiane des’; est positives p = P(Z; >
0)>1/2
On choisit la variablé/ rep#sentant le nombre @carts positifs que I'on peut
observer sur 10 stations diffents. Il est clair qu&’ () = {0,1,2,...,9,10} et
queV ~ B(10,p).
SousH, : V' ~ B(10,1/2) distribution en cloche syatrique.
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SousH; : V ~ B(10,p > 1/2) distribution en cloche ou en J mais disstnique
avec le mode droite.

On construit donc un test unitial avec domaine de rejgtdroite. Sachant que,
sousH, : P(V = 10) = 1/1024, P(V = 9) = 10/1024, P(V = 8) = 45/1024,
ona

Au niveau 5% (en fait1/1024 ~ 1.07%) le domaine de rejgio, 10}.

Au niveau 5.5% (en fai56,/1024 ~ 5.47%) le domaine de rej€fg, 9, 10}.
Commez = 8 et compte-tenu des niveaugals, on peut conclur@ la progres-
sion des abeilles africaines.

10. On peut tester 'nypotseH, : "les variablesX; etY; ont méme loi” contre I'hy-
potheseH, : "les variablesX; ont tendanca prendre des valeurs plus grandes que
celles deg’;”.

SoitTV la variable aatoire associant aux 18sultats possibles, raeg par valeurs
croissantes, la somme des rangs desstltats d&3. IV esta valeurs enéires sur
{28, 29,...,90,9L SousH,, W a une distribution en cloche, sytnique. Sous
H,, W aura tendanca@ prendre des valeurs siteisa gauche de la distribution.
D’ou un test unilaral qui admet, au niveau 2.5%, pour domaine de rHjget:
{28,29,...,40,41}

les 16 observations sont raggypar valeurs croissantes :

Y1, Y2,T1,22,Y3, Y4, L3, Y5, Y6, L4, L5, Y7, L6, L7, T8, L9
On en @duitV = 43 =-. Les rendements sont lemes.
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Chapitre 6

Variables aleatoiresa valeurs dansR?

Introduction

Définition 6.1 Soit un espace de probabéi{(2, A, P} assocéa une exprience akatoire
£. On appelle variable @atoirea valeurs dan®? une application, ndte(X,Y), deQ
dansR?, qui permet d’associex toutévenemenélémentaires unélement X (w), Y (w))
deRR? et qui poséde la propréeté :

pour tout couple d’'intervalles et J deR, {wtelque[X (w) e INY (w) € J]} € A
(6.1)

Cette @finition conduita plusieurs commentaires :

1. une variable @atoiresa valeurs dank? permet de "traduire” toute observation par
un doublet ordon@ de Eels. Si par exemple&, I'expérience qui consista choisir
un individu dans une population, on associe la taille et le poids de cet individu,
il est clair que le choix d’un individu dor@aimplique I'observation de deuxels
donres.

2. La propréte6.1signifie que Ievenement contenant tous ie€nemenélementaires
qui ont une image dans le domaihe J (I et.J éventuellementaduitsa un point)
fait partie de la tribud et, puisque I'espacé?, A} est probabilig, poséde une
probabili€. On notera @sormais ceévenement X € INY € J)ou[(X,Y) €
I x J] et onécrira:

PH{w|X(w)eInY(w)e J]})=P(X elInY €J)

La définition d’'une variable @atoirea valeurs dan®?, implique donc I'attribution
d’une probabilie a tout "pae” I x J, en identifiant ce domaireel’@venement dont
il est 'image.

3. Soit (X, Y) une variable @atoirea valeurs dan®?. Il est clair que I'application
de 2 dansR qui, a toutévenemenglémentairev, associe le premieéel X (w)
définit une variable @atoireX puisque, pour tout intervall& on peutecrire :

PXel)=P(X elnY €R) (6.2)
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On cefinit, de néme, la variable @atoireY . C’est la raison pour laquelle, le plus
souvent, on dit quéX,Y’) est uncouple de variables &htoiresa valeurs dans
R. Certains auteurs qualifient ces variables de simaiance qui signifie qu'une
méme exgrience permet d’observer une valeur pour chacune des variables

4. On peut signaler, pour terminer, que I'on padgalement devecteur adatoire
< i/( ) au lieu devariable akatoire(X,Y).

1.1 Loide probabilié

La loi de probabilié d’'un couple(X,Y’) de variables &atoiresa valeurs dan® est
I'application qui permet d’associartout couple d’intervalle$ et J, deR, la probabilie
de 'évenementX € INY € J).

1.2 Fonction de &partition

Si (X, Y) estun couple de variablesaltoiresa valeurs dang, il résulte de la éfinition
d’un tel couple, qu’il existe, en particulier, une fonctiéhtelle que :

R = [01]]
F{(x,y) — Fz,y) =P(X <znY <y)

Cette fonction s’appelle la fonction départition du coupléX,Y).
On admettra que la fonction departition posade les propétés suivantes, que I'on peut
aisement justifier :

1. F' estune fonction croissante au sens large, relativeenehaicune des variables

ety :
F(a,y) < F(byy) , sia<b, VyeR
F(z,c) < F(z,d) , sic<d, YxeR
2.
lim F(z,y) = lim F(z,y) = P0)=0"
T——00 Yy——00
lim F(z,y) = P(Q)=1"
T,y—-+00

3. Poura < betc<d
P(X € [a,b]NY € [¢,d]) = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) (6.3)
On aen effet :
Pa<X<bnNe<Y<d) = PX<bnNY<d —-PX<anY <d)
“P(X <bNY <co)+P(X <anY <¢
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4. En tout point(z,y) de R?, I’ est continued gauche relativemerit chacune des
variablesr ety :

lim F(x —e€,y) = lim F(z,y —€) = F(x,y)

e—0t e—0t

On a, par exemple :

linri[F(;E,y)—F(a:—e,y)] = lirn+IP’(3:—e§X<xﬁY<y)
e—0 e—0
= P®)=0"

La fonction de epartitionF' définit compktement la loi de probabiétdu couple X, Y).
Elle permet en effet d’attribuer une probal&Bttout pae semi-ouvert (voir equatich 3) ;
comme dans le cas des variablesaabiresa valeurs dan®, I'étude des discontinés
de F' permet d’ouvrir, ou de fermer, ces f@sa volong.

Dans la pratique, on ne rencontrera que deux types de variabbldsiagsa valeurs dans
R2. Les lois de probabilés correspondantes seront, heureusemeéfihids plus simple-
ment.

Les couples de variables distes

Lorsque la probabilé deS?, égalea 1, est enérementépartie sur un ensemblédombrable
de points dék?, on dit que le coupléX, Y') est un couple de variable<atoires dis@tes ;

il est, en effet, clair que 'ensemblg, = {zy,z,,...,2,,..., } des observables d&
est cenombrable et qu'il en est deéme pourEs; = {yi, ya, ..., Yy,, ...} des observables
deY.

La loi de probabilié du couplg X, Y') est alors parfaitemen&finie par I'application :

P.{E1><E2 - [071]
| (why) o P(X=x2nY =y;) =Py

puisque la probabil@ d'unévenement X € I NY € J) estégalea la somme des proba-
bilités des points d&; x E, situésa l'intérieur du domainé x J, seulegventualies mu-
tuellement incompatible€alisant [evenement. On peut, d'ailleurs, pider de reme
pour tout domaine, quelle que soit sa forme.

Tout point nappartenant pasFE; x FE, et tout domaine ne contenant aucun point de
E, x E, ont,évidemment, une probabéitnulle. Les probabilés P;; définissant la loi du
couple \erifient, bien entendu, la relation :

YD Pj=P(XeRNY eR)=P(Q) =1 (6.4)

? J

Exemple 6.1 Une urne contient trois boules n@motes 1,2,3. On tire successivement et
sans remise, deux boules (tirage exhaustif). On peut assicedte exprience un couple
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(X,Y) de variables &atoires discetes,X représentant le nuéro que I'on peut obtenir
en premier et” représentant le nudro que I'on peut obtenir en second.
La loi du couple( X, Y) est donge par le tablead double entee :

X
% 1123
1 O| % | %
2 %| 0| %
3 %|%|O

Parexemple P(X =1NY =2)=P(X =1)P(Y =2|X =1) =
On peut noter, pour tout j € {1,2,3} :

Exemple 6.2 Si, avec la reme urne, on tire, successivement et avec remise, deux boules

(tirage non exhaustif), la loi du coupleX, Y') devient :

X

v 1123
1 % %%
2 % %%
3 % %%

Parexemple P(X =1NY =2)=P(X =1)P(Y =2(X =1) =
On peut noter, pour tout j € {1,2,3} :

1
P.==

79
Les couplea densié

On dit gqu’'un couple(X,Y) de variables #&atoiresa valeurs eelles, est un coupla
densié, s'il existe une fonction nuérique de deux variablegelles,g, pos€dant la pro-
priete : quel que soit le domaine, deRR?, on a

P[(X,Y) e D] = //Dg(:p,y)dxdy (6.5)

On dit, encore, que le couple&, Y') est de distribution absolument continue.

Il est clair que la loi de probabiBtdu couple(X,Y) est compktement éfinie par sa
densié g.

En particulier, siF” est la fonction deé@partition du coupléX,Y),ona:

F(u,v):]P’(X<uﬂY<v):/ / g(x,y)dzdy
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Réciproquement, on peut montrer que, en tout p@iny) ou g est continue, on :
0*F(z,y)
T@y = g(z,y)

La fonction dens# g d’'un couple de variables@htoiresa valeurs eelles est, paré&finition,
une fonction ingégrable suR?. Elle posgde les propétés suivantes, que I'on rapprochera
de celles de la densitd’une variable @atoirea valeurs danR :

1. g(z,y) > 0, surR?, sauféventuellement en "certains points”. Cette condition est
indispensable pour que, pour tout domaingon aitP[(X,Y) € D] >0

2. [ Jpe9(z,y)dedy =P[(X,Y) e R*] =P(Q) =1
On note, enfin, que siadet dy sont des infiniment petits, on a :

Po<X<z+drnNny<Y <y+dy) ~ g(x,y)dzdy
guantié diteprobabilité €lementaire

Exemple 6.3 Soit(.X, Y') un couple de variables @htoires a valeurs Eelles, de dengt
de probabilié :
| (z,y) — e ", si(x,y) € D
9 { (z,y) — 0 ,si(z,y) ¢ D

ou D est cefinipar0 <y <z
On peut erifier dans un premier temps, que la fonctigpos®de les propgtes d'une
densié de probabilie. D’'une part :g(z,y) > 0 surR?. D'autre part :

// g(z,y)dzdy = //e‘xdxdy
R2 D
oo x
= / e‘xdx/ dy
o 0
—+oco
= / ze dx
0

= [—xe"’” — e’x]%o

0
=1

Calculons maintenant la probabiéitde l'evénemenf(X,Y) € A], ou A est cfini par :
0<z+y<t:

PI(X,Y) e A] = / /A gz, ) ddy

- // e "dedy  g(z,y) = O pour (z,y) ¢ AN D
AND

th t—y
= / dy/ e “dx
0 y
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th

= / (—e*Hy + efy) dy
0

= [-etr -

= 1- 2e_t/2 +et

La fonction de épartition 7' du couple( X, V') est cfinie par :F'(u, v) f f g(x,y)dzdy,
on obtient & \erifier) :

F(u 0 .8t u<0ouv<0
F:{ Flu,v)=1—e"—ue™, si 0<u<w
F(u l—eV —ve ™, si 0<v<u

Exemple 6.4 Soit(X, Y') un couple de variables @htoiresa valeurs Eelles, de dendgt
de probabilie

1
g: (JI,y) = 2_67%(12+y2)7 V($7y) S RZ
T

La fonctiong pos®de les propétes d’une densit: g(x, y) > 0 surR? et

// (x,y)dzdy = e 2/2dm L_y2/2dy:1><1:1
R2 \/ \/

SiA est cefinipar:z >0,y > 0, 22 + y2 <2 (quart de cercle),on a:

P(X,Y) e A] = //Ag(x,y)dxdy

= i / / 6_%(I2+y2)dxdy
21 A

On calcule cette irigrale en passant en coorda¥es polaires :

P[(X,Y)€A] = — de / Byl

B 27r2[€ ]0

1
1[1 —e ]
~ 15.80%

SiG est la fonction de&partition du couplé X, Y'), on obtient ici :

Glu,v) — /_Zo /_;g(x,y)dxdy

“ 1 7:p2/2 /U 1 7y2/2
_ de [ ——c g
/_oo \/27Te g —oo \/27?6 Y

ou X* est une variable normaleduite etF'y - est sa fonction degpartition.
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Lois marginales

Comme il a @ja étt mention@ (voir équation6.2), de la loi d’un couplg X, Y), on doit
toujours pouvoir éduire la loi de chacune des deux variablé&atiresX etY. On dit
que ces deux lois de probabdisont de$ois marginalesce qui signifie qu’elles ne sont
gu’une conéquence de la loi du couple.

On va montrer comment préder pour éterminer, dans les cas usuels, les lois margi-
nales.

Couples de variables diszes
Soit I'application

'{E1XE2 — [0,1}
| (@iy) = Py =P(X =xN0Y =y;)

qui définit la loi du couple X, Y') de variables disétes.

Il est clair queF; estl'ensemble,@hombrable, des observablesXiePour chaque valeur
x; € Ey, on peut alor€crire :

Les differente€ventualiesétant incompatibles, on ereduit :

P(X=x;)=) P(X=zNY =y

ou, en abecg :
P, = Z P; (6.6)
j
On aura de rdme pour touy; € Ey, P(Y =vy;) = > . P(X =z;NY = y;), C'esta-
dire :

Pj= Z By (6.7)

Exemple 6.5 (suite de I'exemplé.1) A partir de la loi du couple domapar le tableau,
on obtient la loi deX en additionnant les probabiés par colonne et la loi d& en
additionnant les probabilés par ligne

X
% 1(2|3
1 Ol % | %|%
2 5|0 | %|%
3 | %|0|%
hih|k
Et donc
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<

7 |1]2]3 i |1

2|3
Pol%| %[ %] | ] ] %

3
ParexempleP(Y =2)=P(X =1NY =2)+P(X =2NY =2)+P(X =3NY =
2): B+0+ Y%= 1%

v

Exemple 6.6 (suite de 'exemplé&.2) On obtient de la il@me marére :

X
v 1(12|3
1 o|% | %| b
2 || %| kB
3 || %| kK
Bik|k
Et donc

v 1]2]3] w|1]2]3]
AR Py %[ %] %]

3
ParexempleP(Y =2)=P(X =1NY =2)+P(X =2NnY =2)+P(X =3NnY =
2)=Y%+ %+ %="1%

On remarque que dans ces deux exemplegt Y ont toujours les r@mes lois; ceci
n’est pas surprenant car, quelque soir leeseh, chaque boule a autant de chance qu’une
autre de sortir au premier ou au degmxie tirage, c’esé-dire une chance sur trois. Ce
qui differencie les deux séimas, c’est la maare dont les observables sont appesi. |l
semble, en, particulier, relativement facile dans le diemna exemple, @tablir une egle
pour reconstruire la loi du coupleX, Y') a partir de la loi deX et de la loi d&Y”; ce n’est

pas le cas dans le premier exemple.

Couples densié

Soit g la densié de probabil# d’'un couple(X,Y’) de variables &atoiresa valeurs
reelles.

La loi de probabilie de X peutétre cefinie par sa fonction deepartitionF'y. On a, en
effet :

FX(t):P(X<t):P(X<tﬁY€R)://g(x,y)dxdy

ou D est cfini parz < tety € R.Ona;
t +oo
Fx(t) = / dx/ 9(x,y)dy

oo g(x,y)dy, on en @duit queX est une variabl@ densig, de

Si on posefx(z) = [~
densié :

“+oo
frioe [ gy, voeR (6.8)
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De méme on a .
fr oy / g(z.y)dr, Wy € R (6.9)

Exemple 6.7 (suite de I'exemplé.4) Ici la densié fx de la variables aatoires est
définie, pour toutr € R :

fx(z) =/ g(w,y)dy

o 2T
1 .2 /+°° [
et e 2 e 2
V2T —eo V2T Y
V2T

De néme, la denst fy de la variable akatoireY’, est @finie par

+o0 2
frly) = / oo = jQ_W vy € R

On dit que le coupléX, Y") est un couple de variablesé&sdtoires normaleséduites. On
note qu’ici, contrairemendé I'exemple6.3, la densié du couple estgale au produit des
densiés deX et deY'.

Variables independantes

Définition 6.2 Soit (X, Y’) un couple de variables @htoiresa valeurs dansR. On dit
gue les deux variable¥ etY sontindependantes si, pour tout couplet.J d’'intervalles
deRR, on a la proprété :

PXelInYeld)=PXel)P(Y €J) (6.10)

Dans tous les autres cas, on dit que les varialdlest Y sont cependantes, oudes, ou
correlées.

La définition 6.10est remplaee, pour les couple discrets et pour les couplelensié,
par une @éfinition équivalente et plus commodemanipuler.

Couples de variables disztes
Soit
) BEix Ey — [0,1]
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I'application qui cfinit la loi du couple( X, Y). On dit que les variables&atoiresX et
Y sont incependantes si et seulement si :

P(X =z;NY =Y;) =P(X = 2,)P(Y = y;) Y(z:1,y;) € E1 x By (6.11)

Il est clair que lequation6.10implique I'equation6.11: il suffit de réduire le domaine
del x J au pointz;, y;.

Réciproquement équation6.11implique I'equation6.1Q Si on consiére un intervalle
I contenant les observables, z,,.1,...,z,.x de X et un intervalleJ contenant les
observableg,, y,+1, - .., yp+ deY, on a, en effet :

n+k p+l
PXeInYeld)=) Y P(X=znY =y

1=n j=p

n+k p+l
GI)=PXelnYeld) = Y Y PX=z)PY =y

i=n j=p

n+k p+i

= ZIP(X = 1;) ZIP’(X = 1;)
= P(X e P(Y é 3)

Si on remarque gue la relatighl10est triviale si 'un au moins des deux intervalles ne
contient aucun observable.
En abégg, la relation6.11peut sécrire :

Py = PP, VietVj (6.12)

Exemple 6.8 (suite des exemples1 et 6.2) La relation 6.12 étant \erifiee pour tout
i,j = 1,2,3, les variablesX etY de I'exemple5.2 sont incdependantes. Par contre les
variablesX etY de I'exemplé.1ne sont pas ingpendantes.

Couples densié

Soit (X, Y) un couple de variablesédtoiresa valeurs gelles et de dengiyy. On designe
par fx la densié deX et parfy la densié deY (voir équation6.8et6.9)
Les variables @atoiresXetY sont incdependantes si et seulement si :

9(z,y) = fx(z)fr(y) (6.13)
L'indépendance d& et deY implique, en particuliery(u, v) € R?:

PX <unY <v)=P(X <u)P(Y <v)
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etdonc:

/_ZO /_;g(%y)dxdy = /_Zo fx(x)dx/_; Fy(y)dy

Onen @&duit:g(x,y) = fx(x)fy(y)
Réciproquement, sj(z,y) = fx(z)fy(y) on aura pour tout domainkex J :

P(XelInY elJ) // g(x,y)dzdy
IxJ

/ [ et andy

/fX dx/fy

= P(Xel)P(Y €J)
La relation6.13est donc bierequivalentex la relation6.10

Exemple 6.9 (suite de I'exemplé.3 et 6.4) Les variablesX etY de I'exemples.4 sont
indépendantes puisque, sBP, la relation6.13est \erifiee.
Par contre, les variablex etY de 'exemple5.3 ne sont pas ingpendantes.

Lois conditionnelles

Comme nous l'avons vu, de la loi d’'un couple de variabléstires, on peut toujours
déeduire la loi de chacune des deux variables. Il convient maintenant dere$sea la
liaison entre ces deux variables, c'@stlirea la manére dont les observables sont ap-
pariées dans la loi du couple. Liggendance, ou absence de liais@trd une situation
particuliere ; les lois conditionnelles vont permettre une description pmérgle de la
liaison entre deux variables.

Une loi conditionnelle donne, pour une valeuréixde I'une des variables, la loi de
probabilie de I'autre. On concoit l'ir@ret des lois conditionnelles. Si par exemple, on
s'intéressea la taille et au poids d’'un individu choisi au hasard dans une population
donree, il est important de pouvoiredrire la distribution de la taille des individus de
méme poids et de suivred¥olution de cette distribution en fonction du poids.

Couples de variables disztes

La loi du couple( X, Y") est, dans ce caséfinie par une application

IP"{EIXE2 - [071]
(@) = P(X=x,0Y =y;) =Py

La relation des probabifs composes permet @&crire, dans tous les cas :
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Lois conditionnelles

Pour toute observable € E;, de probabilié non nulle, il existe donc une application :

{EQ — 10,1]

y = PV =gl X =) = 2

Cette application &finit ce que I'on appelle la loi conditionnelle desachant qu& a la
valeurz;. Il existe autant de lois conditionnelles Heque de valeurs d& de probabilié
non nulle.

Sionécrit :P(X =z;NY =y,;) = P(X = x;|Y = y;)P(Y = y;), on peut &finir de
méme, pout toute observabje € E,, de probabilié non nulle, la loi conditionnelle de
X sachant qué” a la valeury; par I'application

E1 — [0, 1]
r, — PX=z5|Y=y)= ];—Z
On remarque que ces applicatior&fidissent bien des lois de probalélipuisque, par
exemple :

Pi .
0< Py <Pyj=0< 2 <1,(By £0)
ij
et
P

i
i-J

- [
i

1 P
:_E P.==1=1
P;&"" P,

Exemple 6.10 (suite de 'exemplé.1)

Lois conditionnelles d& Lois conditionnelles d&
T 1123 n 1123

P(X =x;]Y =1) 0\ LY PY =y;|X =1) O\ Ly
X 1123 Yi 1/12] 3

P(X =Y =3) | %| %0 PY =y[X=3) | %| %[0

Par exemple P(Y = 2|X =1) = % = %’g =1

Exemple 6.11 (suite de 'exemplé.2) Les lois conditionnelles d& ouY peuvengétre

détermirees comme gedemment. On note qiEX = i|Y = j) = P(X = i) a par
_ oy Px=2ny=1) _ %1 _ _

exemple P(X =2|Y =1) = “Po-oy T % =3 =P(X =2)

Ce résultat est greral :

. NPy BP;
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Dans I'exemplée5.2, les variables sont irgpendantes et les lois conditionnelles de cha-
cune des variables@voluent pas en fonction des valeurs prises par I'autre ; dans I'exéiple
ces loisevoluent et les deux variables soréds.

On notera que le passage BleX = z; NY = y;) aP(X = i|Y = j) s'effectue par
I'intermédiaire de la division paf(Y” = y;) ; ceci correspond au changement d’ensemble
fondamental qui intervient dans toute probabilgdonditionnelle et se traduit, dans le
schema, par un simple changemenéchelle.

Couplea densié

On rappelle les notations : le cougl&, Y) a pour densé g, fx et fy sont les densis
respectives d& etdeY.On a:

Pz <X <z+dzny <Y < y+dy) =Pz < X < z+dz)P(y <Y < y+dy|lz < X < z+dx)
Si dr et dy tendent versé&ro, on peuécrire :

Pe<X<z+drny<Y <y+dy) ~ gz, y)dedy
P <X <z+dr) ~ fx(z)dr

On en cduit :

Py <Y <yt X =)~ S50 s (o) 0

Pour tout éelx tel quefx (x) # 0, on peut @finir une fonctionfy|x—, :

fY|X::c Y= fY\X:x(y) = Fx (@)

Cette fonction s’appelle la densitonditionnelle d& sachant queX a la valeurz.
De méme, pour toutéely tel quefy (y) # 0, on peut @finir une fonctionfxy—, :

fX\Yzy X = fX|Y=y($) =

appeke densi conditionnelle de&X sachant qué” a la valeury.
On notera que ces fonctions ont bien les pretps d’une dens#t puisque, par exemple :

Pw=le) = Ty 20
400 1 +o00
B = Y
_ Ty (y) -1
fY(y)
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On remargue au passage que cette éeeninegrale a la valeur & cause de la division
par fy(y) ce qui correspond au changement d’ensemble fondamezjtabidnaé dans

le cas des variables distes.

Les lois conditionnelles d& sont ici cefinies par une densital la valeury prise pary”
intervient comme un paragire. Ces lois vont seeflormer lorsque varie ; cetteevolution
est un des effets de la liaison entre les variables. Il en esédeendes lois conditionnelles
deY qui dependront de la valeurprise parX.

Il est clair que siX et Y sont des variables ighendantes les lois conditionnelles de
I'une n’évoluent pas en fonction des valeurs prises par l'autre et duec=, = fy;
[x)y=y = [x acause de la relatich13

Exemple 6.12 (suite de I'exemplé.4) Les variables sont ifgbendantes et on a, ici :

1 22

Vy S Ra fX|Y=y(x) = fX(‘T) = \/%e_ /Zax €R
1 2

Yy €R, fyix—s(y) = fr(y) = m b reRr

Exemple 6.13 (suite de I'exemplé.3) On peut @finir la densié conditionnelle deX
sachanty” = y seulement gy > 0 (fy(y) # 0). On a alors :

s _glzy) et siz >y
XY=y " ey 0 ,siz<y

On peut aussi @finir la loi conditionnelle deY” sachantX = x seulement si > 0
(fx(z) #0). Onaalors:

s _glry)  f %,si0<y<uz
YIX=r T r @) - | 0, siz<youy <0

Esperances conditionnelles et courbes deegression

On peut associex la distribution conditionnelle d€ sachant queX a la valeurz, tous
les paramtres descriptifs usuels des distributions d’'une variat@atalre dan®.

En particulier, sousaserve de la convergence de la somme, ou de&djiratie correspon-
dante, on peut lui associer une esmce. Cette egpance s'appelle I'egrvance condi-
tionnelle deY” sachant queX’ a la valeurz et on la noteE(Y' | X = x).

Le point (z, E(Y|X = x) est le barycentre de la distribution desachantX = =x.
L'ensemble de ces points s’appelle la courbe&tgession de I'egrance conditionnelle
E(Y|X = z); cette courbe detgression re@sente donc &volution deE(Y'| X = z) en
fonction dez.

On cefinit de némeE (X |Y = y), esgerance conditionnelle d& lorsqueY” a pris la va-
leury, et la courbe deagression correspondante, ensemble des baryceB{E$Y = ), y)
des distributions conditionnelles dé.
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Les courbes deggressiorE(Y | X = z) et deE(X|Y = y) sont, a priori, diferentes : si
I'espérance de la taille d'un individu de 80 kilos est de 180 ceetigs, il n'y a pas de
raison que I'esprance du poids d’un individu de 80 kilos soit de 180 cm.

Les courbes deegression re@sentent, d’'une magie syntletique, un des aspects de la
liaison entre deux variables mais donnent, bien entendu, moins d’'informations sur cette
liaison que I'ensemble des lois conditionnelles ; toutes les informations sont, par ailleurs,
contenues dans la loi du couple.

Exemple 6.14 (suite de 'exemplé.1) On a:

E(X|Y =1) = 25
E(X]Y =2) = 2
E(X[Y =3) = 15

D'ou le dessin :

0 1 2 3 E(X|Y =y)

De néme

Ona:
EY|X=1) = 25
EY|X=2) = 2
EY|X=3) = 15

Exemple 6.15 (suite de 'exemplé.2)
Dans ce cas, pour tout;, y; = 1,2,3,0na

1 1 1

D'ou le dessin :

bar-hen.net



172 Espérances conditionnelles et courbes deegression

y ]
3| °
2L °
1l °
| | |

o 1 "2 '3 Eyx=2

E(Y|X = )
3%%
24* [ [ [ ]
1%%
| | |

0 1 2 3 x

Les variablegtant independantes, les lois conditionnellegwoluent pas et les espances
conditionnelles restent constantes. Les points@spntatifs sont donc sés sur une pa-
rallelea I'axe desr ou sur une paraklea I'axe desy.

Il en sera de rame dans I'exemplé.4 ou E(X|Y = y) = 0 Yy € R la courbe de

régression est donc paralea I'axe y'Oy.

E(Y|X = 2) = 0Vx € R la courbe de égression est donc paralea I'axe 2/Oz.

Il convient de souligner que les lois conditionnelles peuesoluer, c’esta-dire que les
variables peuveritre liees, tout en conservant des@gmces conditionnelles constantes;;
la "verticalite” et I'"horizontalite” des courbes dégression ne signifient donc pas fement
I'ind épendance des variables.

Exemple 6.16 (suite de 'exemplé.3)
Pour touty > 0, on a

EX|Y =y) = /_Oinfxyzy(JT)dx

[e.e]

Y +oo
= / :L‘fX\Yzy(x)dm + / IfX|Y:y(x)d$
Y

—0o0
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+o00
= O—i—/ xe THdy
Yy

+oo

= e [—ze " —e”]
y

Et donc la courbe deégression correspondante est une droite.
De néme, pourr > 0,0na:

E(Y|X =2) = /_ +OOyfm:gc(y)oly

[e.e]

0 x 400
_ / Uy s ()l + / Uy e () dly + / Uy ()l
0 x

—0o0

1
= O+/ y—dy +0
0 T

G

R 8|~

La courbe de ggression correspondante est encore une droite qui, cette fois passe par

l'origine.

Covariance et coefficient de corelation

Soit (X, Y) un couple de variablesé&atoiresa valeurs eelles. On suppose que chacune
des deux variables pasde une eggrance et une variance, caleaba partir des lois
marginales, par exemple, et on pose :

E(X) = px  E(Y) = py ; V(Y) = 0% V(Y) = 03

Définition
On appelle covariance des variablé®tY et on note CoiX, Y), o xy ou plus g¢réralement
E[(X — ) (Y — py)], le nombre, s'il existe, fini par :

oxy = Y (i — px)(y; — py) Py, siles variables sont disetes
i

Oxy = // (x — px)(y — py)g(z,y)dzdy, pour un couplé densié
R2

On appelle coefficient de ca@lation des variableX etY’, et on notepyy, le nombre,
s'il existe, cefini par :
COV(X, Y) oxy
pXY = _—

V(X)V(Y) oxoy
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Covariance

Ce premier coefficient, qui s’introduit naturellement dans certains calculs probabilistes
(voir chapitre7), pos&de la prop@te d’étre nul lorsque les variables sont@péndantes.
On a, en effet, dans ce cas :

Oxy = ZZ(%-/JX)(%—MY)PZ:P.J' = Z(yj_MY)P,j Z(mi—,uX)Pz; =0x0=0

J

si les variables sont disetes, et si les variables ont une demsit

mev = [ [ )= ) (@) fly)dody

= [ mfs@ide [ = m)frd
=0

puisque, pour toute variablé d’esgeranceu, : E(Z — py) = E(Z) — pz = 0.
Réciproquement, une covariance nulle n'implique pas épehdance entre les variables
sauf,eéventuellemeng I'intérieur de certains mades, par exemple les couples gaussiens.
Malgré cette remarque, la covariance donne les indications suivantes sur la liaison entre
deux variables :
e Lorsqueryy # 0, lesvariables( etY sontliées; ceci@sulte de la propgit pecdente ;
e lorsquerxy < 0, lesécartd X —ux ) et(Y —puy ) onttendancéétre de signe contraire

et X etY ont tendanca@évoluer en sens contraire ;
e lorsqueoxy > 0, lesécarts( X — ux) et(Y — uy) ont tendanc@@tre de idme signe

et X etY ont tendancé évoluer en rBme sens.

Coefficient de coalation

Le coefficient de coélation est utili® pour mesurer le degrde liaison entre deux va-
riables. Ceci est just#i par ses propeies :
1. —1 < pxy < 1 (voir chapitre?).
On dispose donc d’unechelle communa tous les couples
2. lpxy| =1 Y =aX+b.Deplusp=1=a>0etp=—-1= a < 0 (voir
chapitre?).
On dit qu’il existe entreX et} une liaison fonctionnelle : quand a pris une va-
leur, celle d&” estimpoge ; la liaison liaire est, danséchelle choisie, consiée
comme la plus forte.
3. Lindépendance d& etY implique pxy = 0 (voir la définition deo xy).
C’est la liaison la plus faible. Malheureusementéaiproque n’est pas vraie sauf
pour des cas particuliers comme les couples gaussiens.

4. pxy > 0= X etY onttendance@ évoluer dans le Bme sens.
pxy < 0= X etY onttendance évoluer en sens contraire.
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Exemple 6.17 (suite de I'exemplé.1) On déduit des lois marginales :
E(X)=E(Y)=3(1+2+3)=2

V(X) =V(Y) = 5(-1)* + 3000 + 5(1)* = 3

Le calcul de la covariance donne, sans tenir compte des termes nuls :

oxr = (3-2)(1-2)5+(1-29B -2 = —

On en @&duit le coefficient de coetation

_ % _ 1
/)XY—\/%\/%— 5

Les variables sont ées. Les valeurségatives obtenues pouryy et pxy confirment
I’ évolution des distributions conditionnelles.

Exemple 6.18 (suite de I'exemplé.3) On deduit des lois marginales :
E(X) = ["a?edr = [~a2e )] + 2 [ ze"dr =0+ 2 =2
V(X) = f;oo wdevdr = [~xde ] > + 3 f;oo r?e"dr =0+6=06
E(Y) = [,"yevdy =1

E(Y?) = 0+O° y?e Vdy = 2

VYy)=2-1=1

Le calcul de la covariance donne :

coux,Y) = [ [ (=2 1gla.)drdy

_ //R (z — 2)(y — 1)e"dady
_ /Om(x —9)e"ds /Ox(y — 1)dy

+oo £E3
= / (— — 2% + Zx) e *dzx
0 2

= 3—442
= 1
D’'ou le coefficient de coalation
_ 1 V2

A votre avis, les valeurs positives obtenues powy et pyy confirment-elles Bvolution
des distributions conditionnelles ?
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Variables aleatoires dansR”

Ce qui aété dit plecedemment pour les variablestatoiresa valeurs dan®? peut
aismentétre grérali€aR” :

Définition 6.3 Soit un espace de probabéi{(2, A, P} assocéa une exprience akatoire€.
On appelle variable @atoirea valeurs dan®™ une application, n@e( X, Xs, ..., X,),

de) dansR™, qui permet d’associex toutévenemenélémentaires unélement X; (w), Xs(w),. .., X, (w
deRR™ et qui pos&de la proprétée :
pour tout ensemble d’intervallds, I, . . ., I,, deR,

{wtelque[Xj(w) e [N Xs(w) € L---NX,(w) €]} €A

Une variable a@atoirea valeur dan®" ou, ce qui revient au &me, un ensemble de
variables aatoiresa valeurs eelles, permet de traduire toute observation pat-uplet

de valeurs nur@riques. La éfinition ci-dessus implique que I'on puisse attribuer une
probabilige a tout pae I; x I, x --- x I,. On distinguera les ensembles de variables
discretes et les ensembles de varialdatensié.

Exemple 6.19Si (X, Y, Z) est un triplet de variables disetes, la loi de probabil& du
triplet peutétre cefinie par :

(EixEyx By — [0,1]

Avec larelation; > . >, Pjx =1
On céduit de la loi d’un triplet diferentes lois marginales. Par exemple la loi deest

P(X = ;) :ZZszkzpi..
i k
P(X =2;0Y =y;) =Y Py =Py
k

Exemple 6.200n dit qu'un triplet(X, Y, Z) de variables gatoires est un tripleh den-
sité s’il existe une fonction nuenique de trois variableséelles,h, pos&dant la pro-
priété : quelque soit le domainB deR?, on a:

P[(X,Y,Z) € RY] = / / /D h(z,y, =)dadyd>

h, densié du triplet, \erifie :
. h(x,y,z) >0

[ Jgs Mz, y, z)dedydz = 1
On peut,a partir de h obtenir diférentes dengdts marginales. Par exemple la loi dé

est
fula) = [ [ byt
R2
Pour la loi du coupleX,Y),ona:

mezéﬁ@%@m
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Incependance

On dit que les variablegX;, X», ..., X,) sont incependantes entre elles si, pour tout
ensembld,, I5,..., I, deR,ona:

P(X, €1 NXs€ LN NX, 1) =PX, € [)P(X,€L)...P(X, €1,)

On notera que l'indpendance des variables entre elles émeréeur inépendance deux

a deux (la eciproque n’est pas vraie) ainsi que I'ejgendance entre elles des variables
01(X1), $2(X3), ..., d.(X,), OU ¢ est une "bonne” fonction.

Pour le triplet de I'exemplé.19 l'indépendance des trois variableé@it :

Py =P, P; P V(ijk)
Pour le triplet de I'exemplé.20Q I'indépendance des trois variableé@it :

h(l’,y, Z) = fX(l')fY(y)fZ(z) V(ZL‘J/’ Z)
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8 Exercices

1. Soit (X, Y) un couple de variables&@atoiresa valeurs eelles, de dengtde pro-

babilité g définie par :

g.{ (z,y) — kay , si(z,y) €D
| (@y) =0, si(zy)¢D

ouD = {(z,y) e R°telquex > 0,y > 0,2* + y* < a® (a € R%)}.
(a) Calculerk.
(b) calculer la probabilé de levenement’X +Y < t"ou0 <t < a.

(c) déeterminer les dengs de probabilé deX et deY. Ces variables sont-elles
independantes ?

(d) determiner la denggtconditionnelle d&’, lorsqueX = x, et tracer la courbe
de egression de I'eggrance conditionnelle correspondante.

. Soit un couple de variableséatoiresa valeurs eelles de dengtde probabili :

{ (z,y) — [+ 2y(z® —y?)] , si(z,y) €D
T (@y) =0 , si(z,y) €D

ouD = {(z,y) e R®telque-1 <z <1,-1<y <1}

e Veérifier queg pos®de les propates d’une densit de probabili.

e Calculer la probabilé de l'evenement ;{0 <z < %) (0 <y < 1)”

e Déterminer la dengitde probabili de chacune des deux variablesatbires ;
sont-elles inépendantes ?

e Calculer les esgrances conditionnelles E(X = z) et E(X|Y = y); tracer les
courbes deggression correspondantes.

e Calculer la covariance et le coefficient de @ation des deux variables.

. Une experience aatoiree peut avoir trois @sultats possibles formant un srste
complet devenements £; de probabilié p;, F, de probabilié p;, F3 de pro-
babilité p;. On veut effectuern expériences, indpendantes et identiquast et

on consi@re les variablesy;, X, et X3 repesentant respectivement le nhombre
d’'évenementd’;, F, et 3 que I'on peut observer.

e Montrer que la loi de probabi&tdu triplet est donge par :

|
P(X1 =k Xo=1,X3=m) = #p’fpép?
aveck,l,m € {0,1,2,...,n}etk+1l+m=mn

e Géreralisera plus de trois variables (loi multinomiale).

e En deduire les lois de probabiiitde X, X, et X3. Ces variables sont-elles
indépendantes ?

e Appliquer a I'exemple suivant : on croise des mufliers ivoires et des mufliers
rouges. On obtient en F1 des muflier&lgs”. On admet que la coloration de la
fleur est @rée par un couple d’alles. On observe en F2, @grautoécondation,
100 descendants.
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4. On consi@re deux variables @atoires eellesX etY independantes et de dergst
de probabilié respectives :

fy x—0 , Siz <0
X z—= e M siz >0

et _
y—0 , Sly<O0
fre —hy '
yr—pe ™ sty >0
ou \ et sont deux paraetres eels strictement positifs.

Le couple(X, YY) est un couple d’observations que I'on peut effectuer sur un indi-

vidu choisi au hasard dans une population dmnries paragtres\ et . varient

d’un individua l'autre, mais on sait que leur rapport reste constant.@3ireltester

I'hypotheseH, : 1 = A contre I'hypotleseH; : i = 9.

e Calculer la probabil& d’observer sur un individu un couple, y) tel quey < x
SOUSH,, et sousH;.

e Utiliser ces esultats pour construire, au niveau 6%, un testigeontre H,, a
partir d'unéchantillon de 10 couples iegendants. Calculer la puissance de ce
test.

5. Paul et Vagrie ont rendez-vous chez Robert, entre 12h et 14h. Par lagmtles
instants d’arriee de Paul et Varie sont des variablesaatoiresX etY independantes,
de distribution uniforme sujo, 2], I'instant Z2ro correspondaré midi, I'unité de
tempseétant I'heure.

(a) SoitU la variable aatoire repesentant le temps d’attente de Robert juaqu’
la premere arrivee. Ceterminer la dengitde probabili deU.

(b) SoitV la variable akatoire repesentant le temps d’attente de Robert juaqu’
ce que ses deux amis soient aggv Determiner la dengitde probabilié de
V.

(c) Soit la variableZ = X — Y. Calculer I'es@grance et la variance dg.
Déterminer la dengitde probabili deZ.

(d) Soit W la variable adatoire repgsentant le temps d’attente de Robert entre
les deux arriees. [Bterminer la dengdtde probabilé delV.
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Solutions

1. e ¢ doit satisfaire aux deux conditions :

@) g(z,y) > 0,Y(z,y) € R2.
Org(z,y) =0si(x,y) & Detg(z,y) > 0si(zr,y) € D
=k>0
(0) [ [ge 9(z,y)dxdy = 1.
= 1= [ [, keydedy = 1
On passe en coordo@es polaires pour calculér
I=Fk[ [,r?cosfsinfrdrdd avecA définipar:0 <0 < Zet0<r <R

Doul = kfog cos 6 sin 6d6 fOR r3dr =k [@}j R _ k:%4

4

I=1=k=%
. Ona]P(X+Y<t):ffx+y<tg(x,y)dxdy:()sit§0
Sit>0P(X +Y <t)= [ [}, Sraydady

D, étant @finiparr >0,y >0,0<z+y<t<R
On note que la condition< R entrane queD, est un triangle.

Ona:
8 8 t t—x
ﬁ//pl rydedy = ﬁ/o xdx i ydy

+ 2*)dax

Finalemen®P(X +Y <t)=0sit<0;P(X +Y <t) = %sit> 0
e Soientf; la densié deX et f, la densié deY. On a:

+o0
filz) = /_ g(x,y)dzdy

e e

= 0siz<Oousiz >R

g (VR

= = zydy
R J,
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RY 2],
4 .
= R—i(Pf—xQ)SIOSxSR
Finalement :
£ x—0 , Six <0ousiz >R
! xH%(RQ—xQ), si0<z<R

De méme, X etY jouant un dle synetrique :

Iy y+—0 , Siy<Oousiy > R
Cly— @R -y, SI0<y<R

Les deux variables ne sont pasépendantes car on n’a paédalié :

9(z,y) = fi(z) fo(y)¥(z,y) € R?

2. e g doit satisfaire aux deux conditions :
(@) g(x,y) > 0.0n ag(x,y) = 0 pour tout(z,y) =¢ D.
Il restea érifier que suD, g(x,y) > 0.
En passant en coordo@es polaires, on a :

vy(z® —y?) = r*cosfsinf(cos®§ — sin? )
4

= % sin(20) cos(20)
4

= TZ sin(40)

. T4
|sin(46)] < 1= |zy(a? — y?)| < 7.
Orr? < 2. Donc|zy(z* — y*)| < 1 et par consquentl + zy(z* —y?) > 0

(b) [ oo 9(z,y)dudy = 1.

Or
// g(z,y)drdy =
RQ

(14 23y — 2y*)dady

—
S—
o | =

1 1 1
= 1/ dl‘/ (1+ 2%y — 2y’)dy
—1 —1
1/1 { y2 y4]1
= - de |y + 3% — 22
4/, 2 41
1 1
= —/ 2dx
4J
1
= 5[33]1—1
=1
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Solutions

e Soit A le domaine. On a

P(X,Y) e A)

~
~

1 1%

1),

1 N zt 2? ¥
J— x S —

4 8 8 1g
111 . 1 1
412 128 32
61

512

11.91%

e Soientf; la densié deX et f, la densié deY. On a:

fi()

fi(x)

fa(x)

fa()

/mg(x,y)dy

o0

Osiz < —1lousiz>1

1 1
/.

[y+:c

(1+ 2% — zy®)dy

2 471
sy__xy_}
1

4
1
4 2 4
1 .
—sI—-1<z<1
2

+oo
/ g9(z,y)dx
0siy < —lousiy>1
1 1
—/ (1+ 2*y — zy®)da
1),

1 xt 3x2 !
iy

1 .
—si—-1<y<1
5 SYS

Les deux variable etY ont donc n&éme loi : il s’agit de la loi uniforme sur
[—1; 1]. Il est clair que les deux variables ne sont pagpehdantes puisqu’on

n'a pas legalie g(z,y) = fi(z)f2(y) ¥(z,y) € R?
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e Soit hx la densié conditionnelle d&” lorsqueX = z. On a :h,(y) = f}(lgif)).
Cette expression n'a de sens qué;sic) # 0, c’esta-dire si—1 < x < 1.
D’autre part, pourc donre entre -1 et 1, la denséiy est nulle siy < —1 ou si

y>1.Dou, pour—1 <z <1,h,:

- y—0 , Sly<—louy>1
v y»—>%(1+x3y—xy3), si—1<y<1

On en @duit I'esgerance conditionnelle dg :

E(YVIX =2) = /_myhx(y)dy

1 1

= 5/ (y +2°y* — zy")dy
-1

1 3

1
= gsc —g:cpour—lgxgl

La courbe deé&gression correspondante est la courbeasgntative de la fonc-

tion :
5 { [-1;1] — R
. 1 1
T o= o2t —x
Pourh,, densié conditionnelle deX lorsqueY” = y, on obtient, pour-1 <y <
1:

o x—0 , Sic<—louzx >1
v v—t(1+ady—zy®) , si—-1<z<1

On en eduit I'esggrance conditionnelle :

+o0
EX|)Y =y) = / xhy(z)dx

o0

1 1
— 5/ (z + 2ty — 2%*)do
-1
! 13pour 1<y<1
= FYy—3Y -1y
) 3

La courbe de&gression correspondante est la courbeésgtative de la fonc-
tion :
" { [-1;1] — R
' y sy 3y

e Dans cet exempleX etY ont méme loi. On a donc :

2

ECO=EQ)=" e fi(e)dr = [, de = [=] 1_1 ~0

V(X)=V(Y)=E(X?) puisque EX)=0 1
et [ fy (e = [, Har =[] =
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Il en résulte que

Cou(X,Y) = / [ = o)y = gt el

= //xy1+xy—xy)dxdy

Y 4Y 2l
= — | dzlzZ
4/ x{x2+x3 x5]_1
1 /12 2
= —/ e '
4 /413 5

1 [ 25 31
- Q[E_E]_l
=0

La covariance d&X etY étant nulle, le coefficient de c@lation est aussi nul.
C’est une illustration du fait que I'annulation de ces coefficients ne signifie pas
forcement l'incependance des variables.

3. (a) On peut nuraroter de Ban lesn expériences et ainsi repsenter tout&sultat
possible de cet en ensemble d’érences par une suite ord@ede. évenements.
L'évenementd = "X, = k[ Xy = [ X3 = m” est gali® chaque fois
gue I'on observe une suite@enements comportaitfois £, [ fois E, et
m fois Esaveck +1+m=n
Or, les exgriencesetant identiques et irgbendantes, la probabditd’'une
telle suite est obtenue par le produitidéermeségauxa P, [ termeségaux
a P, m termeségauxa P, c'esta-direptphps.

De plus il a autant de suites de ce type que de arani’ordonner les
evenements dé&;, lesl évenements dé, etlesm = n—k—1 évenements de
FE3. On peut choisir la place dévenements d&, deC* fagons diferentes ;
pour chacune d’elles on@' _, facons diferentes de choisir la place des
évenements,, la place desn = n—k —1[ évenementd’; est alors impose.

Ilyadonc:

kel (n—k)!  _
crC) = R Tkl = k,l,m, mankeres, mutuellement incompatibles,
de reallserA

L'axiome des probabilés totales permet dcrire :P(X; = k, Xy =1, X3 =
m) = #jn!p’fpgpg” aveck,l,m € {0,1,2,...,n} etk +1+m = netal
prtpetps=1

La loi du triplet de variables disetes(.X;, X», X3) est alors dite "loi trino-
miale”. La somme des probabé de tous les tripletst’ [, m” observables
estégale au dveloppement du trime(p; + ps + p3)" =1

(b) On gereéralise aiément au castoles Esultats possibles d’'une exence
sont en nombre, a savoirt;, Es, . . ., E; avec les probabilésp;, ps, . .., p;

(pr+p2t+---+pi=1)
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(€)

(d)

bar-hen.net

On désigne paiXy, Xs, ..., X; le nombre dévenements’,, F, ..., E; que

I'on peut observer en effectuantexpériences identiques et iadendantes

L'évenementd = "X, = k(1 Xo = 1)+ [)X; = r” est gali® chaque
fois que I'on observe une suite&@énements comportat fois F,, [ fois

E, ... ,r fois E; a savoir :

Ckal O = n! (n—Fk)! Lorb o nl

n~n—k’ T El(n—k)! U(n—k—0)! " 7l KUl
Chaquetventualié a la probabilié pipl, . . . pr.
Et finalement :
PXi =kNXo =1 NXs =71) = 2 pkpy ... pF aveck,l,...,r €
{0,1,2,...,n}etk+Il+...=r=netdlp+ps+---+p; =1
Une telle loi est dite loi multinomiale ; la loi binomialé € 2) et trinomiale
(: = 3) en sont des cas patrticuliers.
L' évenement X; = [” est réali€ chaque fois que 'ona X; = k[ Xy =
[ X3 =m”avecl +m = n — k ce que I'on peuécrire "X; = k(| X, =
INXs =n—k—1"aveck € {0,1,2,...,n}. Laxiome des probabilés
totales permet &crire :

n—k
n! .-
PG=R) = D iitn — % = l),p’fpépg !
— klllm!
n—=k
_ ! | n—k—l
1=0
nl
= k,(—k),ﬁ(pz + p3)"”

Commep, + p3 = 1 — pq, on en @&duit queX; est une variable binomiale
B(n,p,). De memeX, ~ B(n,ps) et X3 ~ B(n,p;). Les trois variables ne
sont pas indpendantes puisque :

P(X) = k(X2 =1 X5 =m) # P(X; = k)P(X; = )P(X5 = m)

L'expériencee est ici 'observation d’un individu de la F2. Soient, p,, p3
les probabilies d’apparition des g@notypes "ivoire”, "@le” ou "rouge” sur
unindividudelaF2. On a,ich; = ¥, po = %, etps = Y.

SoientX; le nombre de plantes fleurs ivoires X, le nombre de plantes
fleurs @les etX; le nombre de plantesfleurs rouges que I'on peut observer
sur 100 plantesdelaF2.Ona:

1000 /1\* /1\' /1\"
P === =g (1) (3) (3)
ot k,l,m € {0,1,2,...,100} etk + [ +m = 100
Sion s'inéresse au nombr¥; de plantes fleurs rouges, on.&; ~ B (100, 1)
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4. (a) Le couple(X,Y') a pour densé

g(z,y) = Ape e~ | si x> 0ety >0
g(z,y) =0 ,si z<0ouy <0

OnaP(Y < X) = [ [, Aue e *dudy
ou A est ckfiniparz >0,y >0,y < x
On en aduit

+oo T
PY <X) = / )\e’\xdx/ pe *dy
0 0

SousHy pp=A:P(Y < X)=po=1—-5=1
SousH, p=9N:PY < X)=p =1- 35 =

(b) Pour chaque couple d'observations, deégultats sont possibles(Y <
X)), de probabilié P ou (Y > X) de probabilie 1 — P. Soit Z la variable
associang 10 couples d’observations iegendants le nombre désultats
(Y < X).
OnaX ~ 5(10, P)
SousH,, on aZ ~ B(10, %). Cette distribution est en cloche sgtrique par
rapporta la valeur 5.
SousH,, on aZ ~ B(10, %o). Cette distribution estés dissyratrique et a
pour module la valeur 9.

Il est clair que c’est I'observation d’'une vale@levee deZ qui conduita

choisir H;.

On construit donc un test dé, contreH;, unilateral, avec domaine de rejet
a droite.

Ona:

Pu,(Z=10)= ()" = 5z

Pry(Z =9) = C}y (3) "= 7!

Pry(Z2 =8) = C ()" = i35

Pu(Z=7)=Cl, (3)" = 15
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On en cduit :
Puy(Z > 8) = 25 ~ 5.47% < 6%

Puy(Z > 7) = 1555 ~ 17.19% > 6%

D’ou le test : au niveau 6%, I'observation d’'une valeufdgl, 2, 3,4, 5,6, 7}
conduita rejeterH, pour choisirH,

La puissance du test correspoada probabilié de choisirH; avec raison.
C'estdonc:

9 8 1 2 9 8 1 9 10
= () () + (i) () + (55)
()
10 100 100 100
0.4305 x 2.16
93%

Q

Q

(a) Le couple(X,Y) a pour densé

g(z,y) = Ape e | si x> 0ety >0
g(z,y) =0 ,si z<0ouy<0

OnaP(Y < X) = [ [, Aue e *dady

ou A est tkfiniparz >0,y >0,y < x
On en @duit

+o0 T
PY <X) = / )\e_’\"”dx/ pe Mdy
0 0

A oo
_ |:_e)\x + _e(A+u)x1
A+ p 0
A
= 1- "
A+

SousHo p=XNP(Y < X)=py=1—3 =
SousH, p=9NPY <X)=p =1- 35 =

(b) Pour chaque couple d'observations, deégultats sont possibles(Y <
X), de probabilié P ou (Y > X) de probabilie 1 — P. Soit Z la variable

1
2
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Solutions

associant 10 couples d’observations ipendants le nombre désultats
(Y < X).

OnaX ~ B(10, P)

SousHy, on aZ ~ B(10, %). Cette distribution est en cloche sgtrique par
rapporta la valeur 5.

SousH,, on aZ ~ B(10, %o). Cette distribution estés dissyratrique et a
pour module la valeur 9.

Il est clair que c’est I'observation d’'une valeélevee deZ qui conduita
choisir 4;.

On construit donc un test dé, contreH, unilatral, avec domaine de rejet
a droite.

Ona.:

Puy(Z =10) = (3)" = 5z
Py (Z =9) = Chy (1) = 112,
PHO(Z = 8) = C?o (%)10 = %
Puy(Z =T)=Cl (3)" = &
On en @duit :

Py (Z > 8) = 225 ~ 5.47% < 6%

Py, (Z >7) = % ~ 17.19% > 6%
D’ou le test : au niveau 6%, I'observation d’'une valeufdgl, 2, 3,4, 5,6, 7}
conduita rejeterH, pour choisirH

La puissance du test correspoada probabilié de choisirH,; avec raison.
C’estdonc :

Pu (Z>8) = Py (Z=8)+Py(Z=9)+Py(Z=10)
9\* /1) 9\® /1 9\"
= (1) (1) +(3) (1) + (i)
QIR
10/ [100 " 100 " 100
0.4305 x 2.16
93%

Q

Q

5. SiT est une variable de loi uniforme sjix, 2], elle admet pour densit

t— 1, site0,2]

fT:{tHo , sitg{[g,g}

et pour fonction deépartition

t—0, sit<0
Fr:¢ t—1%, site]0,2]
t—1, sit>2
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(a) Soit F, la fonction de epartition del/. On peutécrire :

F,t)=PU<t) = 1-PU >1)
= 1-P(X>tNY >1)
= 1-P(X > t)P(Y > t) (variables inépendantes)
= 1-(1-P(X <t))1-PY <t)
1— (1 - Fx(t))(1 — Fy (1))

X etY ont méme loi quel’, on en @duitF, et f,, :

2

t— 0 , SIt <0
Fy:{ t1—-(1-14)7%, site[o,2]
t—1 , Sit>2

et donc
[ t—0 , sit¢0,2]
fU'{ t—1-1L  site]0,2]
(b) Soit Iy la fonction de epartition del’. On peutécrire :
Fyit) =PV <t) =PX <tnNY <t) =PX < t)P(Y < t) =
Fx(t)Fy (t) = F£(?).
On en @duit Fy, puis la densi fy :
t—0 , sit<0
FV:{ tr—>% , Site|0,2]
t—1 , sit>2

et donc _
b t—0, sitg]o,2]
Vit L, sitelo,2]

(c) Les variablesX etY ayant néme loi quel’, ona:

E(X) = E(Y) = E(T) = /7wz{ﬁr:1
E(X?) = E(Y?) = E(T?) = / L [f”r:g

V(X)=V(Y) =V(T) = E(T%)-EXT)=;-1=1

bar-hen.net



190

Solutions

(d)

Les variablesX et} étant inépendantes, le coup(&, Y') a pour densé g

telle queg(z,y) = fx(z)fv(y). D'ou:
.{@wwﬁi,SN%wémﬂP
I (z,y) =0, si(z,y) €10,2] x [0,2]

Si F; est la fonction deépartition deZ, on a :

Ft)=P(X -Y <t)= // _tg(x,y)dxdy

Quatre cas sor#t envisager :

t < —2 Fy(t) =0carg(z,y) = 0 surle domaine d’irggration
—2<t<0 Fp(t)=3xi@+t)?=3+L+1L
0<t<2 Fpty=1(4-1te-t?)=1+L-1C
t>2 Fy(t)=1

On obtient la dens#t f, par cerivation :

t—0 , Sit< —2o0ut > 2
fz: tH%—f-%, SltE[—Q,O]

t—1—1, sitel0,2]

On a clairementV = | X — Y'|. Si I}y est la fonction deépartition delV,
ona:

e Sit <0 Fw(t)=P0

e Sit>0,Fy(t)=P(-t<Z<t)=P(-t < Z <t)=Fy(t) — Fz(—t)
o$0§t§25ﬂ®:%+§—%—<%—§+%>:t—§
Par cerivation, on obtient la dengitfy; :

fur - t—0 , Sit¢[0,2]out > 2

Volte 11—t site0,2]
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Chapitre 7

Fonctions de plusieurs variables
aleatoires

On consi@re une exgrience aatoire€ a laquelle est assd@® une variable ahtoire

a valeurs dan®", c’'esta-dire un ensemble de variablegatoiresa valeurs eelles :
(X1, X, ..., Xn).

Si, par une fonction nuérique ¢, définie sur 'ensemble des observables, on fait cor-
respondre une éalisation(z, xs, . . . x,) son imagez = ¢(x1,xs, ... x,), On peut dire
gue lI'experience a entiiaé I'observation de et consi@rer cette valeur comme une va-
leur particulere d’une variable &hatoireZ. Cette nouvelle variable est ditenction des
variables akatoires(X, Xs, ..., X,,) et on la repesente paZ = ¢(X;, Xo, ..., X,).

Exemple 7.1 A I'expérience est assod le couplg X, Y). La réalisation de€ entraine
I'observation(X =3NY =5)

La variable a pris la valeur
somme : J=X+Y z2=28
moyenne: Z = (X +Y) z=4
difference: Z=X-Y z=-2
quotient : zZ=2 :

La connaissance de la loi de probakilite chacune des variables, -, . . . x,,) ne sulffit

pas, sauf dans le cas de I'ijgendance, pourederminer la loi deZ. |l est clair en effet

que I'on doit tenir compte de la poadation de toutes les associations de valeurs possibles
conduisant au #me Eésultatz. C’est donc seulemeatpartir de la loi de la variabl@, va-

leurs dan®", (1, xs, . . . x,), que I'on peut éterminer celle d& = ¢( X, Xo, ..., X,).

Le but de ce chapitre est de montrer commetedniner cette loi, dans les cas les plus
usuels, et de donner un certain nombre&iltats gréeraux.

Esperance

Pour faciliter les @monstrations udtrieures, on noteraed maintenant que, comme pour
les fonctions d’une variable @toire €f. chapitred), il n’est pas @cessaire de conttee
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la loi de la variablep(X;, X, ..., X,), pour calculer son egpance : la loi de la variable
(Xl, Xo, ..., X,) avaleurs danR" sulffit.

A condition que I'esprance de la variablg = ¢(X;, Xs, ..., X,) existe (probkmes
possible de convergence) :

e SilesvariablesX;, X5, ..., X, ) sont discetes, il est facile de montre@galié :

-----

e Silafonction(X;, Xs, ..., X,) admet une dengty, on a, pour les fonctions "raison-
nables”¢ utilisees dans la pratique (fonctions mesurables) :

E(Z) :// Oz, 29, ... x0)g(x1, T2y . .., xy)dey ey . .. day, (7.2)
Rn

On notera la gréralite de ce formalisme. En particulier, pour un couple Y), de den-
site g, et des dendgits marginaleg; (pour X) et f, (pourY’), on peut utiliser la fonction
¢ : (z,y) — x qui définit la variableX = ¢(X,Y’). On obtient :

B0 = [ [ otepale ey

= // zg(z, y)dzdy
+;R; +oo

=/ xdx/ g(z,y)dy
o e

= /_OO zfi(z)dx

Variable somme

Soit la variableZ = X + Y. On se propose determiner sa loi de probabiit partir de
celle du coupld X, Y)

couple de variables disetes

Dans ce cas, ladédermination de la loi de la variable somme est, eregal, ai€e. Elle
s’appuie sur I'axiome des probabditotales. On peut l'illustrer sur deux exemples :

Exemple 7.2 (voir exemple6.1) Soit un couple(X,Y’) dont la loi de probabilié est
donre par le tableau ci-dessous :

X
% 1123
1 O| %|%
2 %| 0| %
3 %|%|O
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1 1 1
]P’(Z:3):P(leﬂY:2)+IP(X:2mY:1):6 5=3
1 1 1
]P’(Z=4):P(leﬂY:?))—i—]P’(X:SﬂY:l):6_1_6:5
1 1 1
]P’(Z:5):IP’(X:2mY:3)+IP>(X:3mY:2):6 573

D'oulaloide”z

s |4]5]6]
P(Z=z)|%|%|%|

Exemple 7.3 (voir exemple5.2) Soit un couple X, Y’) dont la loi de probabilies est
donre par le tableau ci-dessous :

X

v 1123
1 % |%|%
2 | %|%|%
3 |%|%|%

Par le meme raisonnement que dans I'exempledgpdent, on obtient :

zi 2|3[4|5]6|
P(Z==) %[ %% %%

On remarque que, bien que les variahlegt Y aient néme loi dans les deux cas (voir
chapitre6), dans un cas il y a irgbendance et dans l'autre il y &mkendance, diola
forme differente de la loi d&X + Y.

Couples de variablesdensié

Soit g la densié d’'un couple( X, Y'). Pour ceterminer la loi de la variablg = X + Y,
la méthode @rérale est de&terminer sa fonction dé&partition surZ. On a

F(t) = P(Z<t

P( )
= //Dg(ﬂf,y)dxdy

ou D est le domaineé&fini parx + y < t.
Dans la pratique le calcul d'un telle agrale double est relativement simple.
Par cerivation deF’, on obtient la densit f de Z.
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Exemple 7.4 On se propose deatierminer la densé de probabilié de la somme de deux
variables akatoires inépendantes, de@me loi exponentielle de paratne A (A € R?)
La premere variableX a donc pour denst :

x—0 , Sz <0
f.
"z e | siz >0

La deuxeme variable” a pour densi

— 0 , Sly <0
£y Y Yy
2l y— Ae M, siy >0

A cause de I'inépendance des deux variables, le coypleY’) a pour densi :

| (z,y)—0 , Six<Oouy <0
g (z,y) — N2e @) siz >0ety >0

SoitZ = X + Y, de fonction de&partition F’ et de densé f. On a :
F(t) = P(Z<1t)
= // g(z,y)dzdy =0, sit <0
D

= // Ne 2@t dedy, sit > 0etA: {z >0,y >0,z 4y <t}
A

t t—x
= / /\e_’\”"dm/ e Mdy
0 0

t
_ )z Ay t—®
= /0 e Mdz [—e y]o
= 1—e M- \e ™

D’ou la fonction de epartition deZ :

re t—0 , Sit<0
"l t—1—e M- e ™M | sit>0

On en c&duit la densi de” :

Iy t—0 , Sit <0
) t— Mte ™ | sit>0

On peut noter qu’il egpossiblede ceterminer plus directement la dergsjtde la variable
X +Y, apartir de la dengétdu couplg X, Y).
Dans l'integraleF () = [ fx+y<t g(x,y)dzdy, on peut faire le changement de variables :

{ v== @{ r=u deJacobier{ 1 0':1
v Y Yy=v—1u -1 1
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Et donc

F(t) = //th(u,v—u)dudv

t +oo
= / d’u/ g(u,v —u)du

OrF(t) = [*_ f(v)dv. Onen @duitf(v) = ["> g(u,v — u)du.

—00

En remarquant que le changement de variables

u=x+y
v=y

aurait conduita f(u) = fj;o g(u — v,v)dv, on peut conclure que la derssif de la
variableX + Y est donge par les relations

£(t) = / gt — ) = / gt — )y (7.3)

o — 00

Exemple 7.5 (suite de I'exempl&.4) On aurait puécrire directement :

+o0
ft) = / g(x,t —x)dx

o0

Or g(z,t — z) # 0 seulementsi > 0ett —z > 0= 0 < x <t. Donc

Pourt <0 , f(t)=0
t ¢

Pourt >0 , f(t)= / A2eMeHt=a) gy — /\26_’\t/ dz = \te ™
0

0

Somme de variables

La determination de la loi de probab#éitd’'une variable somme devariables &atoires
(n > 2) se fait en suivant les @mes principes que ceux qui viennenétte expoés
pour un couple. Seul le formalisme devient plus comg@igOn obtient donc legsultat
Suivant :

Théoreme 7.1 Si les variables @atoiresX, X,, ..., X, ont des esprances, la somme
de ces variables a pour espance la somme des é&pnces de chacune d’elles.

On va cemontrer ce teoeme dans le cas d’'un coup|&’,Y) de densi g, de densis

marginalesf; et f,. La démonstration est similaire pour un couple discret.
On peut les @montrer pour. variables, directement ou, plus simplement, gaurrence.
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On a, d’apes, I'equation7.2:

E(X+Y) = //RQ(x—Fy)g(x,y)dxdy

= // wg(w,y)dmder// yg(,y)dzdy

R2

+o00 +o0 +oo +oo
:/ xdx/ xydy—l—/ ydy/ g(x,y)d

= / zfi(x )dx—i—/ yfa(y)dy  voir chapitre6
= E(X)+E(Y)
On note que ceasultat suppose seulement I'existence deéresees.

Théoreme 7.2 Siles variables @atoiresX, X5, ..., X, ont des variances et soindependantes
la somme de ces variables a pour variance la somme des variances de chacune d’elles.

On va cemontrer ce thoeme dans le cas d'une cougl¥,Y') de densi g, de denskis
marginalesf; et f,. La démonstration est similaire pour un couple discret.

La géréralisatioman variables est facile.

On poseE(X) = u1, E(Y) = pe. On remarque que les és@ances existent puisque les
variances existent. Onl&(7Z) = p; + o, d'apres le tleoeme7.1

D’apres I'équation’.2, on peutecrire :

VX +Y) = E((X+Y — u — p2)?)
= //RHy p — p2)?g(x, y)drdy

= [ [ e mrote i+ [ [ 0= ote sy

+2 / /]Rz (# — 1) (y — p2)g(x, y)drdy
= /+OO($ — n)*de /+OO g(z, y)dy + /+Oo(y — pi2)?dy /m g(z,y)dz

T bacoux.Y) - N
+o00 +oo
_ / (2 — )2 (2)de + / (y — 1) F(y)dy + 2COV(X, Y)

D’ou une prengre relation gréerale :
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) (7.4)

Si les variables sont irgghendantes, alors C@V, Y') = 0 (voir chapitreb) et le treoeme
estcemonté : V(X +Y) = V(X) + V(Y).

Par rapport au #soeme7.1, on remarque lagécessi de I'independance (ou au moins de
'annulation de la covariance).
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Exemple 7.6 (suite des exemplés2 et 7.3) Dans ces deux exemples, les variablest
Y ont méme loi (voir chapitrés : P(X =) = P(Y = j) = Yz pouri,j = 1,2,3). On
en ceduit :
1
E(X)=E(Y) = z(1+2+3)=2

V(X)=V(¥Y) = S(1+0+1)=

[GVIN )

Dans I'exemple’.2, on a:

1
EX+Y) = §(3+4+5) =4=E(X)+E(Y)
1 2
VIX+Y) = g(0+1+0) =3 #V(X)+ V()
Le theoreme7.1 est \erifie, mais pas le toreme7.2, a cause de la@pendance entre les
variables.

Dans I'exemple’.3, on a:

E(X+Y) = %(2+6+12+10+6):4:IE(X)+E(Y)
V(X +Y) = :%(4+2+0+2+4):§:V(X)+V(Y)

Le threoreme7.1est toujours @rifie, ainsi que le thoreme7.2a cause de I'inépendance
des deux variables

Exemple 7.7 (suite de 'exempl€.4) Les variablesX etY ayant néme loi,on a:

oo —+oo ]. oo ].
B0 =E(0) = [ deede= [ae ] 4 [T e

0 A
+o0 oo 2 400 9
E(X?) =E(Y?) = / Aee Mdr = [—ae ] T+ —/ e Mdr = —
0 0 A 0 A2
2 1 1
V(X)=V() = ¥ E "

On en @duit, ce qu'il est facile deérifier :
E(X+Y) = E(X)+E{Y)= ; (théoreme7.1)

VIX+Y) = VX)+V() = (theoreme?.2, a cause de 'inépendance)

2
A2
Théoreme 7.3 Siles variables\;, X,, ..., X, sontdes variablesormales®tindépendantes
la somme de ces variables est une variable normale, ayant poérasge la somme
des esprances de chacune d’elles et pour variance la somme des variances de chacune
d’elles.
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La dernere partie de ce #foeme est dja donree par les tboemes/.1et7.2. L' élement
nouveau concerne la forme de la loi. Cédleme peut se@montrer pour deux variables
puis, par écurrence, pout variables.
Pour simplifier Iecriture, on va @montrer ce teoreme dans le cas de deux variables
normales cenées et edulites.
SiX ~N(0,1) etY ~ N(0,1), laloi du couple est dorenpar la densi

1 (-ie2n®)

ngwHZf

Si f estla densé deX + Y, elle est donée par la relatiorr.3:

+001

o= [ Lo,

oo 2T
D’ou

+oo
) = — [ elhestonmg

On change de variablery/2 — \/% =u=dr= 3—% On obtient :

f(t) = ie(_§) /+O°€(_u22)%

_ L (-shep)

Car [© %e<_§)dx On a donc

o0

X +Y ~N(0,2)

Théoreme 7.4 (théoreme de la limite cenée)

Soit une suiteX;, X,, ..., X,,... de variables aatoiresindépendantes et deéme
loi. On cesigne paru leur esg@rance commune et leur variance commune. La loi de
probabilite de la variableS,, = >~ | X; tend vers une loi normal&/(nu, no?) lorsque
n augmente ingfiniment.

Il faut noter queE(S,,) = nu etV (S,) = no? sont des corexjuences deséoremes?.1
et’.2
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On admettra ce #oeme que I'on utilisera plus loin. || met egvidence I'importance

de la loi normale qui appaitaainsi comme loi asymptotique dans un certain nombre de
mockles probabilistes.

Cette convergence en loi permet, si I'on dispose d’'un nombre de variables suffisamment
grand, d'utiliser la loi normale comme loi de la varialie méme si on ignore la loi
commune des variableX;. Le seul probtme est de savoi partir de quand on peut
utiliser cette approximation. Un usage est de chaisir 30. Il est cependant clair que si

la loi des variablesy; s’écarte beaucoup du melé gaussien, la convergence sera assez
lente : 'exemple de la loi binomiale incitela prudence.

Applicationa la loi binomiale

Soit une exprience aatoire& constitle den experiencese, es, .. ., e, identiques et
indépendantes.

Au cours de chaque egpiencee; on peut observer uavenementA de probabilié P, ou
son contraired de probabilie@ =1 — P.

Si Z est la variable qui assoc#& le nombre devenementsi que I'on peut observer, on
sait queZ suit une loi binomiale3(n, P).

Supposons maintenant guthaque ex@riencee;, on associe une variablg; qui prend

la valeur 1 si4 se €alise ou la valeur 0 sl ne se ealise pas. Une telle variable s’appelle
l'indicatrice de I'evenementA.

Ona:

On en cduit :

E(X;)) = 1P+0Q=P
V(X;) = (1-P)P*P+(0-P)’Q=QP(P+Q)=PQ
La variableZ appardt alors comme une variable sommerdeariables inépendantes et

denémeloi:Z =3%"" X,
On deduit du tleoeme7.1:

On déduit du tleoeme7.2:

V(2) =) _V(X) =nPQ

Enfin le treoeme de la limite cenée permet dcrire, poum suffisamment grand :

Z ~ N (nP,nPQ)
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CGenreralisation ;: combinaisons l@aire de variables

A un ensemble de variablestaltoires( X1, Xs, ..., X,,), a valeurs eelles, on peut plus
géréralement associer un variable :

Z:a1X1+a2X2+---+aan OZZ'ER

On supposera, par la suite, I'existence de l&gpce et de la variance de chacune des
variables.
Le theoreme7.1permet décrire :

E(an Xy + Xy + - + 0, Xy, = E(an X)) + E(an Xs) + -+ + E(a, X)
et d'apes le tleoeme4.2:
E(an X1 + aeXo + - + 0, X, = E(Xy) + aE(Xy) + - + 0, E(X,)  (7.5)
Si les variables sont irfgghendantes, le @oeme7.2 permet décrire :
Vin Xy + o Xo+ -+ an Xy, = V(g Xy) + V(ae X)) + -+ - + V(a, X))
et d'apes le tleoeme4.2:
V(g X1+ aeXo + -+ 0, X, = &2V(X)) + adV(Xy) + - - +a2V(X,)  (7.6)

Si enfin les variables(;, X5, ..., X,, sont des variables normales et @épendantes, les
variablesy; X, as X, . . ., o, X, sontincependantes et normales d’'apie tleoemes. 1.
Le theoeme7.3 permet d'affirmer que la variableés = o X; + @ Xo + - + ,, X,
est encore une variable normale dont I'exgnce et la variance sont d&as par les rela-
tion7.5et7.6

Ces quelques remarques ne sont pas exhaustives. On ne doit pas oublier que, quelle que

soit la loi d’'une variableX;, on sait @terminer la loi de la variable; X; (multiplication
par une constante, voir chapitfg; on peut donc envisager d’autres natek.

Variable diff erence

Soit un couplg X, X») et soir la variableZ = X; — X5. Une telle variable est utilee
dans certains tests. On peut co@s@ 2 comme une combinaison Baire deX; et X,
avec les coefficients-1 et —1.

On peut don&crire, en posart(X,) = p1, E(Xs) = po, V(X)) = 02, V(X,) = 03 et
en appliquant lesasultats pecedents :

E(X) — X3) = E(X1) — E(X2) = 11 — po
Dans le cas de l'ingpendance :

V(X1 — X5) = V(X3) + V(X,) = 07 + 05
Dans le cas de variables normales e€jpendantes :

X1 — Xy ~ N (1 — pia, 07 + 03)
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Variable moyenne

A un ensemblgX;, X, ..., X,) den variablesa valeurs eelles, on peut associer la
variablem = = >~ | X; appeée variable moyenne. En fait cette variable est obtenue en
multipliant la variable somme par la constalﬁ;te

Cas d’'um-échantillon

Un cas particulier s important dans la pratique est celuiesn variables sonihdépendantes
et de n@me loi On parle alors d’'um-échantillon et on ésignera la moyenne par le sym-
boleX = 13" X,

On appellera moyenne empirique la valeur prisedorsque I'exrience estéalise ;

il s’agit de la moyenne arithatique des observatioas= + >~ | Xu;.

La variableX peutétre consiéree comme une combinaisonéiaire des observatiak;
avec des coefficients toégauxa%. Comme les variableX; ont méme loi, on pose pour
touti : B(X;) = u; etV(X;) = o7, et on ceduit des formuleg.5et7.6:

(7) Zz 1E( ) % np =
{ V(X)=1 S V(X,)=Lno?=2 (7.7)

La variableX a donc pour esrance I'esprance d’'une variable mais elle est beaucoup
moins disperse. -

Il résulte du tBoeme7.3 que si les variableX; suivent une loiV (i, 0%), alors X suit
une loiN (u, %)

Enfin, méme si on ignore la loi suivie par les variabl&s, le theoeme central limite
(combire avec le teoeme4.1) permet d’affirmer que la loi asymptotique de la variable
X est une loiV (,u, "—;) ; en fait cette loi est utilise pratiquement pour > 30.

On comprend ainsi lirérét de la variableX pour construire des tests d’hypétes
concernant le paragtre ...

Application a la loi binomiale

On a paré pcédemment de la variablg, obéissanta une loiB(n, P), associant
I'expériencef le nombre déveénementsA que I'on peut observer. On a vu que cette
variable pouvaittre consiédrée comme la somme devariables indicatricex(;.

Soit maintenant la variablé), associana £ la proportion dévenementsi que I'on peut
observer sur les résultats. On a:

7 1 -
W a2 X=X

Cette variable est la moyenne deariables inépendantes de deéme loi. On en dduit
V(X,) _ PQ

n n

E(X) =E(X;) = P; V(X) =
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Enfin, pourn suffisamment grand, on aura
()
n

Exemple 7.8 Soit X une variable normale d’egpanceu et de varianceg:. On se pro-
pose de construire au niveau de S&artir de la moyenne de 10 variables, emkndantes
et de néme loi queX, un test de I'hypothase;, = 100 contre I'hypotlesey = 90 et de
calculer la puissance de ce test.

Soit X la moyenne de 10 variables iependantes de loV (y, ).

On en éduitX ~ N (p, &)

SousH, : X ~ N(100, 10)

SousH, : X ~ N(90,9)

Les faibles valeurs d& étant plus probables sou$, que sous,, on construit un test
unilateral avec domaine de rejet dé, a gauche. Au niveau 5% les valeurs qui conduisent
arejeterH, sont les valeurs d& inférieures otegalesi : 100 —1.645v/10 ~ 94.8. D'oul

le test : si on observe une valeur dé sugerieurea 94.8 on choisitH, ; si on observe
une valeur deX inférieure ouégalesi 94.8, on choisif{;.

La puissance du test est la probalélide choisirH; avec raison. SoiZ ~ N(0,1). On
a:

_ 94.8 — 90
7 =Py (X < 94.8) :IP’(Z< =t

=P(Z <1.60) ~ 94.52%
< @) (£<160) 0

Variable produit

Soit (X, Y) un couple de variables&toiresa valeurs gelles. La variableg = XY est
la variable produit deX etY'. La determination de la loi d¢/, dans le cas d’'un couple
discret, ne pesente pas plus de difficék que dans le cas d’'un couple de déngitSi F’
et f sont respectivement la fonction departition et la densitdeZ, on a :

F(it)=P(Z <t)= //Dg(x,y)dxdy

ou D est cefini parzy < t.
On effectue le changement de variables :

{u:x @{x if deJacobier{ 1U
v =1y y=3 —z

e // oo
_ / dv/ é, dhu

gl O

On en c&duit :
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D'od f(t) = ' g (u, £) du, que Ponécrit :

+oo +oo
ft) = / %9 (:10 é) dr = / ﬁg (y, 5) dy (7.8)

U=2x
S. 4

La deuxemeégalie provenant du changement de variabl{

Théoreme 7.5Si les variables d@atoires X, X, ..., X,, admettent des eépance et
sont incdependantes, le produit de ces variables a pouéesipce le produit des eépances
de chacune d’elles.

On va cemontrer ce teoreme dans le cas d’'un coup|&’, V) de densi ¢, de densis
marginalesf; et f,. La démonstration pour un couple discret et kngralisationa n
variables est aée.
On a, d'apes7.2:

E(XY) = //RQxyg(fE,y)dwdy

- / oy i) foly)dodly
+00 +o0

— / o fi(x)dz / yfo(y)dy
= E(X)E(Y)

Variable quotient

Soit (X, Y) un couple de variables&dtoiresa valeurs eelles. On peut lui associer la
variable quotientZ = .

Les lois de Student et de Fisher-Snedecor séfihiksa partir de variables quotient.
Comme plus haug titre d’entrdnement, on va&terminer la dengitZ dans le cas d’'un
couple de denditg. Si I et f sont respectivement la fonction departition et la dengit

deZ,ona:
F(t):P(é <t) ://Dg(x,y)dxdy

ou D est cefini par? < t.
On effectue le changement de variables :

{UZ? 4:){ e deJacobier{
v=y y=v

Y =0
11=

o <

On en aduit :
F(t) = // g (uv,v) |v| dudv
vu<t

t +oo
= / du/ |v|g(uv, v)dv
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D'ou f(t) = [ |v|g(tv,v)dv, que l'onécrit :

+oo

ft) = / lylg(ty,y)dy (7.9)

o0

Variable variance

Soitun ensembléX;, Xs, ..., X,,) de variables &atoiresa valeurs dan®, independantes
et de néme loi.
A un teln-échantillon on a éja assod la variableX = % >, X, laréalisation d'une
experience entrime I'observation dune valedr = %Z?:l x;, moyenne empirique des
mesures.
On peutégalement associarcen-échantillon la variable variancefinie par :
2 1 - \2
==Y (X;-X)

n <
=1

La réalisation d'une exg@rience { mesures) entiae I'observation d'une valeur d¢ :
52 = % > (z; — T)* appeke variance empiri_que des mesures.

La variableS?, ainsi d’ailleurs que la variabl&’, sera souvent utilee par la suite. On
peut remarquer qu’elle peutégrire :

1 & — =2
S22 = = X2 92X, X+ X

n§;< +X)
1 — 2X — 1 —

= - X228 X+ -nX
n XS X
1 <& —2 =2

= =N "X2_9o9X°4+X
n 2 X2
ni:l '

La determination de la loi d&? sera @velop@e ulérieurement. Cependant on a assez
d’élements pour gterminer son egrance :

1 < —
DT
n 4
=1
Or en posanE(X;) = p etV(X;) = 02, on aE(X?) = u? + o?

EtE(X) = uetV(X) = o%, onaE(X ") = pi* + %,
(on utilise le fait que pour toute variabte: V(Y) = E(Y?) — E*(Y))

E(S%) = E
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Il en résulte

= o (7.10)

Inégalite de Schwarz

Soit (X, Y) un couple de variablesé&dtoiresa valeurs eelle. On @finit la variableZ =
X +)Y,avech e R.Ona:

E[(X +AY)’] = E(X? + VY2 4+ 20XY) = NE(Y?) + 2)E(XY) + E(X?)

Il est clair queE [(X + A\Y)?] > 0, VA € R ce qui implique que le discriminant du
trindme du second degren \ est forément egatif ou nul. D'l A’ = E*(XY) —
E(X?*)E(Y?) <0;etdonc:

E(XY)| < VEXDE(?) (7.11)

Applications

On peut appliquer I'iegali€ de Schwarz au coupl&’, Y’) ou X’ etY’ sont les variables
centeesX' =X —ux,Y' =Y — uy :

(XY < /E(X?)E(Y")

Si on remarque qUB(X'Y’) = Cov(X,Y), E(X"?) = 0% etE(Y’?) = o7, on obtient :
Cov(X,Y)

0x0y

E

D’ou la propréte du coefficient de coetation deX etY (voir chapitred) :
-1 <pxy <+1

On note qudpxy| = 1 correspond au cal’ = 0; il existe alorsunevaleur), (racine
double du triime du second degren)) telle queE([(X’ + AY”)?] = 0, ce qui signifie
que la seule observable de la varialile+ )\ Y’ est la valeur 0. On enadluit X’ = \Y”,
c'esta-dire

X =px =Y —py)

X etY sont liees par une relation fonctionnelledaire (voir chapitre).
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Exercices

1. On césigne paX etY deux variables &atoires in@pendantes, ayant chacune une
loi de Poisson de paragtres respectifs et ..

(a) Calculer laloi de la variablgy = X +Y
(b) Déterminer la loi conditionnelle d& sachant queZ = n.

2. On consi@re deux variables @htoiresX etY’, independantes valeurs dani, et
de densiés de probabilé respectives :

fy x—0 , Siz <0
X'l z— e ™ | siz>0

fy y—0 , Sily <0
YUl y pe siy >0

ou )\ ety sont deux paraetres eels strictement positifs.

(a) Soit la variable a@atoirel/ =Y + X. Calculer I'esgrance et la variance de
U, puis ceterminer sa densitde probabilit ;

(b) Soit la variable @atoirel’ = Y — X. Calculer 'esg@rance et la variance de
V, puis ceterminer sa deng&tde probabili.

3. Soit (X, Y) un couple de variablesédtoiresa valeurs eelles. montrer la rela-
tion: CoMX,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

4. On consi@re deux variables @hatoiresa valeurs eelles, X etY’, independantes et
de méme loi; cette loi esté&finie par la densit de probabilé :

f-{ t—0 , sit<0
1 t—et, sit>0
On c&finit les variables &atoired/ = $(X +Y) etV =
(@) Calculer I'es@rance et la variance déet deV'.
(b) Déterminer la dengitde probabili deU.
(c) Déterminer la densitde probabilé del .
5. Soit (X,Y") un couple de variablesé&dtoiresa valeurs eelles, de dengtde pro-

babilte |
S @y = 20 -2*—y?) , si(z,y) €D
T @y =0 , si(ey) ¢ D

ol D est cfini par 22 + % < 1

(a) Calculer,a partir deg(z, y), 'espérance et de la variance dé En céduire
I'espérance et la variance dé.

(b) Déterminer les dengs de probabilés deX et deY'.
(c) Calculer la covariance d& etY'. Ces variables sont-elles iapendantes ?

(X —Y)

1
2
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(d) Soitla variable @atoireZ = X?2+Y?2. Calculer son esggrance et éterminer
sa dens# de probabilit.

6. Vous aveza cecider si la concentration d’'un certain produit est fisée dans
une solutionA que dans une solutioR®. Des dosages, effe@aa cet effet, ont
donre les Esultats suivants :

Solution A: 12.8;13.1;13.3; 13.6; 13.8; 14.1 mg/litre
Solution B : 11.8;12.2;13.2; 13.4 mg/litre

On admet que leasultat d’un dosage est la valeur d’'une variabéatdire normale
dont I'esgerance est la concentration du produit dans la solution choisie et dont
I écart-type, pour la technique eéqimentale utili€e, estegala 0.6 mg/litre. On
admetegalement que tous les dosages sont efésctie marire independante.

moyennes des deukses de esultats.
A quelle conclusion conduirait un test de la somme des rangs ?

7. Soit X une variable @atoire d'espranceu et de variance? = . En utilisant la
moyenne de: variables inépendantes et de@me loi queX, on veut construire un
test de I'hypoteseH, : u = 64 contre I'hypotleseH; : n = 49 avec la condition
suivante : les risque de preene espce et de deugime espce sonégaux et valent
au plus 1%.

Quelle est la plus petite valeur qu'il faut donrget ? P€ciser, pour cette valeur, le
niveau et la puissance du test ainsi que les intervalles d’acceptation et de rejet de
H().

8. A une experience€ sont assoéies deux variables &toiresX et Y, a valeurs
réelles, inépendantes.

X estde loiN (a, (0.4)%) etY de loi (b, (0.3)?). Construire, au niveau 5%, un
test de I'hypotlese "H, : a = b” contre I'hypothese "H, : a < b", a partir d’'un
ensemble de 100 egpences indpendantes et identiquas . Calculer la puissance
de ce test dans le cas hypotheése alternative crit: "H; :a = 0.15"

9. Soit X une variable a@atoire,a valeurs eelles, qui suit une loi exponentielle de
parangtre \ ; on rappelle queX admet pour esggrancey, et pour variancé)z.

En utilisant la moyenne de 400 variables épéndantes et de@me loi queX,
construire, au niveau 1%, un test de 'hypidbH, : A = 2 contre I'hypotlese
Hy : \A=25.

Calculer la puissance de ce test.

10. On désigne patZ,, une variable @atoire @finie comme la somme des dasrden
variables normales, cepts, eduites et indpendantes.

(a) Démontrer quez,, a pour esprancen et pour variancén.
(b) Déterminer la dengitde probabili de la variableZ,.
(c) Déterminer la dengitde probabilé de la variableZ,.
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10 Solutions

1. SoitZ = X + Y. Onaclairemenf(Q2) =N

@Z=n=X+Y=n=X=0nY =nUX=1nY =
n—1U---UX=nnY =0)=U,_[X=knNY =n—k)
Les differente€ventualiésétant incompatibles, on peétrire :

=Y P(X=k)N(Y =n—k)
k=0

L'indépendance d& etY implique :

P(Z=n) = sumj_P(X =k)PY =n—k)
n Ak n—k
= Zeik_leiﬂ - l
—~ k! (n—k)
— —(Ap)
EZMHR
—(A+p) | P
- Z k!(n >‘
_ e%w)M
B n!

Z suit une loi de Poisson de paratre\ +
Pix= —n
(b) Vn e N :P(X:k]Z:n):%
Il convient de remarquer qUE((X = k)N (Z =n)] =P[(X = k)N (Y =
n — k)|. Lindépendance des variabl&setY permet alors dcrire :

Kl (n—k)!
Finalement :
n! e A\FeHynk
PX =k|Z = =
X =HZ=n) = T =k
_ )\k,un—k:
A+

- Oﬁ(uiu))k(uim)n_k

La loi conditionnelle d& X |Z = n) est donc une loB <n, (Ai@)
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2. On reconnd deux lois exponentielles de paratres respectifs et y.

1 1

E(U) = E(X) +E(Y) = X + ;

VU) = V(X)+ V()= % + i car variables indpendantes
1 1

E(V) = E(X)-E(Y)=y-

V(V) = V(X)+V(Y)= /\12 + i car variables inépendantes

(a) On détermine la fonction deepartltlonFu
F,t)=PU<t)=P(X+Y <t)= // g(x,y)dzdy
<t—zx

Les variable€tant inépendanteg(x,y) = f.(z)f,(y) donc:

g(z,y) = Ape e M siz > 0ety >0
g(x,y) =0 , siz <0ouy <0

On en cduit :

Fy(t) =0sit <0carg(z,y) = 0 surle domaine d’irégration

Fy(t) = //)\ue_me_“ydxdy pourt > 0
5

t t—x
= / e Mdz / pe Mdy
0 0

t
= / e M [1— e ] do
0

t t
= / e Mz — )\e_“t/ =N dy
0 0

Premiercas :\ = pu
F,(t)=1—e™ = Xe™
D’ou la densié :

fu t—0 , Sit<0
U t— A2te ™ | sit>0

Deuxieme cas :\ #

F,(t) = 1—e— P )\e_“t [ex(” ’\)}g
- 1— 6—/\t . A G—At + Le—ut
w— A = A
e ut ,ue—)\t
=1
T
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D’ou la densig :

o+ {

t—0

t—

A

n—A

(67,\15 _

e’“t) ,

, Sit<0

(b) On cherche determiner la fonction deepartitionFy,

Sit>0

Fpt)=P(V<t)=P(X -Y <t) = // g(z,y)dzdy

On distinguera deux cas :

/ / e e M drdy
D
+o00 y+t
/ e Hdy / e Mdx
0 0

/+OO pe M [1 _ e*/\(ert)} dy
0

+00 “+o0o
/ pe Mdy — ,ue_M/ e‘y(““‘)dy
0 0

t>0

Fy(t)

Fy(t)

) N —y(pt+A) ] T
+ pe
: { pt A ]
Y
1————e¢
A A

+o0o y+t
/ e Mdy / e Mdg
0

pe M 1 —e >\(y+t)} dy

3

/

0

[~ )T+ e [
wto_ _H
A+ A

et <1 —

A
A A

et

0

e Y(utA)
A+ A
e—At—i—(u—i—)\)t
)
p+ A

|

—+00

—t

+o00 +o0
/ pe Mdy — pe” t/ e’y(’”)‘)dy
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D’ou la densié :

t— A“e M st >0

A t .
t— =Eett | sit<0
fV' pAA
A !

Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)]

(XY — uxY — py X + pxpey)

= E(XY) — puxE(Y) — iy E(X) + pxpy
(
(

I
&=

|
&

XY) — pxpy — pypix + pxfly
— E(XY) - E(X)E(Y)

Si les variables sont ifpendanteE(XY) = E(X)E(Y) etdonc CoyX,Y) =0
4. (a)

E(X)=E(Y) = /foo tf(t)dt = /;Oo tetdt = [—te™" — e—t}g“’ =1

[e.e]

E(X?) =E(Y?) = /+OO 2 f(t)dt = /0+Oo t2etdt = [~t%e 7] +/O+OO tf(t)dt =2

—0o0

V(X)=V(Y) = EX?*)-E(X)=1

On en cduit :
E(U) = E B(x + Y)] = JE(X+Y)= %(E(X) FE(Y)) =1
E(V)=E B(X _ Y)] _ %]E(X vy - %(E(X) _E(Y)) =0

Et puisque les variables sont iyggendantes :

V(U):VE(XJrY)} = VX +Y) = (V(X) +V(V) = 3

V(V) =V E

1 1 1
(X — Y)} = VX -Y) = (VX +V(¥) = 5

(b) Soitg(z,y) la densié du couplg X, Y"). On auraa cause de I'indpendance
des variables :

(2,y) = e Y siz>0ety>0
IEY) =19 0 , Siz<0ouy <0

Soit Fi; la fonction de epartition del/.
Fy(t)=PU <t)=P(X+Y <2t)= [ [, _, 9(z,y)dzdy.
On en eduit: F,(t) = 0 sit < 0 et, pourt >0
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5.

(€)

(@)

(b)

Fy(t) = 0% e *dr th “eVdy = 2t e~ dr [l — e 2T7] = fOQte_”"dx —
fOQt e 2dr =1 — e 2 — 2te 2,
D’ou la densié : _
) t—0 , SIt<0
Ju { tdte™ | sit>0

Soit Fy, la fonction de epartition del’. On a :
Fpt)=P(V<t)=P(X-Y <2t)= [ fy>$_2tg(x, y)dxdy.
Pourt < 0, on a:

2t _ o 0o —y— 0o _
FyV(t) = 2t “e ydyfy+ dxr = _+2t e V[l —e v dy = f_+2t e vdy+
_, ]t
o2t f—2t —e 2y = [—e V] T 4 e [%}7% = e _ Le?t = L
Sit >0,o0na:

Cevdy + e [T —e~dy =

Fv(t) — 0+OO _ydy fy+2t _xdw —_
142 [%]Jr _1_ 1 o2t
0

D'ou la densig :

0

fo t—e? | sit<0
Vil bt e | sit>0

Ona:E(X) = [ [ vg(z,y)dedy = [ [, 2o(1—z?—y?)dady = 2 [ cos(0)dd [, r2
. 5 1

r?)dr = 2sin@)" |5 — 5] =0

E(X?) = [ Jpa2*9(2.y dﬂ?dy = [ Jp7e*(Aa?—y?)dady = 2 [*7 cos?(6)dd [ 3 (1—

)d 2 27r1+cos d9 ST 1 0+sm )27r><i_2_7r><i_l
=% Jo 6l = o 127 W %12 T 6

V(X) = IE(XQ) - EQ(X> = %

De touteévidenceE(Y) = E(X) = 0 etE(Y?) = E(X?) = V(X) =
V(Y) =4
Le changement de eny dans le calcul d&(X) etE(X?) ne doit pas chan-
ger le esultata cause de la syetrie du domainé et deg(z, y) par rapport
a la premére bissectrice.

Oonafx(r) = [ g(x,y)dy = 0. D’'ou :

fx(x)=0siz < —-louz >1
et fx(x f%21—a: —y)dysi—1 <z <1.

: s VI—22 3
On obtientdans ce cagi (z) = 2 |(1 —a?)y — & pa— =2 (1-2%)7
Par synétrie, on obtient la i@me densé pourY. X etY ont donc néme loi
définie par :

Iy t—0 , Ssit< —lout>1
Nt 21 -a)®, si-1<t<1
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(c) Par cefinition CoV X, Y) = E[(X — pux)(Y — uy)]. Onaici CoX,Y) =
E(XY).Dou:

Cov(X,Y) = //nyg(x,y)dxdy

= // z:vy(l — 2% — y?)dady
D
2

T
27 1

= —/ cos@sin&d&/ T3(1—T2)d7“
0 0

m
2 [sin2017" [r4  +61"

-2 (55
Les variables ne sont cependant pagpehdantes puisque SRit, g(z,y) #
fx(z) fy (y)

(d) OnaE(Z) =E(X?+Y?) =E(X?)+E(Y?) =1+1
Soit H la fonction de épartition deZ. On aH(t) = P(Z < t) = P(X? +
Y2 <t).
Il est clair que pout < 0, on auraH (t) = 0 et pourt > 1, H(t) = 1.
Pour0 < t < 1, on obtient :

Vi
2 1 T T
H() = [ fyos e 9l y)dudy = 2 [57d [ (1=r®)rdr = 4[5 = 5] =
2t — t2.
Finalement :
t—0 , Sit<0
H:{ t—2t—t2, si0<t<1
t—1 , Sit>1
et par crivation :
5 t—0 , sit<0Oout>1
"l t—2-2t, si0<t<1

6. Soit X ~ N(u4;0.36) la variable akatoire assoéea un dosage del et X la
moyenne de 6 de ces variablesépeéndantes.
OnaX ~ N (pa, %38)
SoitY ~ N(up;0.36) la variable adatoire assoéea un dosage d& etY la
moyenne de 4 de ces variablesépeéndantes.
OnaY ~ N (up, %)
Onen @duit: X — Y ~ N (pa — pp, &3 + 290 = 0.15)
OntesteH, : us = pg contreHd, : pus > pp.
SousH; : X —Y ~ N (0,0.15)
SousH; : X =Y ~ N (u>0,0.15).
On construit un test unilateral avec domaine de rejet/gla droite :
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Solutions

Soita la borne inérieure du domaine de rejet é. Au niveau 5%q = 1.645v/0.15 =
0.6371

Donc siz — y < 0.6371 on ne rejette pa&l, et siz — > 0.6371 on rejetteH,.

Iciz = 1345 ety = 12.65 doncz — 3y = 0.8 donc on choisitH;. Il y a une
concentration pluglevee dansA.

Test de la somme des rangs

Soit H, :les variablesX etY ontla néme loi contre{; :les variables” ont une

loi qui favorise les valeurs plus faibles que cellesXde

On va classer les observations par valeurs croissantes et on choisit la VBriable
somme des rangs des dosages provenant. de

SousH,, W a une loi en cloche syatrique suf{10, 11,12, ...,32,33, 34}.

SousH,, W atendance a prendre des valeurs plus proches de 10. On construit donc
un test unilagéral avec domaine de rejéf, a droite. Au niveau 5%, ce domaine de
rejet est{10, 11,12, 13, 14}.

Onaobserg : BBAABABAAAdoncwy =1+2+5+ 7= 15. Les dosages ne
permettent pas de rejetéf;.

. SoitX =135, Xi.yNN</L, ”—:)

SousHy :p=o0%=64,X ~N (64, %)
SousHpl : p=0%>=49,X ~ N(49> 4—,?)
Pour testert{, contre H;, on est ame®a construire un test bilatal avec domaine

de rejetH, a gauche. Soit la borne suprieure du domaine de rejet d&). On
peut ceterminers de mangrea ce que :

a =Py, (X <a)=p="Py (X > a)aveca etj plus petit que 1%.

On aura don@ = 64 — )\\/% = 49 + A\2\/n avec) > 2.326 (loi normale centee
reduite au seuil 1%) .

DoncAz =15= A= /n

A > 2.326 = n > 5.41. On choisit dona, = 6.

Pourn = 6, A = v6 ~ 24495 = a = 3 ~ 0.71% et donc la puissance =
1— 3~ 99.29%.

a=64—8=49+7=56.Douletest:

SiT < 56, on choisitH;.

Siz > 56, on choisitH,.

. On consi@re la variable &atoireZ =Y — X. Z ~ N(b — a,0.5%) puisqueX et

Y sont incependantes.
Soit Z = 3% Z,. Les Z; étant indépendantes et de@me loi on aZ ~

N(b—a E)

7100 J°
OntesteH, :a=b, Z ~ N (0,0.05%) contreH; :a < b, Z ~ N (u > 0,0.05%).
C’est donc un test unilatal avec domaine de rejé, a droite.

Si Z > u, on rejetteHd,; si Z < u, on accepteH,. Au niveau 5% on a; =
1.645 x 0.05 = 0.0825.
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Si, sousH;,b —a =0.15,0na
0.0825 — 0.15
- 0.05

V

=Py (Z >0.0825) =P <Z_ ) =P (Z* > —1.355) ~ 91.23%

9. Soit X la moyenne de 400 variables &pkendantes et de@me loi queX. Deux
résultats fondamentaux voatre utili$s :

E(X) = E(X)= Y

1 1
VX)) = V(@) =5
On peut enfin, d’agrs le tieoreme de la limite centrale et vu la taille dé¢hantillon,
consicerer queX suit approximativement un loi normale.
SousHg, X ~ N (0.5, t555)
SousH;, X ~ N (0.4, 355 )-
On est donc améra construire un test unilatal avec domaine de rejet d& a

gauche. La borne sépeurea du domaine de rejet est doda, au niveau 1%, par

a=05— 230

: TRt
D’'ou le test : sit < 0.44185, on rejetteH, siT > 0.44185, on accepted,.
La puissancer de ce test est dogmparr = Py, (X < 0.44185)

Si T est la variable normaléduite assoéea X, on obtient
_ < 0.441854).40) _ <9 ~ 08
=P (T < BMIB-00) (T < 2,0925) ~ 93.18%

10. Définition 7.1 On appelle loi du chi-deug n degiés de libergé (n € N*), la loi
suivie par une variable &latoire Z,, définie comme la somme des @&srden
variables normales cer#tes Eduites et indpendantes.

Si (X, Xs, ..., X,,) est unn-échantillon de variablesv (0, 1), on a donc Z,, =
X7+ X5+ + X7

Onnote :Z,, ~ x2

Les lois du chi-deux sorit la base des metks gaussiens que naetsidierons dans
le chapitre9.

Il est clair queZ,(Q2) = R*. Si F, et f, sont respectivement la fonction de
répartition et la dengétdeZ,,, on a:

Vi <0,F,(t)=P(Z,<t)=P0)=0= f.(t) =0
On rappelle que i et g repesente la fonction deepartition et la densétd’une
variableN (0, 1).
Pourt > 0, Fi(t) = P(Z; < t) = P(X? < t) = P(—V/t < X, < Vt) =
G(V1) — G(= V).
Etdoncf(t) = 5.79(V) + 5.79(—V1) = 9(V?), puisquey est paire.
La loi du chi-deuxa un dege de liberé est @finie par la dengit:

ft—0 , Sit<0
Ji ts e 2 sit>0

V2t ’
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(@) SiX ~N(0,1),E(X) =0,V(X) =1etE(X?) = V(X)+E*(X) = 1.

+oo 1 2 +oo +oo
E(X*) = ./ tre= g — ———[t%*/ﬂ /“ 12e="Pdt = 0+ 3E(X?
SRR Vo Vo o
SoitZ; = X?,onaEk(Z;) = E(X?) = 1.

V(Z1) = V(X}) = E(Z}) - E*(Z)) = E(X}) - E*(X}) =3 - 1=2
Plus geréralement(Z,) = E (>, X2) = > | E(X?) = nE(X?) =
V(Z,) =V (Z:’L:I X7) = Zizl V(X7?) =nV(X}) = 2n

(b) Le couple(X;, X,) de variables indpendantes a pour dergsit telle que
h(xy,29) = %e‘aﬁﬂg)dxld@.
Le domaineC' est un cercle de centre O et de raygh
Le passage en coordoges polaires donnd(t) = & 02” dg foﬂ e rdr =

2,1V

[ej /?} —1—c
0

La loi du chi-deuxa deux degs de liber est @finie par la denst :

1m0 sitso
2 tt—>%e’t/2, sit >0

C’est aussi une loi exponentielle de pagdre %

() Z, = Xi+ X3+ X2+ X] =U+VouU etV sont deux variables
indépendantes et de derésft,. Le couple(U, V') a donc pour dengt:

. { W) =0 , siu<0ouv <0
L () > e siu > 0 ety > 0

Pourt > 0,ona:

Fit)=P(Z, <t) =PU+V < t) = // l(u,v)dudv = // ieé(““’)dudv
D A

ou D = {(u,v) € R*u+v <t} etA = {(u,v) € R¥u+v < t,u>0,v>

0}.

Fy(t) = Ot; ~edu | L lem%dv=1—(1+1) e,

La loi du chi-deuxa quatre deds de libe est @finie par la densit:
i t0 , sit<0
Pl it te2 | sit >0
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1.2

2.1

Chapitre 8

'estimation

Preliminaires

Une irggalite importante

SoitY une variable @atoirea valeurs dan® admettant un moment d’ordre deux :

Ve > 0,P(JY] > ¢) < E(}:) (8.1)

€

Démonstration soit Z la variable akatoire que prend la valetit lorsque|Y'| > ¢, ou la
valeur O lorsqueY’| < e.

Z<Y?*=E(Z)<EY?) ; E(Z2)=€EP(Y]| >¢e) +0P(|Y]| <€) = (8.1)

Inegalite de Bienay@ Tchebichev

Soit X une variable @atoirea valeurs dan®, d’esgerancel(X) = ux et de variance
V(X) = o%. En appliquant la relatiof.1a la variable X — 1.x), on obtient :

2
Ve> 0, P(IX — x| z@si—-;f (8.2)

Cette iregalie donne une igle de lecart entreX et .

Estimation ponctuelle

Estimateur

Un estimateur” d’'un paranétre # est une variable ahtoire dont la valeuf, prisea
l'issue d’une exprience, constitue I'estimation de
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218 Estimation ponctuelle

Ecart quadratique moyen

Un bon estimateurf’ d’un parangtref doit avoir une distribution &s resseée autour de
6. Or, en appliquant la relatior8(1) a la variablgT" — 6), on obtient :

E(T - 6)*]

Ve>0, P(IT—60|>¢) < 5

(8.3)

€
On appelleecart quadratique moyen @derelativement ¢ la quantié
E[(T — 6)*] = EQMy(T)

T sera un bon estimateurBj(T — 0)?] est faible.

Ecart quadratique moyen et variance

(On a]Eé()CZF —0)°] = E[(T — pr + pr — 0)°] = E[(T — pr)?] — 2(pr — O)E[(T — pur)] +
Hr —
E[(T — 0)%) = V(T) + (ur — 0)* = V(T) + E*(T — 0) (8.4)

Biais d'un estimateur

On appelle biais de I'estimateiiir de parametred la quantié
E(T—-0)=E(T)—0=pur—=06

e SIE(T—60) =0« E(T) = ur =0, T estditsans biais

o SIE(T —0) #0 < E(T) # 0, T est ditbiaisé.

Il résulte de la relatiof.4 que si deux estimateurs dent la néme variance, le meilleur
est celui de plus faible biais.

Réciproquement, pour deux estimateurs sans biais, le meilleur est celui qui a la variance

minimale.

Suite consistante d’estimateurs

Soit X1, Xs, ..., X, ... une suite de variables&dtoires. Soif,, = ¢(X;, Xo, ..., X,)
un estimateur du paragtred. On dit que la suitd;,, est une suite d’estimateurs consis-
tante (ou convergente) podssi :

Ve >0, P(|T, — 0] <¢e) — 1lorsquen — +oo
Or, en passant par@te€nement contraire, ibsulte de la relatioB.3:

E[(Tn — 9)2]

Ve>0, 1>P(T, — 6] <e)>1— _
€

(8.5)
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Une suite d’estimateurs est donc consistante quandéleant quadratigue moyen tend
vers 2ro lorsque: tend vers l'infini.

Par abus de langage, on dit parfois qu’un estimaiteupourn donre, élement d’un suite
consistante, est un estimateur consistant.

Un estimateur consistant est un estimateur paréogithent inéressant puisque, en jouant
surn, il permet d’obtenir, presqudisement, une estimation aussi proche que I'on veut
ded.

On notera, enfin, que si les estimatelifssont sans biais, la relatigh5 s’écrit :

V(Tn)

Ve>0, 1>2P(|T, -0 <e) 21— —;

€
Une suitel,, d’estimateurs sans biais dont la variance tend vers lorsque: tend vers
I'infini est donc consistante.

Exemples

Probabilité d’'un évenement

Dans le scema de Bernoulli, la frquencey,, d’un évenement assaega un ensemble
den experiences peuktre choisie comme estimateur de la probabjlile I'évenement
consiceré. C’est un estimateur sans biais, puisty¥,,) = p.

C’est un estimateur consistant puisque c’est un estimateur sans biais et tel que

V(Yn> =

1 —
u — 0 lorsquen — +o0
n

Siy, est la fequence obseee, onécrira :p = y,,.
On notera que pour avoirl: > P(|Y,, — p| < 1072) > 0.99, il faut :

VY, 1-— 1
o) g2 PA=P) o 1 06 s 950000
104 n 4n
Il s’agit la d’une approche grose ; ce nombre pourigtre tes fortement dimin@ si on
fait intervenir I'information de la loi dé/,.

Espérance d’une variable akatoire

On se place dans le cas d'uréchantillon, c’esg-dire d’'un ensembleX;, X, ..., X))
den variables aatoires, inépendantes et deéme loi.

Onpose E(X;) = ux, V(X;) = 0%, Vi € {1,2,...,n}.

La variableX,, = % >, X, peutétre choisie comme estimateur de. X, estalors un
estimateur sans biais, puisqiéx,,) = jx.

X,, est un estimateur consistant puisque sans biais et teV(ig) = % — 0 lorsque
n — +00.

Dans ce cas la relatidh5, s'écrit :

2
Ve>0, 12 P(IX, —pux| <€) >1- 2%
ne
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ce qui constitue l#oi faible des grands nombre

On notera enfin qué’,, pouvant repesenter la moyenne de variables indicatrices,
'exemple pécdent (probabilé d’un évenement) n’est qu’un cas particulier de celui-
cli.

Variance d’'une variable aleatoire
On reste dans le cas d’'unéchantillon et on conséte la variable

Sz = : > (X = X)

n—1+4%
=1

peutétre choisie comme estimateur @&. Il s'agit, bien €ir d’'un estimateur sans biais,
puisquek(S2) = o%.
Dans ce cas la relatidh5, s'écrit :
= v(S2)
Ve>0, 12]?(’5%—0'3(‘<6)21—6—2
Pour que/SE soit un estimateur consistant @&, il faut queV(f?%) — 0 quandn — +oo.

Comme on le verra plus tard, c’est bien le cas dans leieedjaussiens.
On peutégalement choisir comme estimateursdela variableS? = 1 3" (X, — X).
n 1=

lea

Il s’agit alors d’un estimateur biggscarE (5?2) = “1o% = 0% — % (voir relation7.10);
le biais deS? estégala —7%/,. En appliquant la relatioB.4, la relation8.5s'écrit alors ;

o~

V(SR _ ok

2 n2e2

Ve>0,1>P(|S? - 0% <e)>1— ;
Si on cemontre queV(S?) — 0 quandn — +oo, et ce sera le cas dans les ratEs
gaussiens$?, bien que biais, est un estimateur consistantdde
:92 est-il un meilleur estimateur qu&? ? Seule la comparaison de leagart quadratique
moyen peut permettre de trancher; ce calcul sera fdtialirement dans le cadre des
mockles gaussiens.

Estimation par intervalle

Intervalle de confiance

Les exg@rimentateurs g@ferent donner, au lieu d’'une estimation ponctuéllé’un pa-
rametred, un intervalle/ dans lequel ils ont la quasi-certitude de cerner la valeur exacte
6. I s’appelle un intervalle de confiance dela "quasi-certitude”, dont &pend la lar-

geur del, est "mesuge” par une probabikt appete niveau de confiance ou coefficient

de fcurié del.

On ne donnera jamais un intervalle de confiance sans I'accompagner du coefficient de
securié choisi.
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Principe

Pour ceterminer un intervalle de confianéeon choisit unestatistique X, c’esta-dire
une variable @atoire, dont la loi dpend du paraétre inconnuw. Cette statistique n’est
pas for&ément un estimateur de

Si # est connu, la loi deX est compktement pecige. On peut alors parier, avant toute
expérience, que I'observation futurg va se trouver, avec une forte proballit — «)
dans un intervalle/ ; cet intervalleJ est parfaitement @ermiré si, par exemple, on
affecte une probabilt«/> & sa gauche et de- a sa droite.

Réciproquement, lorsqu’on ignofalonc la loi pécise deX, on peut parier queévenement
xo € J abien eulieu. On peut alors eadlire I'ensemble des intervallégjui contiennent
I'observationz,, donc un ensemble de lois possibles et donc un ensemiidevaleurs
possibles pouf.

L'ensemble! est l'intervalle de confiance d& La probabilie 1 — « choisie au épart
s’appelle le niveau de confiance ou le coefficient&eusie asso@a /.

Onremarquera que cettémarche, lorsque le type de la loi #eest connu, revierd faire

un test bilagrala I'envers. Lintervalle de confiance decontient 'ensemble des valeurs
ded qui seraient accepes dans un tel test, au niveaucompte tenu de I'observation.
Dans le cadre de ce cours, on adopteraéyatiquement la gthode qui vient d&tre
déecrite. On concoit cependant que, dans le cas de lois ditsgmes, on n’a pas foeenent
avantage s’appuyer sur un test bikxial avec partage de risque.

Utilisation de la loi binomiale

Soit une variable &atoireX de loi B(n,p). On observe la valeur, de X. Peut-on en
déduire un intervalle de confiance gepour un coefficient degsurié (1 — ) ?

La loi B(n, p), pourn donré, se éplacant de la gauche vers la droite lorsgageigmente,
on doit avoir

zro—1

oY
Pi(X < x0) = Z Ch(pint)* (1 = ping)" ™ =1 — 5
k=0

| e

xo
Po(X <) = Y Ch(pa) (1 = pap)" ™ =
k=0

Au niveau(l — ), pint < P < Psup

Les deuxéquations ci-dessus peuveiite €solues par approximations successives. On
peut trouver des abaques, ou des tables (voir tablépour1 — o = 95%) en donnant
les solutions

Exemple 8.1 On veut estimer la proportiop des nélesa la naissance dans une ese
donrée. On observe, males surn naissances. Qu’en conclure ?
Pour un coefficient deggurite de 95% :
e n=230,r0=12=0.227 < p < 0.594
e n=234,20=12=0.202 < p < 0.543.
En effetpy,, = 0.594 — 7(0.594 — 0.465) etpir = 0.227 — 75(0.227 — 0.166)
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e n=230,2y=24= 0.614 < p < 0.923.
24 males< 6 femelles ed.077 < 1 — p < 0.386

Utilisation de la loi de Poisson

Soit une variable &atoire X de loi P(x). On observe la valeur, de X. Peut-on en
déduire un intervalle de confiance depour un coefficient deésurie (1 — a) ?

La méthode suivie est la @me que pFcedemment. Legquationa resoudre sont cette
fois:

k
]P)' X = zo—1 _,Ufinfuinf:l _ o« ) .
(X <x)=) 10, e Wi 25 Auniveau de confiancl — a) : pins < 1t < fsup
IP)Z(X S ajo):g iozo e_ﬂsup ;‘;p:%

La tablel11.5donne les intervalles de confiance @d@our un coefficient deécurié de
95% et ceci pout, < 100.

Exemples

e Le nombre d’'impulsions enregigis pendant une minute par un compteur est une
variable agatoireX de loi P(u). Lespéranceu caracérise I'intensié de la source de
rayonnement. On mesure 59 coups durant une minute. Oadritdavec un coefficient
de €curié de 95% :

44.9 < 1 < 76.1

e Sur 12000 individus d'une egpe, on a @nombgé 13 albinos. Que peut-oreduire sur
la proportionp des albinos dans 'esge ?
La variableX = nombre d’albinos que I'on peut observer sur 12000 individus suit une
loi (12000, p) si on peut consigrer le choix de Bchantillon comme non exhaustif. Il
est clair que, dans cet exempleest grand ep faible ; on peut donc dire que la loi de
X estune loiP(u = np).
Avec un coefficient deécurié de 95% :
6.9 < 12000p < 22.3 = 5.75107% < p < 18.58 10~

Grand echantillon

Pourz, > 100, il est clair que I'espranceu aura une valeueleee et que I'on peut
consicerer que la loi deX peutétre assimiéea une l0iN (i, ). On peut alors parier
que la valeur obseeex, vérifie I'inégalié :

[0 — ul < W (8.6)

ou \ est une valeur nuérique qui @pend du coefficient desuri€ choisi f = 1.645
pour 90% ;A = 2.576 pour 99%).

Les solution de &.6) constituent I'intervalle] s, r, psup[ decrit plus haut, lorsque la
distribution deX est du type\ (u, u).
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L'in égali€ 8.6 peutétre €solue rigoureusement éfevant au caé les deux membres,
ce qui conduit :

)\2
,u2—2,u(xo—|—?)—|—xg<0

A2 A2 P A2
:>;uinf:l'0+?_)\ $0+Z, Msup:CUo—i‘?ﬂL)\ $o+z

Commezx, > 100, I'in égalie 8.6 peutétre €solue de maerre approcée erécrivant :

w0 — pl < AVTo (8.7)

= o — \/To < i < xo + A\/Tp, C€ qui donne un intervalle de confiance un peu
different du pecedent.

Exemple 8.2 La mesure du rayonnement d’une source radioactive est de 100 coups/mn.

On en a@duit, pour I'intensié i de la source, et avec un coefficient éewsrite de 95% :
e 81.4 < < 121.6 (table11.4; résultat rigoureux)

e 81.22 < u < 121.62 (inégalite 8.6)

e 80.40 < p < 119.60 (inégalite 8.7)

Utilisation de la loi normale

Soit une variable &atoireX de loi N (1x, 0% ). On observe la valeur, de X. Peut-on
déduire un intervalle de confiance dg, pour un coefficient deésurie (1 — a)% ?
Comme peccdemment, on va parier sur légalie :

‘xo — [Lxl < Aoy (88)

:>x0—)\Ux<,u<l’o+>\O'X

On ne saura@videmment donner un intervalle de confiance que si on ¢bara Le
déeveloppement udtrieur des mogles gaussiens permettra de surmonter cette dificult
En attendant les seuls cas qui sont accessibles sont cegffegtivement y est connu
OU encore ceuxwyu x etoy sont liés par une relation (voir relatidgh6 et 8.9).

L'in égali€ 8.8 peutétre appligéea la variableX ; on rappelle que, dans ce da6X) =

ux etog = ox/m, lorsque la loi deX est normale ou pedtre consiérée comme telle
(théoeme limite centrale).

Exemple 8.3 Reprenons le sé&ma de Bernoulli et constgons la féquencey,, d'un
é¥enement au cours d’'un ensemble xdexperiences. En supposant que I'on puisse

consicerer queY, ~ N (p, 7@) on peut parier, pour un niveau de confiance de

(1 — «) sur l'inégalit :
1—
o —pl < /22 (8.9)

(A =1.96 pourl — a = 95%).
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L'inégalite 8.9 peutétre résolue rigoureusement &hevant au care les deux membres.
On obtient :

2 2
p? (1+%> —2p<yo+§—n> +p3<0:>pinf<p<psupavec:

ZUO"‘%_)\ yo(ln—yo)_’_% y0+2n+/\/ 1y0)_|_4n2

Pinf = 1_}_& v Dsup = 1+ 2

L'inégalite 8.9 peutétre résolue de masre approckee en la remplacant par :

lyo — bl < A/ M (8.10)

= yo — M/ L) <y <y + Ay /2] e qui donne un intervalle de confiance un
peu diferent du pécdent.

On n'oubliera pas de conider a posteriori la validie de I'approximation normale en
vérifiant que, sur l'intervalle de confiance, on a toujougsetn (1 — p) > 100.

Absence de loi

L'in égali€é de Bienayra-Tchebichev permet étrire successivement :

1
k>0, P(X = x| > kox) < 5
1
S 1>P(X — px| < kox) > 1_ﬁ (8.11)
On peut donc, en particulier et ceci quelle que soit la loXdparier, avec un coefficient
de €curi€ qui est au moins de 95% sur Egalié :

1
|$0—[Lxl< vV 200 x (1—%2095)

D’ou, siI'on conndt o x un intervalle de confiance dex :

To — 4.4720x < x < o+ 4.4720 x
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4 EXxercices

1. Parmi 900 poissonséeles dans un lac, on a obsért80 porteurs de parasites.
Entre quelles limites situez-vous la proportion des individus p&ssiains la po-
pulation des poissons du lac.

2. On photographie au microscope undtbale Petri. La photographie est diges
en carés de surfaceggales et on @&hombre dans chaque damles colonies de
bacgries. Les @sultats exprimentaux sont les suivants : 10 &ymne contiennent
pas de colonie, 24 cads contiennent 1 colonie, 34 en contiennent 2, 23 en contiennent
3, 6 en contiennent 4, 3 en contiennent 5.

On désigne partX la variable akatoire qui dans une telle expence, associa un

carée le nombre de colonies qu'il contient et piy I'hypothese : "X suit une loi

de Poisson d’esggance.”.

En admettanfi, eta partir des @sultats ex@rimentaux, donner, en les justifiant,

une estimation de:, puis un intervalle de confiance gdepour un coefficient de

securié de 95%.

3. On sait quea chaque naissance, la probabilit d’'observer un gargon estes
proche del/,. Pour estimer @ciement cette probabiét on recherche son inter-
valle de confiance pour un coefficient decarié de 99.99% partir de la propor-
tion de garcons obse®e sum naissances. Quelle valeur donaer pour avoir une
estimatiorna 0.001 pes ?

4. Pour ceterminer la concentration d’un certain produit dans une solution, on effec-
tue des dosages|'aide d’'une technique expimentale don@e. On admet que le
résultat de chaque dosage est une varial@ataire normale,

e dont I'esgerancey est la valeur que I'on chercheeadéterminer, ceci en l'ab-
sence d’erreur sysinatique, c’esi-dire si le protocole eX@imental est scru-
puleusement suivi.

e dont I'ecart-type est de 0.05 mg/litre pour un ékmentateur convenablement
entrane.

(a) Vous effectuez cinq dosages @pendants d’'une solution de concentration
connuetgalea 4.00 mg/litre. Vous obtenez lessultats suivants : 4.04 ; 4.01 ;
4.08; 3.95; 4.02 mg/litre.

Suivez-vous scrupuleusement le protocole&ipental ?

(b) Vous effectuez six dosages ipkendants d’'une solution de concentration in-
connue. Vous obtenez leggultats suivants : 2.97; 3.01; 2.98; 2.94; 3.03;
2.95 mg/litre.

En deduire un intervalle de confiance de la concentration claerghour un
coefficient de 8curié de 95%.

Bien entendu, vous vous con8ig@z comme normalement efnh@.

5. Soit X une variable @atoire, assoeea une exprience€ de densié de probabi-
lité :
0 , Six <0
r:d

z— Nze ™™ | siz >0
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Exercices

ou A est un éel strictement positif.

e Calculer I'es@rance et la variance d¢;

e 0On a epete 400 fois I'exriences. La moyenne des 400 valeurs obssss pour
X estégalea 2. Peut-on ené&tuire un intervalle de confiance depour le
coefficient de scurié de 90% ?

. Une boisson, de consommation courante, est vendue en bouteille d'un litre. L'un

deséléements de sa composition est un certain produiui fait I'objet d’'une
reglementation particudre.

On designe patX la variable akatoire repgsentant la quanétA, exprimee en mil-
ligrammes, que I'on peut trouver dans une bouteille. On admefXggait une loi
normale d’espranceu et d'écart-typeégala 5 milligrammes. Pour que a boisson
soit conformea la reglementation en vigueur, la valeur dene doit pas épasser
50 milligrammes.

Une association de consommateurs a fait effectuer des dosagesid® bouteilles
choisies au hasard mais d’'une marque danih.es esultats, en milligrammes, sont
les suivants :

48.0;48.2;49.3; 53.5; 54.7; 56.4; 57.8; 58.5; 60.5

A I'aide d’un test parar@trique construit au niveau 5%gfifier si la €glementation
est respeée par le fabriquant.

. On place un compteur devant une source de rayonnement. Le nombre d’impul-

sions que I'on peut enregistrer pendant une minute est une variable de Poisson
d’esgeranceu, constante pendant la dagr de I'exg@rience et dont la valeur mesure
I'intensité de la source.

(a) On effectue un comptage d’'une minute et on observe 6400 impulsions par
minute. En @duire un intervalle de confiance gepour un coefficient de
sécurié de 90%.

(b) Pour angliorer la pEcision de cette estimation, oepeten fois la mesure.
Sachant que la moyenne de eemesures reste de I'ordre de 6400, quelle
valeur faut-il donnegan pour estimey, & 10 uniés pes, toujours au niveau
de 90% ?

(c) Sachant que la somme devariables de Poisson iegendantes est une va-
riable de Poisson, agliorait-on I'estimation avec un comptage demi-
nutes ?

. (Méthode de "capture-recapture”). Oggire évaluer le nombreV d’individus

d’'une espce animale vivant sur urile. Pour cela, on capture 800 individus ; ces
individus sont marg@s, puis rédctes. En essayant de respecter leeseh du tirage
exhaustif, on recapture éltieurement 1000 animaux parmi lesquels énambre
250 animaux marces. En @duire un intervalle de confiance depour un coeffi-
cient de gcurié de 90%.
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5 Solutions

1. Sipestla proportion des poissons paresitlans le lac, lorsqu’oréphe un poisson,
la probabilie pour qu'il soit porteurs de parasites gst
Si le nombre de poissons dans le lac ess&leve, pecher 900 poissons revieat
repéter 900 fois la rame exgrience. Dans ces conditions, le nombre de porteurs
de parasites que I'on peut observer est une variabigaile de 10i3(900, p) que
I'on peut approcher par une I8i'(900p, 900p(1 — p)), p étant de I'ordre de 20%.

La variableX, proportion des individus parasg sur 900, okit donca peu pesa
une loiN ( p, B2 900 . On a obser& la valeurr = 18%,, = 0.20. Pour un niveau
de confiance de 95%, on peut parier quedgalié :

]_ _
10.20 — p| < 1.960% (8.12)

soit, pratiquement|0.20 — p| < 1. 960m.

D’ou l'intervalle de confiance(0.174 < p < 0.226.

L'approximation normalettait bien justifee puisque sur tout I'intervalle troav.
900(1 — p) > 900p > 900(0.174) > 10

On peut noter quesisoudre rigoureusemengtjuatior8. 12aurait conduit I'inégalié :

1.00426844p* — 0.40426844p + 0.04 < 0

dont les solutions sont. 175 < p < 0.227
2. Soit X,, = %ZL X; la moyenne de: variables inépendantes et de@me loi

queX. X estun bon estimateur ge En effet :
EX)=p, V(X)="

n
X,, est un estimateur consistant deuisqu’il est sans biais et que sa variance tend
vers £ro lorsque: tend vers l'infini.
Icin =100,7 = 100(10 X0+24x14+34x2+23x34+6x4+3x5)=2
D’ou I'estimationi = 2
Le nombre d’expriencesttant ici asse&lewe, on peut, en utilisant le doeme
limite centrale, consigrer que la loi deX est pratiquement\ (1, #/100)
Avec un coefficient deécurie de 95%, on peut parier sur |8galige

12— pf < 1. 960\1/(? (8.13)

soit, pratiquement|2 — u| < 1. 960‘f
D’ou l'intervalle de conflancel.722 << 2.278.
On peut noter queaisoudre rigoureusemenétjuation3.13conduita I'inégali€ :

p? —4.038416pu+4 < 0

dont les solutions sontl.741 < p < 2.297
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3. SoitY,, la proportion des garcons que I'on peut observemsoaissances. Comme
p ~ 1/ etn certainement &s grand, on peut con&icer quey,, ~ N ( ,2ld=p) )

n

Siy, est la proportion obseee et pour un niveau de confiance de 0.999%wita :
lyo — p| < 3.8914/ 22,

Soit pratiguementy(~ 1) : |yo — p| < 3.891\/%.
On pourra en éduirep a 0.001 pes si 328—;%1 < 0.001. D’ou y/n > 3.891 x 500,
c'esta-diren > 3.785 10°.
4. Soit X la variable akatoire repgsentant leé@sultat d’'un dosage. On admet, dans
tout le probéme queX suit une loi normaleV (1, (0.05)?)
(a) On veut testeH, : = 4.00 contreH; : u # 4.00

Pour cela on utilise(s, moyenne de 5 variables iadendantes et de@me
loi que X.

- 2
SousH,, X5 suit une loiN (4, <%> >

SousH, la loi de X; est dplace soit vers la droite, soit la gauche. On
construit un test bil&ral.

Au niveau 5% le domaine d’acceptation Hg est de la formea; b[ ou a =
4 - 1.960%72 etb = 4 + 1.960%72. Donc de la formg3.956; 4,044[. On
a obsere 75 = 4.02. On peut consiérer que le protocole egpimental est
scrupuleusement suivi

(b) On consi@re la variableX;, moyenne de 6 variables iadendantes et de
N 2
méme loi queX . EnI'absence d’erreur syanhatique X suit une loilV (% (%) )
On a obsergzg = 2.98.
Pour un coefficient degzuri€ de 95%, on peut parier sur légali€ :

0.05
12.98 — p| < 1.96———

V6

D’ou l'intervalle de confiance2.94 < u < 3.02 mg/litre.
5. On a successivement :

+oo +oo
f(z)dx = / Nre Mdr = [—Aze N — e ]
e 0

+oo

o =1

+o00 “+oo oo 9 +00 9
E(X) = / xf(z)dr = /0 Aa2e Mdr = [—)\xQe*)‘m]O +X/0 Are dr = 3

too +oo too 3 oo 6
]E(XQ) = / :v2f(x)d:c = /0 e Mdr = [—)\xge’m}o +X/o AMrZe Mdy = ﬁ
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On en cduit : 5 G A 5
=—, V(X

=T N e
Soit X la moyenne de 400 variables ipgendantes et dedme loi queX. On peut
écrire (tfeoeme limite centrale) :

— 2 2
X~N(2 ——
N ()\’ 400)@)
On a obser#& la valeurr = 2. Au niveau de confiance de 90%, on peut accepter les
valeur de) telles que :

A

,_ 2 V2 2-2<0.1161 = A< 1.058
20

< L0095y T 222 < 01168 = A > 0042

D’ou l'intervalle de confianc®.942 < \ < 1.058.
6. Au 9-échantillon (X, X5, ..., Xy) de variables inépendantes et de &@me loi
N (u,25), on associe la variabl& = 1 37 | X, de loiN (u, 2).
On a obserg la valeurz = 54.1 mg.
On va tester I'hypotéseH, : ;1 = 50 (ou moins) contre; : x> 50.
SousH, : X ~ N (50, %).
SousH; : X ~ N (p > 50,2).
On construit donc un test unikal avec domaine de rejet d& a droite, puisque
H, favorise les valeurs pluseees deX.
Le domaine d’acceptation dé, est[0; 52.74].
Le domaine de rejet dH, est[52.74, +-o0|.
Au niveau 5%, on a en effeb0 + 1.6452 ~ 52.7417.
Il est clair, compte tenu d& que le fabriquant ne respecte paséglementation
puisque I'on est améra rejeterH,,.
7. (a) Si X estle nombre d’'impulsions qu’on peut observer pendant 1 minute, on
a:X ~P(u) ~ N(u,u) carp a visiblement une valeurdséleee.
Au niveau de confiance de 90%, éorira|6400 — | < 1.645,/11, C'esta-
dire, approximativemen6400 — p| < 1.6451/6400. D'ou :

6268.4 < pu < 6531.6
(b) giY est la moyenne de mesures indpendantes, on a, approximativement :
X~ N (s 3)-
Si @p est la valeur obseévde X, on a, au niveau de 90%|T; — u| <
1.645,/%, soit pratiquemenitry — 11| < 1.645, /%0,

On veutl.645,/% < 10. Pourzg =~ 6400, on en @duit\/n > 13.16 = n >
174 comptages.
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(c) Si S, est la somme de variables de rdame loi queX et independantes,
§n ~ P(np) = N (np, np).
S, est aussi le&sultat d’'un comptage deminutes ;onadon§,, = > | X; =
nX.
Il estéquivalent d'utilisemX ~ N (ng, np) ouX ~ N (p, £).

8. La premere capture a permis dea@r une populatioa deux catgories d’'individus.
Toute capture uétrieur d’un individu aura deuxesultats possibles : il est magjet
cetteéventualié a la probabilip = % ou il nest pas mard et cetteeventualié
ala probabilieg =1—-p=1— 5.

Si X est le nombre d’individus mar@s que I'on peut observer sur 1000 individus,
et si le scleéma de tirage non exhaustif est respean a : X ~ 5(1000,p). Vu
le nombre d’observations, on utilise I'approximation normale. Comme il est plus

. . y e . o X . . . 7 Ve . .
commode, ici d'utiliser la proportiol’ = 55 des individus marges, onécrira :

On a obser#g effectivement la proportion, = % = i Au niveau de 90%, on
acceptera les valeurs geelles que

1 /p(1 —p)
- —p| < 1.6454) ——=
‘4 P 1000
soit, approximativement, telles quéj: — p| < 1.645,/ 13 105
D’ou l'intervalle de confiance dg pour un coefficient deg&uri€ : 0.227 < p <

0.273.

On remarque que I'approximation normale se justifie puisque pour toutes les va-
leursp de cet intervalle, on al:000g > 1000p > 227 > 10.
Puisque I'on sait qug = 3, ona:

800
0.227 < — < 0.273
N

D’ou l'intervalle de confiance d& : 2930 < N < 3524
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Chapitre 9

Les mocdkles gaussiens et leur utilisation
a I’etude des moyennes et des variances

Les lois du chi-deux

Définition 9.1 On appelle variable chi-deuxn degies de liberé une variable a@atoire
somme des caés den variables normales cerites eduites inépendantes. On not¢
une telle variable.

Ona:x?=> 1", 6 X? ouX, X,,...,X, sont des variables ifgpbendantes, telles que
X; ~N(0,1) Vi€ {1,2,...,n}

Densié de probabilié

On montre que la densitde probabili f,, d’une variableY” = x?2 a pour expression

. y—0 , Si y<0
n - n—2 .

y|—>cny26_y/2, sly >0
¢, étant une constante positivegendant de.

Exemple 9.1 On a monté (voir exemplé.3) que la densié de probabilié de la variable

Y = x}est:
F y—0 , Sly <0
1 - 1 _y/ .
yHﬁe 2 siy>0

Exemple 9.2 On cherchea déeterminerFy, puis f,, fonction de épartition et fonction
densié de la variableY = y2. Ona:Y = X? + X2, X et X, étant deux variables
normales eduites inépendantes. Le coupl&;, X») a pour densi :

1
qg: (x17gj2) — 2—6_%(30%4‘13%) , (Il,ﬂfz) c RQ
™

car produit des fonctions densitle X; et X,.
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On a

By)=PY <y) = X2+X2<y)—OSIy<O

= // — e 2(aftald) dzdzy Siy > 0
2m

Le domaine” étant cefini parz? + x3 < y et donc repésené par I'ensemble des points
a l'intérieur d’un cercle de rayor/y.
En passant en coordo@es polaires, on obtient poyr> 0 :

1 2m VY
= —/ d@/ e 2 rdr =1 — e 2¥
2m Jo 0

— 0 , Siy <0
pif ! /

Y 1e_y/2 , Siy>0

D’'ou la densié :

Exemple 9.3 La variable akatoire de dens# de probabilié :

I y—0 ,SinO
L yH%e_y/Z, siy >0

est une variablé” = x3.

Exemple 9.4 La variable akatoire de densi de probabilié :

z»—>’i—6*/2, Siz>0

20 , Siz<0
Jo: {
est une variableg.

Proprete d’additivite

Soient deux variableg? et x2 independantes. Ona = x2 + x2 = X2,

Il est facile de @montrer cette propate a partir de la forme grérale de la dengtd’'un
x2. On la \erifiera sur des cas particuliers. #sulte de cette prof@# que toute va-

riable suivant un loi dey? peutétre consiérée comme la somme de variablesy?
indépendantes.

Esp@rance et variance

Soit une variableX ~ A(0, 1) et soit une variabl®” = X?. On peutécrire directement
(voir exemple4.3) :

E(Y) = < ") = VI(X) = 1 (puisque(X) = 0 = E(X*) = V(X))
B(?) =B(XY) = 13 grate ho = o [—ate ™ h] g [T et e =

0+3E(X2) 3V(X) =3
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Onen @&duitV(Y) = E(Y?) —E*(Y) =3 —1=2

E(x}) =1,V(x}) =2

On aboutira au @me ésultata partir de la dengitf; de la variable” (voir exemple9.1)
en effectuant le changement de variable /y.

Soient maintenant variables inépendantey; (i € {1,2,...,n}) ayant une loi de:.
On ceduit de la propéte d’additivite (theoeme7.1) :

EWQ:E<Zﬁﬁ:§)mm:nwﬁwwm1:n

A cause de I'inépendance des variablesgtheme7.2) :

Vixa) =V (ZY> = ZV(Yi) =nV(xi) =nx2=2n

D’ou le résultat g@réral :
E(x) =n,V(x;) = 2n

Formes de la distribution

La courbe repsentative de la densid’'un x? a une forme en L pourn = 1 et pour
n = 2. Il suffit d’étudier les variations des fonctiorfs et f, (voir exemple.1et9.2)
pour s’en rendre compte.

Pourn > 2,0ona:

(Fal0) = gene %y [0~ 2) ~4]

On en eduit que la courbe repsentative de¢,, a une forme en cloche, dissgtnique et
qu’une variabley? a pour mode: — 2 (n > 2).

On note, en particulier que plus la valeuridestélevee, plus le mode seeglace vers la
droite.

Convergence en loi

Puisqu’une variablg? peutétre consiérée comme la somme devariablesy? indépendantes,
il résulte du tBoeme central limite que la loi d’'ug? tend vers une loi normale lorsque

n augmente indfiniment.

Cependant, dans le cas d'une variajpfe cette convergence est assez lente. Par contre
on peut noter que la variablg2x2 a une loi qui converge assez rapidement vers une loi
NH2n —1,1).

Dans la pratique, pout > 30, onécrit :

V22 ~ N(V2n —1,1)
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Calcul de probabilés

Comme pour toutes les variables d’usage courant, les fonctionspdetitions des va-
riablesy? sont tabukes.

Soit la relationF'(u) = P(x2 < u) = p. La table11.10donne, pour un certain nombre
de valeur®, u en fonction den.

Exemple 9.5 ¢ Soit une variable” = x%. On a

P(0.484 < Y < 11.143) = F(11.143) — F(0.484) = 0.975 — 0.025 = 95%
e Soit une variableZ = y2,. On a

P(Z >18.307) =1 —-P(Z < 18.307) = 1 — F(18.307) =1 —0.95 = 5%

On remarquera que, la derésif’'une variable? étant nulle en &ro eta gauche de&ro,
ona:

Fuy=0 , siu<0
Fu)=P(2 <u)=P0O0<x:<u) , siu>0

On remarquerégalement que st ~ A(0,1) etsiY = X? ~ x?, ona:
PY <u)=P(X? <u) =P(—vu< X <vu),u>0
En particulier on pourraérifier :

P(—1.960 < X < 1.960) = P(Y < (1.960)2) = P(Y < 3.841) = 95%
P(—2.576 < X < 2.576) = P(Y < (2.576)2) = P(Y < 6.635) = 99%

enfin, on notera que dans la talile.1qQ le nombre de de@s de liberd d’'une variable?
ne cepasse pas 30. Pour> 30, on utilisera I'approximation /2x2 ~ N(v/2n —1,1)
Pour évaluer la pecision du proedce, on va comparer, pour = 30, les probabiliés
vraies, lues dans la table, avec celles obtenues par I'approximationYPeuy3,, on a :
o P(Y <46.979) = 0.975

OrP(Y < 46.979) = P(2Y < 93.958) = P(v/2Y < 9.693)

V2Y ~ N(v59,1) = V2Y — /59 ~ N(0,1)

= P(V2Y < 9.693) = P (Y2/% < 2.01) ~ 0.9778
e P(Y <29.336) = 0.50

OrP(Y < 29.336) = P(2Y < 58.672) = P(v/2Y < 7.660))

=P (2% < —0.0213) ~ 1 - 0.5085 ~ 0.4915
e P(Y < 16.791) = 0.025

OrP(Y < 16.791) = P(2Y < 33.582) = P(v2Y < 5.795)

=P (2% < _1.886) ~ 1 - 0.9703 ~ 0.0207
Lesécarts sont tous iBfieursa 1%.
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Les lois de Fisher-Snedecor

Définition 9.2 Soient deux variables @atoires inépendantes X = x2 etY = Xf)- La

variable Z = ff—ﬁ" = LX est dite variable de Fisher-Snedecon etp degies de liberé.
p
2
Onnote :Z = F(n,p) = ij" = %f{—%
Ip P

Densié de probabilié

On montre que la densitde probabili g,,, d’'une variableZ = F(n,p) a pour expres-
sion
2+ 0 , Siz<0
gnp .

n—2 n-+ .
2?2 (pnz)T , siz>0

cn,p €tant une constante positivegendant de et dep.

il est normal que la densitg, , soit nulle en 2ro eta gauche de&o; I'évenement
"F(n,p) < u” est en effet impossible si < 0, puisque dans ce cas, pour tadt on a :
P(x* <u)=0

Esfgrance et variance
On montreégalement qu’une variablé = F'(n, p) a pour esprance :

E[F(n, p)] = ]% , définie pourp > 2

et pour variance :

2
B D 2n+p—2) . .
V[F(n,p)] = (p — 2) np—1) définie pourp > 4

Forme de la distribution

L' étude des variations de la fonction de@situne variableF'(n, p) montre que la forme

de sa courbe repsentative est :

e enL pourn =1 etpourn = 2;

e en cloche, dissy@trique pourn > 2. Dans ce cas le mode esgala : % pour
n > 2.

Calcul de probabilés

Soit la relation :
G(u) = P[F(n,p) <u] = p (9.1)
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Il est clair que, donner une table de valeurs Bugques concernant les fonctions de
répartitionG des variables”'(n, p), conduita envisager un certain nombre de couples
(n,p) et donca donner un &ritable fascicule uniguement pour ce type de variables.

En statistique, certaines valeursydsont fondamentales. Pour cette raison, les tabilekl
et11.12correspondent chacueune valeur de et indiquent pour divers couplés, p)
(donc tablesa doubles enées) les valeurs (forcement positives) &rifiant9. 1.

Exemple 9.6 ¢ Dans latablel1.1] on lit, puisquep = 0.95 :

P[F(9,7) < 3.6767] = 0.95; P[F(15,14) < 2.4630] = 0.95
e Danslatablel1.12 on lit, puisquep = 0.99 :

P[F(9,7) < 6.7188] = 0.99; P[F(15,14) < 3.6567] = 0.99
e On note que:

2 2 2
P[F(n,p) < u] = P (i—j < u) —P (”Xp = 1) 1P ("Xp < l) _1-p (F(p, n) < %)
P

px: " w PXE T u

Onadonc:
e P(F(n,p) <u)=001<P(F(p,n) <
e P(F(n,p) <u)=0.05<P(F(p,n) <

3 Application a I'étude des variances

3.1 ProbEmesa unéchantillon
On consiére un ensembléXy, X5, ..., X,,), den variables inépendantes et deéme
loi ; on noterau et o? leur es@rance et leur variance. Laalisation de I'expriencef a
laguelle est assoeicet ensemble enfree les observationsr, -, . . . ) T
On rappelle que sur un tekéchantillon, on peuté&finir les variablest (moyenne),5?
(variance),S? (estimateur de?). On a :

X=15" X o , dont la valeur obseBe est la moyenne empiriquezy = £ " | x;

§\2 =237 (X;i—X)? ,dontlavaleur obsebe est la variance empirigue 5§ = L3 (x —T)?

52 =L 3" (X;— X)? ,dontlavaleur obsee est I'estimation de? sg == >0 (2 — Tp)?

On suppose maintenant que les variabtgsXs, ..., X,, sont toutes des variables nor-
malesX; ~ N(u,0?),Vi € {1,2,...,n}

Premier résultat
N . . . N2
Dans le cadre de ce méle, il est alors clair que la variabje_, (¥:£)" est la somme
des cares den variables normales cegtes eduites, inépendantes. On peut doecrire :
1 n

02 4
i=1

(Xi — p)* ~ X2
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Ce resultat n’est gare utilisable pratiquement car le mae obtenu @pend des deux
parangtresy et o2, difficulté que I'on a @ja rencontee dans I'utilisation de la variable

YN./\/’(u,%Q).

Deuxieme réesultat

On peutécrire : X; — p = (X; — X) + (X — p)
Dou:

(Xi - M)2 = (Xi - 7)2 + (7 - M)2 + 2(Xi - 7)(7 - M)

n

D (Xi—p) = ) (X=X +nX -p)’+2X -p)) (X;-X)

i=1 =1 =1
Orilestclairqued! (X;—X)=>1",X;,—nX=nX —nX =0
Etdonc : )
1 « 1 & — X —p
(% = = 25 S0 - X (52

2 af
o o
i=1 =1 vn

Or on vient de voir que; Y7 | (X; — p)? ~ x2.

o 2
De plusX ~ N (;L, \/Lﬁ> = (%\-/%) %
EnposantZ = 5 3" (X; — X)?onadonc? = Z + x3

Un theoeme, dit tieoeme de Cochran, (qui sort du cadre du cours) a pouretprence
2

importante de @montrer que les variable’s > | (X;—)* et (%—\‘/ﬁ) sontincependantes.
La propriete d’additivite desy? implique alors naturellement qué ~ x?2_,.

On obtient ainsi le @sultat, important car on dispose maintenant d'un @®djui ne
dépend que du paratres? : R

LavariableZ = 5 S | (X; — X)? = 257 = (=15 est une variablg?_,.

Il devient alors possible de construire des intétations statistiques concernant le pa-

rametres?. On remarquera que la variablg? = (n — 1)52 est simplement la somme
des cares de€cartsa X.

Test d’hypothése suro?

On se propose de tester 'hypeeH, : o> = a? contre I'une des trois hypodises
alternatives suivantes :

H, :0*>d®> ; Hy :0°<a®> ; H, :027&@2

. o SQ . . 2
SousHy, la variableZ = 3 suit une loi dey;, ;.
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SousH,; :o? > a? LavarianceS? aura tendanca prendre des valeurs plakees que
sousH,. Ce sont donc les valeugdeees de’%2 qui poussenh rejeterH, pour
choisir H;. On construit donc un test unial avec un domaine de regetroite.
La borne suprieured du domaine d’'acceptation est telle qUB(x? | < d) =
1 — «, si« est le niveau choisi.

La valeurd est lue dans la tabl&l.10et, pour effectuer le test, il suffit de regarder

. , 2 . 2 .
si la valeur obserge 22, de la variable’3- ~ x2_,, se trouve dans le domaine
d’acceptation ou dans le domaine de rejetfie

SousH, : 0% < a® LavarianceS? aura tendanca prendre des valeurs plus faibles que
sousH,. Ce sont donc les valeurs faibles €I§ qui poussent rejeterH, pour
choisir H;. On construit donc un test uniétal avec un domaine de repegauche.
La borne inérieurec est lue dans la tablél.1Q table des valeurs nugniques de
la fonction de épartition de la variablé3” ~ x2_,. OnaP(x?_, < ¢) = a, Sia
est le niveau choisi.

SousHs; : 0% # a* Il est alors clair que I'on est amér construire un test bilatal, le
domaine de rejettant constité d’'une partiéx droite et d’'une partia gauche de la
distribution.
si a est le niveau choisi, les bornest d de I'intervalle d’acceptation sont telles
que :

o o}
P(x; <c¢) = 5 P(x;_ <d) = 1—5

Ces valeurs sont lues dans la table1Q table des valeurs nugniques de la fonc-
tion de épartition de la variabléfT2 =x2_,.

Exemple 9.7 Un laboratoire pharmaceutique fabrique urédicament dont la teneur,

en un certain composant par uaitle fabrication, est assée avec urecart-type de 8
milligrammes.

Le service de recherche a mis au point un nouveauguidde fabrication qui sera adopt

s’il assure une éduction substantielle de la dispersion. On a fait 10 mesures de teneur sur
des uniés fabriquees par la nouvelle gthode et obtenus legsultats suivants, expris

en milligrammes : 725; 722 ;727 ;718;723;731;719,;724;726; 725. On suppose que
chaque mesure est unéalisation d’'une variable normale. Peut-on adopter la nouvelle
méthode ? .

Soit X; la variable repésentant une mesure. 0@ ~ N (i, o). A un ensemble de 10
mesures, on peut associer les variahes= L 570 X, etS? = L 310 (X; —X)2. On

sait alors que la variablég—g2 obgit a une loi dey?.

On veut tester 'hypotbseH, : 0> = 64 mg contre I'hypotleseH; : 0% < 64 mg.
SousH,, la variableZ = 1% obgita une loi dey?. Sio® < 64, la variableS?, et donc la

variableZ = ﬁ—f aura tendancea prendre des valeurs moigge\ees que @vu, puisque
les variablesX; sont moins dispeé&es. On est donc amea construire un test unilétral
avec domaine de rej@tgauche ; on choisira un niveau de 5%. La borne&igurec du
domaine de rejet déf, doit Verifier P(Z < ¢) = 0.05; on en dduit, puisqueZ ~ x3
¢ = 3.325 (table11.10.

Or on a obser@ les valeurs :
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o 7o =+ 3.0 ;= 724 mg pourX

o 2= 130 (7, — Tp)? = 130 mg pour S

e et, sousf, la valeurz, = {2 ~ 2.03 de la variableZ.

Au niveau 5%, on rejetté/,. On adoptera donc la nouvelleéthode de fabrication,

reconnue plus g@cise que I'ancienne.

Intervalle de confiance d’'une variance

Il est facile de éduire du modle obtenu une estimation par intervalle«te a partir de

I'observations?. L'intervalle de confiance sera conséitdes valeurs de? qui seraient

accepées dans un test d’hypatbe bilagéral. D’ou la méthode :

e on sait que la variablg3” obgita une loix2_, ;

e on cetermine les valeursetd telles queP(x2_, < c¢) = §etP(x2_, <d)=1-%;

e On a obseré la valeurs? de S2. On parie qu’elle @rifie 'inégali€ ¢ < Z—Sf) < d,dou
on tire l'intervalle de confiance d€* pour le coefficient de&curie 1 — «.

Exemple 9.8 (suite de I'exempl®.7 ). On se propose maintenant de peodlera une
estimation par intervalle de la variance obtenue par la nouvebkg¢hode, afin de pouvoir
évaluer sa pecision.

La variable 1% obgit & une loi dex?; on écrit que la valeur obsede 1% verifie la
double iregalite : 2.700 < f’—f < 19.023, au niveau de confiance de 95%.

D’ol l'intervalle de confiance 6.83 < 02 < 48.15

ProbEmesa deuxéchantillons

Soit un ensemblé€X, X5, ..., X,,) den variables inépendantes, de@&me loi normale

N (ux,0%). Soit un dewéme ensembléy;, Y, ..., Y,) dep variables inépendantes,
de méme loi normaleV (uy, 0% ). Les deux ensembles sont suppeicependants entre
eux. On note :

1 & — —
=2 (=X S =iYr (YY)
=1
— 1 n

K= DX F = LM - T

n—1+%
=1

On sait que, dans le cadre des hygsts ci-dessus :

nSx _ (n—1)5% _ v pSy _ (p— 1Sy 2
0% ok Loy o r
On en cduit :
— 12 —1nS%ol o} 5%
Fn—1,p—1)=2""Xet PZ MOXxTy Iy 5Ox
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D'ou le résultat important :

La variabl —Y%X obéit & une l0iF (n — 1,p — 1),

Il devient algrsypossible de construire des intétations statistiques concernant le rap-
port%

Comparaison de deux variances. Test

On se propose de tester 'hypeeH, : ¢% = 0% contre 'une des trois hypodises
alternatives suivantes :

.2 2 . .2 2 . .2 2

Dans le cadre du meéde qui vient détre dcrit, TT swt une loiF'(n—1,p—1), etpar

Y

congquent :

SousHy, Z = % suit une loi deF'(n — 1,p — 1).

Y

SousH,; : 0% > oi Les variablesX; étant plus dispeéss, le rapporf?r aura tendance

a prendre de @ference des valeurs plédevees que sousl,. Ce sont donc les
valeursélewees deZ qui incitenta choisirH, eta rejeterH,. On construit donc un
test unilaéral avec domaine de rejatdroite. Lintervalle d’acceptation dd, est
donc du typ€0, b], b étant éttermirée, au niveaw, par :

PF(n—1,p—1)<b=1—-«
Pour effectuer le test, il suffit de regarder est sitée la valeur obsegez, = %
Y

SousH, : 0% <o le rapport aura tendance prendre de @ference des valeurs

plus faibles que sously. On construit donc un test unifl avec domaine de
rejeta gauche. L'intervalle d’acceptation d#& est donc du typéu, +oo[. En fait

il est bien plus simple de se ramener au casgmtent en inversant le rapport des
estimateurs.

La variableV = % obéit de toutetvidencea une loiF (p — 1,n — 1).

X
Ona’Z>a"=", <1"="V<b=1"etP(Z>a)=1-a=PV <b=1Y)
On peut don@&noncer la&gle : dans un test’ unilateral, on met au nugrateur
I'estimateur qui correspordlla variance la plus forte dans I'hypeése alternative.
Lintervalle d’acceptation est alors du tyfie b[ avecP[F (v, 15) < b =1—a, 11

étant le nombre de dd;;s de libe® asso@ au nungrateur.

SousH; : 0% # o le rapport— aura tendanca prendre soit des valeurs plus faibles,

soit des valeurs plus fortes gue sdiig On construit donc un test bikxal. L'in-
tervalle d’acceptation d&/, est donc du typéz, b avec, au niveau :

P[F(n—l,p—1)<b]=1—% et P[F(n—l,p—1)<a]:%
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Pour effectuer le test, il suffit de regarder est sit@e la valeur obseéez, = %
Sy

La valeurb est lue dans la table— ¢ pour F'(n — 1,p — 1). On obtient: dans la

tablel — § pourF(n —1,p —1).

En réalite a est toujours ingrieura 1 etb toujours suprieura 1 (voir tablesl1.11

et11.19. Donc si le rapport des estimations= % est sugrieura 1, on sait que

Sy

20 > a et il suffit de comparet, ab.

D’ou la regle : dans un test bikatal, on met au nuérateur I'estimation la plus
forte, de margérea obtenir un quotient obses\v, sugerieura 1. Lintervalle d’ac-
ceptation de€, étant du typeéa, b[, on sait alors que < z et il suffit de comparer
zoab;ona Pl (v,1n) < b =1~ %, étant le nombre de degs de liber
assocd au nungrateur.

Exemple 9.9 Des dosages de calcium sur deechantillons de &getaux ont dona les
résultats suivants, exprigs en mg. de calcium :

) Effectif Moyenne empirique Variance empirique
I,EchantillonA 11 3.92 0.3130
Echantillon B 9 4.18 0.4231

On admet que chaque mesure éstlisation d’'une variable &atoire N (11x, 0% ) pour A
et N (uy,0%) pour B. Peut-on concluré une diference entre les variances; eto? ?
On va tester 'hypotbseH, : 0% = o2 contre H, : 0% # o (test bilaéral).

SoitS% et SZ les estimateurs de? eto?. OnaZ = % ~ F(8,10).

Y

Or on a obseré les valeurs? = 0.3130 ~ 0.3443 ets? = 20.4231 ~ 0.4760, donc
_ 0.4760 ~ 1.38

“0 = o3443 ~ 190

P[F(8,10) < 3.8549] = 0.975 = 1.38 < 3.8549

Au niveau 5%, I'hypotbse de Egalitt des variances est acceptable.

Les lois de Student

Définition 9.3 Soit deux variables &htoires in@pendantes : une variable normale cémr
reduite,U ~ N (0, 1) et une variable chi-deuan degies de liberé,V ~ x2. On appelle
variable de Studerd n degies de liberg, la variable :

U  Uyn
1y vV

T, =

Densié de probabilie

On montre que la den§itf,,, d’'une variabl€el,, a pour expression

C
In :tH—nnH1t€R

(1 5)
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ou ¢, est une constante positivépendant de.

Exemple 9.10 La loi de Studen& un degé de liberé, appete aussi loi de Cauchy est la
loi de la variableT; dont la densi est

1 1

fi itH;m

,teR
Cette variable, qui n'admet pas d’eésance ni de moments d’ordre seneur a 1 (les
integrales correspondantes divergent), est souveae@bmme exemple.

Esj@rance et variance

Le calcul de I'esprance et de la variance, lorsqu’elles existent, conduit asultats
suivants :
E(T},) = 0, définie pourn > 1; V(T},) = -5, définie pourn > 2.

Forme de la distribution

L’ étude des variations de la deisit'une variabléel;,, montre que la distribution est en
cloche, syngtrique par rappor’ I'axe des ordonees, et admet pour mode : O.

Plus le nombre de degs de libe® augmente, et plus la distribution d’une variable
est resseée autour de l'origine.

Convergence en loi

La distribution d’une variabld,, de Student, est toujours plus disgErgjue celle d’'une
variable normale ceréte eduite. Cependant on montre que la dengitd’'une variable
T, esttelle que:
1 _t%
€
V2T

Les lois de Student convergent donc vers la loi normale ee@atluite. On constate dans
les tables de valeurs nuarique (voir tablel 1.9 que la diférence entre une loi de Student
et une loi normale ceréte Eduite est, en ce qui concerne le calcul des probasijljpeu
sensible lorsque = 30, presque agligeable lorsque = 120.

Sin— 400 , fu(t) —

Calcul des probabilés

SoitF,(u) =P(T,, <u) =p

La table11.9permet d’obtenir:, pour certaines valeurs ge selon le nombre de degg
de liberg de la variable de Student.

A cause de la sy#trie par rappor 'origine, la table n'est construite que pour des
valeursu positives.
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Pouru < 0, on a, comme pour la loi normale cegréduite :

P(T, <u)=P(T, >-u)=1-P(T, < —u)=1- F(—u)

Exemple 9.11e Pourn = 11, on a :P(7,, < 0.540) = 70%; P(T,, < 1.796) = 95%;
P(T, < 2.201) = 97.5%

e Pourn = 16, on a :IP(T}, < 0.691) = 75%; P(T,, < —0.691) = P(T}, > 0.691) =
25%

e Pourn =25,ona:

P(|T,| < 2.060) = P(—2.060 < T, < 2.060)
= F(2.060) — F(—2.060)
= F(2.060) — [1 — F(2.060)]

= 2F(2.060) — 1
— 2x0975—1
= 95%

Application a I'étude des moyennes

ProbEmesa unéchantillon

Comme dans &tude des variances, on coresid un ensembléX;, X,,..., X,,) den
variables inépendantes et degme loi normaleV (u, 02). On rappelle que :

S e 1 - — 1 -
X:E;Xi : 32:—2()(7;—)()2 , 52 = ;(Xi_X)Q

et la relationn.S? = (n — 1)S?
On consi@&re maintenant la variable :

Z—y_ vn —1 _7—/1 vn—1
”S—zl \/ Zz (X — X)? Vn ZZ":1(+I—X)2

On sait queX; ~ N(p,0%) = X ~ N (M, > Donc la premére fraction est une

variable normale cerite €duiteU.

On reconnd de plus, sous le radical du degrie énominateur la variablg& = T;—Sf qui
est une variablg? , (voir section3.1).

Le théoreme de Cochran (voir sectiénl) permettant d’affirmer I'inépendance entiié
etV, il est clair que la variable&l obgéit a la cfinition d'une variable de Studeai(n — 1)
deggés de liber.
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On obtient ainsi un autreesultat important car on dispose maintenant d’un e®djui
ne cepend plus que du paratne . .
La variableZ = %2& = 7—‘} est une variable de Studenht_;
oy 52
Il devient alors possible de construire des intétations statistiques concernant le pa-
rametre .

Test d’hypotbse sun

On se propose de tester 'hypedeH, : p = a contre 'une des trois hypodises
alternatives suivantes :

Hy :p>a ; Hy :p<a ; Hy :p#a

X-—a

=
n—1

est une variable

Dans le cadre du meate qui vient détre cecrit, la variablel” =

de Studen& (n — 1) degés de liber.

SousH,; : i > a LesécartsX — a auront tendanca &tre plusélevees que sougl,
puisque la distribution d&X est centee autour de:.. Ce sont donc les valeurs
élevees del’ qui incitenta choisir H; et a rejeterH,. On construit donc un test
unilateral avec domaine de rejgtdroite. L'intervalle d’acceptation d€, est donc
du type] — oo, b], avec au niveaw : P[T' < b] = 1 — «.

Pour effectuer le test, il suffit de regardérest sit@e la valeur obseeet, = \70“

7

n—1

SousH, : ;< a Lesécarts faibles deX — a, c'esta-dire lesécarts ggatifs, seront
plus probables que souf,. On construit donc un test uni&l avec domaine de
rejeta gauche. Lintervalle d’acceptation d&, est donc du typé—b, +oo[ avec
P[T < —b] = «. En fait on ctermineb par la relation, qui dcoule de la sy#trie
de la distribution P[T" < b] =1 — a.

SousH; : i # a Il est alors clair que I'on construit un test bigaél, I'intervalle d’ac-
ceptation deff, étant du typg—b, b] avec P[T" < bl =1 — §.

Exemple 9.12 Sur sixétudiants de sexe masculin, choisis dans I'amphi, on a radesr

tailles suivantes : 172; 174; 178; 180; 175; 183 cm. Inté&xi@r ces esultats sachant

que l'esgirance de la taille d’un francais est 170cm.

Soit X; ~ N (u,0?) la taille d’'un étudiant choisi au hasard. On va tester I'hypese

Hy : =170 contre 'hypotleseH; : pu > 170

SoitX = 130 X;etsoits? = 130 (X, — X)2 Les diferentes mesurestant

indépendantes, la variabl&; = % obgit & une loi de Studerit 5 degés de liberg,
5

SOUSH,.

Ce sont les valeurglevees del’ qui sont favorables H;. On construit donc un test

unilateral avec domaine de rejatdroite.
Au niveau 5%, l'intervalle d’acceptation dé, est] — oo, 2.015].
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On a obseré les valeurs :

1 —
o = 170+ 542 = 177cm pourX

1

sz = 6(25+9+1+9+4+36):14pourS2
177 — 170

ty = ——— ~4.18 pourTs

14

5

Au niveau 5%, on rejette doné,. L'esperance de la taille d’'urétudiant est sugrieure
a I'esperance de la taille d’un francais. La moyenne obgerest assez significativement
differente de 170cm ; @me au niveau 0.5% on rejetterdif,.

Intervalle de confiance d’'une &spnce

Il est facile de édulre du modle obtenu une estimation par intervalle,dex partir de
I'observationz, et s3. Lintervalle de confiance, pour un coefficient decarie 1 — «
sera constité des valeurs dg qui seraient accepes dans un test d’hypabe bilagral
au niveau. D’ou la méthode :

e onsaitquela variablé% obgit, sous des hypodéises de normaétet d'incependance,

—1

4 une loi de Studer,_; ;
e on cétermine la valeub telle queP(—b < T,,1 < b) =1 — «;

e On a obser& les valeursy et s? de la moyenne et de la variance empiriques. On parie
gu’elle \érifie la double iggalié :

To — i

2
80

-b< <b

n—1

D’ou l'intervalle de confiance :

_ s _ s
To— b n_1<,u<xo+b m—

Exemple 9.13 Sept dosages du glucose sanguin, effectindependammenty partir
du sang d’'une @me provenance ont doares Esultats suivants : 1.17; 1.16; 1.16;
1.19;1.19; 1.21; 1.18 grammes par litre.

On admet que chaque moyenne est une variablataire normale dont 'esggrancey est
la valeur que I'on essaie de mesurer.

Déterminer, pour le coefficient désurite de 95%, l'intervalle de confiance ge
SoientX la moyenne es? la variance des 7 mesures. On sait que la varighje= =%

S2

6
est une variable de Studeat6 degés de liberé, compte tenu de la normaditet de
I'ind épendance des mesures. o
On a obsere les valeurss; = 1.18 etsj = 2 10~* de X et 52,
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Au niveau de confiance de 95%, la valegi= %—;2’“‘ verifie l'inégalite : —2.447 < ty <

50

6

2.447
118 — 1

/ 20 —
m104

D’ou l'intervalle de confiance 1.163 < p < 1.197 gramme par litre.

= —2.447 < < 2.447

ProbEmesa deuxéchantillons

Soit un ensembléX;, X,, ..., X,,) den variables inépendantes, de&me loi normale
N(ux,c?). Soit un deuxdme ensemblgYy, Vs, ...,Y,) dep variables inépendantes,

de meme loi normaleV (uy, 0?). Les variablesX etY sont supposes avoir la rame
variance ¢3 = o = o?). Les deux ensembles sont supp@iependants entre eux.
Ona: X ~N (uX, %) ety ~ N (,uy, "f) Onen@duit: X—-Y ~ N <MX — ly, 02 (% + 2—1)
et, par congsquent :

Soient maintenant les variabl€§ et SZ, variances assg@gs auxX et auxY. On sait
que:

”Sg( 2 pS)Q/ 2
o2 "~ Xn-1 et 2~ Xp
On en cduit : 2 o
nox | Poy 2
V= 0_2 + ? ~ Xn—l—p—Q

(somme de deux chi-deux iagendants).

Il en résulte que, compte tenu duetieme de Cochran (voir sectidghl), la variable
7 = )%\/m obeit a la cefinition d’une variable de Studeat: + p — 2 degés de
liberte.

Cette variableZ s’écrit :

s XY —(ux—py) Vnip=2 XV —(ux—py)
n2 2
oity JmSkeSiE (R A
On désigne par
gxzan?(erS%
n+p—2

I'estimateur sans biais de la variance commune Aurt auxY (voir exercice5 du
chapitre8) , ce qui permet dcrire :

5o X =Y = =)
frd — ~ n+p—2
5’21 + 1
n ' p
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L'utilisation de ce modle permet de pra@&zlera la comparaison de deux €spnces.
Cependant, il est bon de souligner que ce aled’est valable que sous des conditions
assez restrictives :

normali€ et independance des variabl&s;

normali€ et incependance des variablEs

indépendance relative dés et desY”;

égali€e des variances des et desy'.

Comparaison de deux &spnces

On cesire tester I'hypotbseH, : ux = uy contre I'une des trois contre I'une des trois
hypotteses alternatives suivantes :

Hy tpx >py ; Hy tpx <py 3 Hs :px # py
ce que I'on peuécrire :Hy : pux — py =0
Hy cpx —py >0 5 Hy tpux —py <0 5 Hy :px —py #0
X-Y

Ve (i)
Studentl}, ., .
Les tests se construisent alors comme dans lesgmrash unéchantillon :

SousH,, il résulte de ce qui pede que la variablé' = est une variable de

contre H, : test unilaéral avec domaine de rejatdroite, car, sou#f;, I'écartX — Y
aura tendanca avoir des valeurs plusevees que souf ;

contre H, : test unilaéral avec domaine de rejgtgauche;
contre H; : test bilaéral.

2 2
~ : z . — — 92 2 2 ns5x +ps
Pour effectuer le test on calcuke partir deschantillons T, 7o, 5%, sy, s5 = 355
etenfint, = —Z2=%0__
"G
Il suffit de regarder sfy est dans le domaine d’acceptation ou de rejetige

Exemple 9.14 (suite de 'exempl8.9). Peut-on conclur@ une diference entre les eépnces
x et My ?
On a monté precedemment que I'hypotses? = 0% est acceptable. Dans ces condi-
tions, la variance commune aux dexiss de mesures peétre estinge par :

11 x 0.3130 + 9 x 0.4231

se = = ~ 0.4028

On veut tester I'hypotseH, : ux = py contre Hy : ux # jy.

SoientX la moyenne de 11 mesures de typetY la moyenne de 9 mesures de type

S2 etant 'estimateur de la variance commune aux deux types de mesure.

SousH,, la variable T}y = %‘f;")ﬂ obéit & une loi de Studend 18 degés de
11 9

liberté.
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On effectue ici un test bilatal. On a obserg& la valeur

t 3.92 — 4.18
0 =
/04028 (% + 1)

Cette valeur est comprise dans l'intervalle d’acceptatiorfjeu niveau 5% {—2.101; 2.101].
On peut donc admettre que les deux typesatgtaux ont la rdme teneur en calcium, en
moyenne.

= —0.911 de la variableTg

Ce test de comparaison de deux@&smcesa partir de deux moyennes empiriques est
dit "test d’homogreite de Student”. La condition restrictive &fjali€ des variances
nécessite, la plupart du temps, uréification peliminairea I'aide du test.
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7 Exercices

1. Une nouvelle technique de dosage du glucose sanguin vietredhise au point.
Sept dosages, effe@sa I'aide de cette nouvelle techniguepartir du sang d’'une
méme provenance, ont dodfes esultats suivants :

1.17—-1.16 — 1.16 — 1.19 — 1.19 — 1.21 — 1.18 gramme/litre

On admet que chaque mesure est une variabkgaile normale dont I'egpance

1 est la valeur que I'on cherchie determiner et dont Ecart-type caraétise la

précision du proece. On considre que les: résultats possibles d’un ensemble

de n dosages, effecas dans les Bmes conditions sont des variablegadbires

indépendantes et de@me loi.

e La technique utilige jusqua ce jourétait caradrisee par urecart-type de 0.05
mg/litre. Peut-on dire que la nouvelle technique est plésige que I'ancienne ?

e Déterminera partir de Iechantillon, un intervalle de confiance de

2. Une boisson, de consommation courante, est vendue en bouteilles d’un litre. L'un

desélements de sa composition est un certain produui fait I'objet d’'une
réeglementation particuére.
On cesigne parX la variable adatoire repgsentant la quanétA, exprimee en
milligrammes, que I'on peut trouver dans une bouteille. On admet\gsait une
loi normale d’espranceu. Pour que la boisson soit conforrada eglementation
en vigueur, la valeur dg ne doit pas @passer 50 milligrammes.

Une association de consommateurs a fait effectuer des dosagesid® bouteilles
choisies au hasard mais d’une marque d@nhes esultats, en milligrammes, sont
les suivants :

60.5-58.5-57.8-56.4-54.7-53.5-49.3-48.2-48.0

o Vérifier si la Bglementation est respéetpar le fabricant.
e Donner, pour la margue en question, un intervalle de confiange de

3. Les ésultats du dosage du glucose sanguin, eféestu un lot de 9 lapins, sont les
suivants :
1.17;1.16;1.15;1.18;1.19;1.20;1.20;1.16;1.21

grammes par litre. On admet que chague mesure est une variable normadeatiesp
1, taux moyen de gly@mie dans la population doprovient le lot. Entre quelles
limites peut-on situer, au niveau de confiance de 95% ?

4. Pour comparer l'influence de deludgimes alimentaired et B sur le ceveloppement
des doryphores, un entomologiste a mésulors de la mue imaginale, le poids
d’insecteslees dans les conditions$ pour les uns, dans les conditioBgour les
autres. il a obtenu legsultats suivants :

Régime A (9 insectes rales) : 100, 94, 119, 111, 113, 84, 102, 107, 99 mg
Régime B (8 insectes mles) : 107, 115, 99, 111, 114, 127, 145, 140 mg
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Exercices

Le poids d’'un insecte choisi au hasard danslevage est une variableéaloire

que I'on cesignera paX dans le casl et parY dans le cad3. On admet queX et

Y sont de loi normale.

e Montrer qu’il n’y a aucune raison de penser gi¥eet Y ont des variances
difféerentes. Pour la suite, on notera la valeur commune de ces deux variances.

e En utilisant 'ensemble degsultats, donner une estimation @{é on césigne
par S? I'estimateur utili€. Calculer I'esprance et la variance d& ; en ceduire
les qualiés de cet estimateur.

e En utilisant 'ensemble degsultats et avec un minimum de justifications, don-
ner un intervalle de confiance dé

e Montrer que le ggimeB est plus favorable avédeloppement des insectes que
le regimeA.

. Un laboratoire produit un vaccin destia une population de 100000 personnes.

On consi@re que la proportiop de personnes achetant le vaccin suit une loi gaus-

sienne de moyenne 0.24 eédart-type 0.03.

e Combien de doses doit-il produire pour que le risque de rupture de stock soit de
I'ordre de 2% ?

e Quelle doitétre la marge &reficiaire ealise sur chague doses vendue pour que
le risque de perte soit de I'ordre de 3% ?

. On désire savoir si une certaine V@t de bé a, dans uneegion A, un rendement

superieura celui qu’elle a dans un&gion B. Pour cela, on dispose desultats,
exprimés en quintaux par hectare, obtenus sur seize parcellésedifés et ainsi
repartis :

RégionA | 48.0| 48.2| 50.3| 53.5| 54.6| 56.4 | 57.8| 58.5| 60.5

RégionB | 44.2| 46.3| 48.3| 48.5| 50.5| 51.2| 55.4

On suppose que le rendement observable sur une parcelle, choisie au hasard dans
une Egion donge, est une variableé&dtoire @sigree parX pour la €gion A et
parY pour la €gionB.

(a) Dans un premier temps, on admet gkieet Y sont des variables normales
dont I'esgerance et la variance sont répenées par 4 eto? pour X, up
eto% pourY

i. Montrer que I'hypotlese 5% = o%" est acceptable. Pour la suite, on
désignera pa#? la valeur commune de ces deux variances.

ii. On peut alors disposer de trois estimateurs sans biai$.de premier
est asso@ a un ensemble de 9 rendements possibles provenant de la
regionA. Le deuxeme est assaeh un ensemble de 7 rendements pos-
sibles provenant de l&gion B. Le troiseme assoéia 'ensemble des
16 rendements predents. A partir de lewcart quadratique moyen re-
lativementa o2, choisir le meilleur de ces trois estimateurs. Ealgite
une estimation de?.

iii. A partir de I'ensemble des 16 observations, donner un intervalle de
confiance de>.

iv. Montrer que I'on peut accepter 'hypatbe 14 > pg”
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v. Donner un estimateur de, — up. Calculer son egrance et sa va-
riance ; qu’en conclure ? Ereduire une estimation dey, — up

vi. Déterminer un intervalle de confiance dg — 15

(b) Enl'absence de toute hypdibe sur le type de loi suivi paf et parY’, peut-
on cependant affirmer que le rendement de leétade bé a tendancaétre
plusélewe dans lagégion A que dans laggionB ?

7. (a) On consi@re un ensembleX;, X, ..., X,), den variables inépendantes
et de néme loiN (1, o2). Soient les variables :

] — —~ -

Y:%ZXZ- : Sg(:EZ(Xi—Y)Q : S§:n_12(xi—7)2
=1 =1 =1

A partir des sultats connus sur les lois g8, calculer I'esgrance et la va-
riance des variableS% et b/‘?\( Quelles sont les quatis des variables%
et §§\( consicerees comme des estimateurs du paraeo? ? Quel est le
meilleur estimateur de? ?

(b) On consi@re un dewdme ensemblgY;, Ys, ... Y, } indépendant du @cedent,
de variables &atoires inépendantes et de@me 10iN (12, 0%). Soient les

variables :

1 1 Yy = (=121 (p-1)52

V==3Y ,S==->(Y-Y)?, 5?= X Y
p;; Y p;;( ) ntp—2

Calculer I'esgrance et la variance d&. Quelles sont les quadis de la va-
riable S2 consicerees comme des estimateurs du paraev? ?

(c) A votre avis, quel est le meilleur estimateur«fe?

8. On consi@re deux variables @atoires eellesR et S de densis de probabilé
respectives :
Jt—0 , Sit<0
fR'{ t—ae™ | sit>0
et _
J t—20 , SIt<0
fS'{tt—»be_bt,Sit>0

ou a etb sont deux paragtres eels strictement positifs.

On se propose, en se ramenades modles connus, de construire des tests concer-
nant les paragtres de ces distributions exponentielles, et d'imaginer comment
procedera leur estimation.

On rappelle que les dens# de probabilé d’une loi du khi-deuxa deux deges de
liberté et d’'une loi exponentielle de paréma% sont les nemes.

Construction des modtles ¢ Montrer que la variable ahtoirel” = 2a R suit une
loi du khi-deuxa deux deggs de libe. en @duire I'esggrance et la va-
riance dek.
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e Soitun ensemble devariables &atoireg R,, R», . . ., R,) indépendantes
et de néme loi queR. On associe cen-échantillon la variableZ,, =
2a(R; + Ry + -+ - + R,,). Quelle est la loi d&Z,, ?

e Soit un dew@me ensembleS;, S,, ..., S,) de variables indpendantes
entre elles, indpendantes des préecedentes, et de @me loi queS. On

consicére la variablel/(n,p) = £¢{ttil Quelle est la loi de
U(n,p)?

Premier test On suppose = 12. Les valeurs obseees des 12 variables consides
sont pécigment :
0.100-1.197-0.152-0.182-0.418-0.192-0.029 - 0.885 - 0.161 - 0.633 -
0.278 - 0.008

Construire un test de I'hypodiseH, : a« = 3 contre I'hypotleseH; : a > 3.
Quel est le esultat du test ?

Deuxieme test On suppos@ = 10. Les valeurs obseees des 10 variables consiées
sont pecigment :
0.361 - 0.085 - 0.293 - 0.080 - 0.077 - 0.020 - 0.036 - 0.095 - 0.197 - 0.206

Construire un test de I'hypodilseH, : « = b contre I'hypotleseH; : a # b.
Quel est le esultat du test ?

Estimation En cas de rejet de I'hypotisea = b, déterminer un intervalle de
confiance dé et donner, avec un minimum de justifications, une estimation
deb.
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8 Solutions

1. On consi@re un 7échantillon(Y7, Y5, Y3, Yy, Y5, Vs, Y7) ou les variables; sont
indéependantes et de I8 (1, 02).

=1yl Y
On pose : T iz
{ GZ’L 1(Y Y)

y=1.18

s? =3.333.10* = 2
On veut tester I'hypotlse H, : o2
25.1074

. . . 6572
Soit la variableZ = 5>5=.

SousH,, Z suit une loi du chi-deux 6 deges de liber.
Sous H,, Z aura tendance prendre des valeurs plus faibles que sélgs on
construit donc un test unikatal avec un domaine de regegauche.

On a obseré la valeur: = 22100 — 0.8 < 1.635

Au niveau 5%, on rejette donié,. La nouvelle néthode est plus pcise que I'an-
cienne.

1.187;1
20 10

Soit la variablel’ =

suit une loi de Studerd 6 deges de libert. Au niveau de conflance de 95%, on
eut parier sur l'iégalie —2.447 < 48 < 2 447
peutp g Ve
D’ou l'intervalle de confiance.163 < p < 1.197
2. On consi@re un 9échantillon( X, X5, ..., Xy) ou X, repesente la quanétA que
I'on peut trouver dans I&T¢bouteille. Les 9 variables@toires sont inebendantes

et de néme 10i\ (1, 02). On poseX = 150 X, 52 =15 (X, - X)"ou
4 < 2
$ =130, (X, X)
e Onvatesterd, : u < 50 contreH; : ;> 50
Pour cela, on choisit la variable

(=]

n e :
On a obser& { 104

25.10~% contre I'hypotlese H, : o2 <

I =l

. Cette variable

X—50 X—5O

/S8 \/52/9

SousH,, si 50, T" suit une loi de Studer#t 8 deges de libe. Sip < 50, T
aura tendanca prendre des valeurggatives.

SousH,, X atendanceé prendre des valeurs sneuresa 50 et dond” a ten-
dancea prendre des valeurs positives.

On construit donc un intervalle unikxial avec domaine de rejet dg a droite.
Au niveaua = 5%, le domaine de rejet d&/, est[1.860; +oo[. De manere
équivalente, le domaine d’acceptationfdgest] — oo ; 1.860]

On aobser&@z = 54.1, 852 = 952 = 175.08 Donct = 2.629 En ce qui concerne
1 la reglementation n’est pas respeet
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e On choisit la variable o L
X —p X—un

V= NEDE __,VA§2/9

Cette variable suit une loi de StudenB deges de libe&. Pour un coefficient de
securie de 95%, on peut parier que la valeur obgeny, vérifie les iregali€és :

—2.306 < up < 2.306

54.1 — p

— <
/175.08/72

= —2.306 < 2.306

D’ou l'intervalle de confiance :

50.5 < pu < 57.7

3. On consiére un 9échantillon( X, X, X3, X4, X5, X6, X7, X3, Xo) 0U X, repesente
le résultat possible dif™dosage. Les variables; sont independantes et dedme
loi NV (p, 02).
On pose X = % Z?Zl X;. On a obser@z; = 1.18 mg/litre.
On poseS? == § S0 (X, — X)2. On aobserg@s? = 410~ (mgllitre.}.

e SoitZ = XL Cette variable suit une loi de Studeén8 deges de liberé.

32
8
Au niveau 90%, on pelécrire que la valeur obserez, vérifie I'inégalié :

1.18 —
—1.86 < H

4 _
\/ 5107
D’ou lintervalle de confiance®.167 < pu < 1.193 mg/l

e SoitY = 90%2 Cette variable suit une loi du khi-deax8 deges de liberé.
Pour un niveau de confiance de 90%, on peut parier siagahe :

< 1.86

361071
2

2.733 < < 15.507

g

D’ou I'intervalle de confiance2.32107% < 02 < 13.17107%.

4. Soit un premier ensembleX, Xs, ..., Xs, Xy) de variables inépendantes et de
méme loi, repesentant les mesures possibles sur 9 insé&éess dans les condi-
tions A.

Soit un deuxtme ensembléY,Ys, ..., Y7, Ys) de variables indpendantes et de
meéme loi, repésentant les mesures possibles sur 8 insétéegs dans les condi-
tions B.
ON SUPPOSEY; ~ A (ji4,0%) €tY; ~ N (g, 03)

— 1o
On pose : ){2_ 5122'31 Mo

Sk = 8 Zi:1 (Xi - X)
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T ~ 103.222
Onaobserg: ¢ s% ~ 112.944
s% ~ 100.395

Y=1%% vy,
Onposey ., 812151 2
5% =72 (Y;_Y)
7 ~ 119.750

On aobseré :{ s2 ~ 260.786
s ~ 228.188
e Onveutteste : 04 = 0% contreH, : 0% # 0%
On choisit la variableZ = %
~ SX
SousHy, Z = 3—2% puisquen? = 0%. DoncZ ~ F(7,8)
B Sy

SousH,, Z = ‘;—’223 5—24% = Z—zBZ’ ou 7' ~ F(7,8). DoncZ aura tendanca
A B S A
prendre des valeurs plus fortes ou plus faibles que ghuselon quer? < 0%
ouc? > o%. D'ou un test bilaéral. A un niveau 5%, le domaine d’acceptation
de H, est :]1/4.8994 ; 5.5286]
On a obseré& z; ~ 2.309 d’ou I'acceptation de€4,
e On prend comme estimateur de la variablia variable a¢atoire :
G2 85% + 7S¢
15

ce qui conduitx I'estimations? = 8x112.944£7x260.786 , 181 937

15
. ; 852 782
On peutecrire 25* = =x 4 &

Or 855( ~ X2 etf—f ~ x2. Ces deux variablestant incépendantesl,i—f2 ~ X35
On en duit E(15§2> — 15> %E(SQ) — 15> E(é?) = 2

(e

52 est donc un estimateur sans biaisyde

On a de néme V(“Z_—§2> =30= vV <52> =30= V<§2> =2
Puisque le biais dé? est nul, la variance egalea I'écart quadratique moyen
de S? relativementio2. Si on estime que cette grandeur est te@pee, on peut
la diminuer en jouant sur la taille d&hantillons.S? fait partie d’'une suite
consistante d’estimateurs.

e Puisque la variabléi%2 suit une loi du khi-dewa 15 deges de liberd, on peut
parier que la valeur "obseee” de cette variableérifie la double ikgali€, pour
un niveau de confiance de 95% :

6.262 < w < 27.488

o2

d’ou l'intervalle de confiance99.28 < ¢2 < 435.81
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Solutions

e Onvatestetd, : up = pua contreHd; : up > pa Les variablesx; etY; étant

consicerees comme ayant lag@me variance?, on choisit la variable :
Y - X
S2(1/8 +1/9)

V:

SousHy : up — ua = 0; V suit une loi de Studer#t 15 degeés de libe. Sous

H,, V aura tendanca prendre des valeurs positivegférentiellement. En effet
s > s = Y atendance prendre des valeurs seuresa X. On construit

donc un test unild@ral avec domaine de rejéf, a droite.

Au niveau 5%, le domaine d’acceptation Hg est] — oo ; 1.753|. Le domaine

de rejet deH, est[1.753; +o0]

On a obserg& v, =~ 2.521 = on rejetteH, le regimeB favorise le @veloppement
des doryphores.

(a) D'apres la table P2522% > 2.05) ~ 0.02
Donc Pp > 0.3015) ~ 0.02
Il doit donc produire 30150 doses

(b) Il'y a perte sip x 10° x prix< 30150 colit
C’esta-dire sip < 0.3015xcolt/prix
Or P(2:224 < —1.88) ~ 0.03

Afiniai i Atra 0.3015
La marge lereficiaire doit don@trej= sz — 1 ~ 64%

(@) Au 9-échantillon(X;, Xs, ..., Xo) des rendements possibles des parcelles
de A, on associe les variablegatoirest = 159 X;;52 =159 (X, - X)”
ous? =13 (X,-X)"

Au 7-échantillon(Yy, Ys, Y3, Yy, Vs, Y5, Y7) des rendements possibles des par-

V= % Zle Yi

S? = %ZL (Y; _?)2

On supposeX; ~ N (4, 0%) ety ~ N (up,0%)

i. Onveuttestef], : 0% = 033 contreH, : 0% # 0%

celles deB, on associe les variablesakoire

On choisit la variablé/ =

o) |>< W

2
Y

SousH,, U = —ETX puisquer? = 0%. DoncZ ~ F(8,6)

of \ 04 52
tendance prendre des valeurs plus fortes ou plus faibles que Bgus
selon query > 0% ouo? < o%. D'ou un test bilaéral. A un niveau

5%, le domaine d’acceptation d& est :]1/4.6517; 5.5596]

On a obser& sf%( = 20.785, s?/ = 13.140 = u =~ 1.582 d’ou l'accepta-
tion de H,

SousH,, U = 2 (2Zp2x ) = Z—%Z’ ou Z' ~ F(8,6). DoncU aura
B
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852 +65%

ii. Les trois estlmateurs p033|bIeS<d?esontsX, sY ets? = o

On salt— ~ X3 et =¥ ~ 2.
Donc E(sz E(GSY) E(8S S
et V(S(‘f—;) = 16 etdonc VG2) = 2*; V(ﬁ) — 12 et donc VE2) =

A 1 4
2 V(48 = 28 etdonc VE2) = 2 ;

les trois estimateurs sont des estimateurs sans biaig.dBans ces

conditions leuécart quadratique moyen &gfalea leur variance (EQM=V/()+(biais).

Le meilleur estimateur de? est celui de plus faiblécart quadratique
moyen et c’est dong?2. On en @&duits? = % ~ 17.5086

ii. Pour datermjner un intervalle de confiance @& on utilise la variable
aleatoire1452 /02 ~ x2,. Pour un niveau de confiance de 95%, on peut
parier sur l'iregali® : 5.629 < 22312 < 43.546 D’ou l'intervalle de
confiance).384 < ¢? < 43.546

iv. On va tester, au niveau 5%, I'hypétbe H, : up = pa contre Hy :
up > pa Les variablesX; etY; étant considrées comme ayant la
méme variance?, on choisit la variable :

Y -X
S2(1/7 +1/9)

V:

SousHy : pup — ua = 0; V suit une loi de Studerd 14 deges
de liberé. SousH,, V aura tendanca prendre des valeurs positives
préferentiellement. En effgtz > 4 = Y a tendancex prendre des
valeurs suprieuresa X. On construit donc un test uniial avec do-
maine de rejefi, a droite.
Au niveau 5%, le domaine d’acceptation Hg est] — oo; 1.761]. Le
domaine de rejet d&/, est[1.761 ; +o0]
On a obser&y, = ¢17.ié§&f?éi1/7) ~ 2.3711 = on accepted; : 4 >
B

v. Un estimateur de la variabje, — 5 est la variableZ = X — Y
E(2)=E(X —Y)=E(X)—E(Y)= pi4 — . C'est donc un estimateur sans
biais
V(Z)=V(X — Y)=V(X)+V(Y) (car incependance d& et Y) donc
V(Z2)=F + Z. Cest donc un estimateur consistant.
Onendduit:py —pp=X —Y =542—-492=15

vi. Pour ceterminer un intervalle de confiance de — ., on choisit la
variable abatoire

Y =X — (pta — pi3)
S2(1/9 +1/7)

T =
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Cette variable suit une loi de Studeéni4 deges de liber.

On a obsergt = 2=a—18) poyr un niveau de confiance de 95%, on
2.1087

. ez P 5—( — ) IR T
peut parier sur l'igalie —2.145 < 2=22E8 < 2.145. D'ou linter-

valle de confianc@.4768 < s — ug < 9.5232

(b) On peut tester 'hypoiseH, : "les variablesX; etY; ont méme loi” contre
I'nypothéseH; : "les variablesX; ont tendance prendre des valeurs plus
grandes que celles d&s’.

Soit W la variable akatoire associant aux 16sultats possibles, raag par
valeurs croissantes, la somme des rangs desultats de3. 11 esta valeurs
entieres sur{28, 29,...,90,91 SousH,, W a une distribution en cloche,
symetrique. Sougi,, W aura tendanca prendre des valeurs siteisa gauche
de la distribution. D'@ un test unila&ral qui admet, au niveau 5%, pour
domaine de rejel], : {28,29,...,42,43}

les 16 observations sont raggypar valeurs croissantes :

Y1, Y2, L1, T2, Y3, Y4, X3, Ys, Y6, L4, L5, Y7, L6, L7, L8, L9

On en éduitlV = 43 = Rejet deH,

Le test non paragtrique de la somme des rangs conduit degalemeng

la conclusion que la va&&té a un meilleur rendement dans é&gion A.

(n—1)5%
2

~ x2_,. On en @&duit donc (poun > 2):

-1
o2

7. (a) On sait que’f—f‘ =

2
E(”SX) —n-1=E(S%) ="

o2

n
S% est un estimateur bidgles?, de biais(—%).
(n — 1)§5 o

S% est un estimateur sans biaisafe

% (”{f}) —2(n—1) = V(%)= %#
v (ﬂ) a1y = V(ED) - 2
et donc:
(5t - (24 L) ot B (G o) v - 2

En utilisant la relatior8.5 on deduit queS/Z\, estimateur sans biais et dont la
variance tend verséro lorsquen tend vers l'infini est un estimateur consis-
tant deo?. En effet, la relatior8.5s'écrit :

2

n—1

4 —
V6>0,1—( )Z—QSP(|S§<—02I<6)§1
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Il est clair queve > 0, IP>(|§)5( — 0% <€) — 1 quandn — +oc.
En ce qui concerng?, ona:

2(n — 1)\ o*
ve>0,1—(M)0—2§P(|S§(—a2|<e)g1

n2 €

Il est également clair qué% est un estimateur consistant d& bien que
biaise : Ve > 0, P(|S% — 02| < €) — 1 quandn — +oo0.

Le meilleur estimateur est celui qui a le plus faibleart quadratigue moyen
relativementa 2. Contrairementa ce que I'on pourrait penser, dans les
mockles gaussiens, il s’agit d& . On a, en effet :

E((S% - 0%)?) < E((@ —02)2) = %04 < 7721 4

S Mm% —3n+1<2n?
& 1-3n<0

(b) Pourn >2etp > 2:

(n)E(S%) + (p — DE(SY)
n+p—2
(n1)o? + (p— 1)o?
n—+p-—2

E(S?) =

= 0’2

A cause de l'inépendance des variablé%, etSZ, ona:

) = M) ey, o) g
(ny)? 204 (p—1)2 20*
m+p—22n—-1 (n+p—2)2p—1

204

n+p-—2

S2, estimateur de la varianag?, commune aux deugchantillons, est un
estimateur consistant d€ puisque sans biais et de variance qui tend vers
zéro lorsquer + p — +o0.

(c) 52 est le meilleur estimateur de la variancguandn etp > 3.
La fonction f définie parf(z) = 231 = 2 — &,z > 2 est strictement
décroissantef((z) = —% + & = % < 0).
Donc sin > p > 2, ona 25! < 21 et 5% est le meilleur estimateur de
o2 deo? par rapport S%.
Comparons maintenant lésarts quadratiques moyens $f. etS2,
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Solutions

20* 2n—1 ,
< o

7

T2 _ 42)2) < 2 22
E(S 0)>_E(SX c?)?) iy 2

2 2n —1

<

p+(n—2) = n?
2n® < p(2n — 1)+ (2n — 1)(n — 2)
2n* < 2n% —5n+ 2+ p(2n — 1)
n(2p—>5)>p—2 (9.2)

t o 0

la relation9.2 n'est pas erifiee pourp = 2. Par contre, poup > 3, la
relation 9.2 est \érifiee pourn > 2’;;_25 Donc pourn > p > 3. (Le cas

p > n Se traite de la iame facon en permutat etY’, n etp). En effet :
an:n>p—2:n>%,puisqu@p26¢2p—521.

8. Construction des moatles

e Soit I+ la fonction de epartition etfr la densié de la variablel’. Par
définition :

t
Fr(t)=P(T'<t)=P2aR <t)=P (R < %> cara > 0

Donc Fr(t) = Fr (1)
Par cerivation ifr(t) = & fr (%)
D’ou la densié :

o t—0 , Sit<0
T t—de7? | sit>0

On reconnd une loi exponentielle de paratne 1/2 ou, ce qui revient au
méme, une loi du khi-deua deux deges de liberk. On sait alors que
E(T)=2 et V(T')=4. On en @duit :

E(T) =E(2aR) =24dE(R) = E(R) = %

V(T) =V (2aR) =4a*V(R) = V(R) = %
On retrouve lesésultats connus pour une loi exponentielle de patean

a
e Ona

Z, = 2a(Ri+Ro+---+R,)
= 2aR{+2aRy+ -+ 2aR,
Z, estla somme de variables inépendantes et deadme loi du khi-deux

a deux degs de liber¢. DoncZ,, suit une loi du khi-deuwda 2n deggés de
liberté (proprete d’additivite desy?).
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e De memeW, = 2b(S, + S2 + --- + S,) suit une loi du khi-dewa 2p

deggés de liber et

_BQ(R1+R2+"‘+RVL) . éQ_])

b (S1+ S+ +S,) 20 W,

Par céfinition U (n, p) suit une loi de Fisher-Stecora 2n et 2» degés de
liberté, que I'on noteF (2n, 2p).

Premier test On dispose d’'un 12chantillon (R, Ra, ..., R12) On veut tester
Hy : a = 3 contreH; : a > 3. Pour cela, on choisit la variablé, =
2.3(Ry + Ry + -+ - + Ruy)

SousH,, puisquex = 3, Z;, suit une loi du khi-deuxd 24 deges de liber.
SousH;, Z;, ne suit plus la rame loi, mais on pelcrire :

3 3
212 — E2G(R1 + RQ + tte + ng) — EZI}

U(n,p)

ol Z}, suit une loix3,. Puisque, sousl;, 3 < 1, on peut affirmer que la loi
de Z,, est ceplac&e vers la gauche par rappara loi duy?z,.
On construit donc un test unikrial avec domaine de rejet dg a gauche.
Au niveaua = 5%, le domaine d’acceptation dé, est|13.848; +o0|
On a obser& lavaleurz;, = 6(0.100+1.197+0.152+- - -+0.278+4-0.008) =
25.41. Au niveau 5% I'hypotleseH, : « = 3 est acceptable.
Deuxieme test On dispose d’un 12chantillon(R;, R, . .., R12) etd’'un 10échantillon
(S1,S,,...,S10) independant du @cédent.

On veut tested,, : a = b contreH; : a # b. Pour cela, on choisit la variable
U(12,10) = 10 Uthotthio)
’ 12 (Sl+52+...+slo)

SousH, : 1 = ¢ etU(12,10) suit une loiF (24, 20).
SousHy, U(12,10) ne suit plus la réme loi, mais on peucrire :

_bWa(Rid Rtk By by,
al2b (S1+ Sy + -+ Si) a

ou U*(12, 10) suit une loiF (24, 20).

Deux cas sont alor envisager :

2 >1<b>a laloideU(12,10) est cepla@e vers la droite par rappaat
la loi F (24, 20).

g <l&b<a laloideU(12,10) est epla&e vers la gauche par rappart
la loi F (24, 20).

On construit donc un test bikatal.

Au niveaua = 5% (2.5%a gauche, 2.5% droite), le domaine d’acceptation

de Hy est :]0.4296 ; 2.4076]

2.4076 est lu directement dans la table p&i24, 20). 0.4296=1/2.3273®

2.3273 est lu sur la table dg(24, 20).

On aobseré la valeun;(12,10) = 15 {32 ~ 2.434. Au niveau 5%, on rejette

doncH,.

12
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Estimation Pour ceterminer un intervalle de confiance tleon passe par I'in-
termédiaire de la variabl&/yy = 2b(S; + Ss + - - - + S10) qui suit une loi du
khi-deuxa 20 deges de liber.

Pour un coefficient deegurie de 95%, on peut parier que la valeur obéerv
wqq de sy verifie les iregalies :9.591 < wyy < 34.170

Or wyg = 2b(1.450) = 9.591 < 2.90b < 34.170

D’ou l'intervalle de confiance3.307 < b < 11.1783

Estimation ponctuelle de

On sait qu’un bon estimateur du paréme EG) est la variableS = %(Sl +
Sy +--- 4 5,); c’est un estimateur consistant puisque :

e il est sans biais : EX)=E(S)

e sa variance Vi§)=V(S)/p tend vers &ro sip tend verstoo

On en eduit une estimation de EJ

- 1
E(S) = 5;(1.450) = 0.145

on sait d’autre part que BEj=1/b. On peut donc enédiuire I'estimation :

b= — = 6.896 ~ 6.9
E(S)
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Chapitre 10

Le test chi-deux

Introduction

Le test duy? est fiequemment utilié par les biologistesA la différence des mades
gaussiens, par exemple, ce test ne s’appuie pas sur ualenpbbabiliste rigoureux,
mais sur une loi asymptotique ; il est donglidata utiliser et il est parfois @férable de

le remplacer, lorsque c’est possible, par un test non patragque plus adapt

On expliquera d’abord les principes du test sur une loi multinomiale, puis, dans ses ap-
plications les plus courantes, l&&thode non paragétrique qui en écoule.

Test sur une loi multinomiale

Distributiona deux classes

Soit une exprience a&atoire€ susceptible d’entiiaer la alisation d'uréevenementt;
de probabilié P(E;) ou d’'unévenementt, de probabilie P(Es), £, et £y formant un
syseme completlf(E,) + P(E,) = 1, P(E, N Ey) = 0)

Soit un ensemble de expériences identiques £ et independantes . On lui associe les
variablesX; et X, repesentant respectivement le nombrev@nements; et le nombre
d’évenementd’, que I'on peut observerY; + X, = n). La réalisation effective des
experiences entiiae I'observation des valeurs de X; etxz, de X5 (1 + 22 = n); on
dit que les esultats sontapartis en deux classes, les variabl\gset X, prenant le nom
d’effectifs de classe.

On césire tester 'hypotlseH, : "P(E;) = p; etP(E,) = po” contre 'hypotreseH; :
"P(Ey) # p1 etP(Ey) # po”

On sait &ja résoudre le prokime. En effet, compte-tenu de la relati®f¥, ) + P(F,) =
1, il suffit de testefP(FE,) = p; contreP(E;) # p;, ce que I'on peut fairé I'aide de la
variableX; ~ B(n, p;)

X admet pour loi asymptotique, lorsquaugmente inéfiniment, la oV (np;, np; (1—
p1)); ce dernier modle est utili€ dans la pratique pour > 100, & condition que les
produitsnp, etn(1l — p;) aient une valeur minimum de I'ordre ded510. On construit
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264 Test sur une loi multinomiale

alors un test bildral avec la variabl®” = % consiceréee comme pratiguement
npi(l—=p1

normale cen&e éduite, soudd,.
Soit maintenant la variable :

(Xl - npl)2 4 (XQ - np2)2
np1 np2

7 —

Ona:

p2(X1 — np1)? + p1(Xy — nps)?

7 -
npip2
(I =p)(Xy —np1)® +pi(n— Xy —n(l —py))?
B np1(1 —p1)
(L= p)(Xy = np)) +pi(npr — X4)?
B np1(1 —p1)
. (Xl - np1)2
— api(1—py)
= Y?

Etant dong la relationZ = Y2 et étant don@ le comportement asymptotique He il
est clair queZ admet pour loi asymptotique une loi g&, sousH.
D’autre part, pour un niveaa, on peutécrire :

1—a:P(—ya/2<Y<ya/2):P(0§Y2<yi/2):P(O§Z<za)aveCza:y2a/2

Il revient donc au rame d’effectuer un test biltal surY que d’effectuer un test uni-
latéral surZ avec domaine de rejatdroite.

On dispose donc d’'une degxne néthode pour testeil, contre H,. La variableZ, qui
peutétre assimie sous les conditionsguédentesa une variabley? (n > 100, np; et
nps > 5 a 10), rend compte globalement desarts entre les effectifs de classe et leur
esperance (souvent appeas "effectifs toriques”). Une valeur nulle d& signifie I'ac-
cord parfait avedd, ; une valeug€lewee deZ conduit au rejet déf,, la borne suprieure
z, de lintervalle d’acceptation3(841 = (1.96)? au niveau 5% 6.635 = (2.576)% au
niveau 1%)etant lue dans les tables des loisxde

Distributiona r classes

Plus ¢geréralement, soit une ekpence a&atoire€ susceptible d’entiiaer la €alisation
d’'un évenementZ; de probabilie P(E;) ou E, avec la probabilg P(E,), ..., ou E,
avec la probabilg P(E,) ; lesévenementd;, Es, . .., £, formant un systme complet
(1, P(E;) = 1, P(E; N E;) = 0 pouri # j)

Les @sultats den expériences identiquea £ et independantes sont donépartis en
r classes. A un tel ensemble d’@tences, on associe les variabl¥s, X, ..., X,
repesentant les effectifs de classe.
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Le syseme( X, Xo, ..., X,) obéita une loi multinomiale (voir exercicédu chapitres).
On veut tester 'hypothseH, : "P(F) = p; etP(Es) = po, ..., etP(E,) = p,” contre
I'hypotheseH; :"IP(E;) # p; OUP(Es) # pa, ..., 0UP(E,) # p.”
On consi@re la variable :

7=y Bk

On montre que, SOuHy, cette variable admet comme loi asymptotique une loj#s.
Pratiquement, on utilise ce melé pour > 100, a conditions que les effectifsé&briques
np; aient tous une valeur minimum de 'ordre da 30.

Il est clair que soudd; les valeurslevees deZ sont plus probables que soig. On
construit donc un test unil@tal avec domaine de rejgtdroite.

On remarquera que la notion de degde liberd est assez comgnensible. En fait il n'y
a, parmi les variables(;, X,, ..., X,, quer — 1 variables inépendantes. En effet les
variables sont &es par la relationX; + X, + - - - + X, = n, des que le hasard a attribu
une valeur nurariquear — 1 variables, la valeur de la deere est impose.

Exemple 10.1Partant de races pures, urekectionneur a croié des mufliers ivoires
avec des mufliers rouges. Il a obtenu en F1 des mufliéhssppuis en F2, ags au-
tofécondation des plantes de lémgration F1 : 22 mufliers rouges, 52 muflieralps, 23
mufliers ivoires.

La couleur des fleurs est-ell@pe par un couple d’adlles ?

Soientpy, po, p3 les probabilies pour qu’'une plante de la F2 ait respectivement des
fleurs rouges, @les ou ivoires. Soienk;, X5, X3 les variables repesentant le nombre
de plantesa fleurs rouges, @les et ivoires que I'on peut observer sur 97 plantes.

On est amed@a tester, apés un raisonnementégétiqueélementaire, I’hypotéseH,,

p1 = Ya, p2 = Y2, ps = Yacontre 'hypotheseH; : p; # Y, OUpy # Y2, OUps # Ya.
D’ou le tableau :

Phénotypes Rouge Rle Ivoire| Total
Probabilité 1/ 1 1y 1
Effectif treorique| 24.25 48.50 24.25 97
Effectif obseré 22 52 23 97

Les conditions d’application du tegt sont satisfaitesa savoir :

e Les classes constituent un yrsie complet &&nements;

e Les 97 expriences sont identiques et ipkendantes ;

e leur nombre est assé&te\e ;

e les effectifs thoriques sont suffisammeaie\és.

Dans ces conditions, sous,, la variable Z = 37 % est pratiquement une
variable x2. On effectue un test unikatal avec domaine de rejét droite. L'intervalle
d’acceptation de,, est, au niveau 5% 0, 5.991].

, 2 2 2
On a obseré la valeurz, = 2200 4 G507 | (L2 () 59

On peut accepter I'hnypo#ise que la couleur des fleurs des mufliers éség par un
couple d'alkles.
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Test d"ajustement

Test d’ajustement

Principe

Soit une variabld” assoctea une exprienceE. On veut tester 'hypotbseH, : 'Y a

une certaine loi de probabiit contre I'hypotleseH; : "Y a une loi diferente”. Un tel

test s’appelle un test d’ajustement.

Le principe du test dy? d’ajustement est le suivant :

e On effectue une partitiol;, F», . . ., E, de I'ensemble des valeurs possiblesYde
ce qui revient constituer un ensemble declasses auxquelles la loi suppesdeY’
permet d'affecter les probab#isp,, ps, . . ., p,.

e Chaque fois que I'on effectue une @xenceé, on peut dire dans quelle classe la
valeur obser&e deY se trouve. Donc on peut associéenn ensemble de experiences
indépendantes, identiquest, les effectifs de class&, X,, ..., X, et effectuer un
testy? comme peccdemment.

Il doit étre cependant clair qu’erealitt on teste ainsi, non pas,, mais I'ensemble

(p1,p2,--.,pr) des probabilis affeckes aux classes. Ce n'est que dans le cas d’'une

variable discete, si chaque valeur observable constieedlement une classe, qu’on teste

véritablement la loi d&”. Dans le cas d’'une variable continue, en particulier, pour que
le test garde une certaine signification, il faut un nombre de classes suffisant; il serait
touta fait ridicule de vouloir tester une loi normale en constituant deux classes de part et
d’autre de I'esprance, chacune de probal@lif,.

Bien entendu les conditions d’application du tgstdoivent &tre toujours respeggs.

On sera souvent amenpar exemplé regrouper des classes d’effectifeédhiques trop

faibles.

Exemple 10.20n admet que la coloration de l'iris, chez 'homme, estedmirée par

un couple d’aleles. La divers#é des g@nes complique &tude de la transmission de ce
carackre ; on sait cependant que la coloration bleue éstassive.

Le pere de Monsieur Dupont et l&pe de Madame Dupont ont les yeux bleus. Monsieur et
Madame Dupont n’ont pas les yeux ble@ant leterozygotes, s’ils attendent un enfant,
la probabilite pour qu’il ait les yeux bleus est. Sur cing enfants, le nombre d’enfants
aux yeux bleus qu'ils peuvent avoir&ba une loi binomiale3(5, 1/4)

On a clasg selon le nombre d’enfants aux yeux bleus qu’elles contiennent 1024 familles
de 5 enfants et dont les parents ont l|eme @notype que Monsieur et Madame Dupont.
SoitY le nombre d’enfants aux yeux bleus d’une telle famille.

On se propose de testéfy, : Y ~ B(5, Ya) contre H, : Y o B(5, Ya).

Nombre d’enfants aux yeux O 1 2 3 4 5 | Total

bleus

Probabilite (sousH,) 2 22 2 2 2 1

Effectif theorique 243 405 270 90 15 1 1024
16

Nombre obse® de familles | 252 410 265 87 10 0 1024
10
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Le tableau ci-dessugsume I'ensemble dessultats exprimentaux et toriques.

Les condition d’application du test® sont remplies (voir exempled. 1) :

e Les classes constituent un yse complet @&&nements;

e observer les 1024 familles reviemeffectuer 1024 exgriences identiques et ieégendantes ;
¢ le nombre d’observations est suffisant;

e en regroupant les deux degres classes, les effectif€triques sont suffisants.
SoientXy, X1, Xo, X3, X, les eff(—gctifs des ciznq classes2 retenues.2 .

Sousty, la variable 7 = ek o Sl 4 e fRE 4 gl o (ardel estune
variable y3. Au niveau 5%, I'intervalle d’acceptation et 9.488].

On a obser@ z, = 2.84. L’hypotheseH,, est accerpie.

Exemple 10.30n se propose deévifier si le nombre quotidien d’accidents d’auto-
mobile, dans une vie dogég, ol&it a une loi de Poisson d’egpance 1. Pour cela, on
dénombre quotidiennement les accidents qui se sont produits sur uge deil 00 jours.
Les esultats exprimentaux et thoriques sont&sunés dans le tableau suivant :

Nombre quotidien daccii O 1 2 3 4, ou plug Total
dents
Probabilitt sous I'hypothse| 0.3679 0.3679 0.1839 0.0613 0.0190 1
P(1)

Nombre tleorique de jours | 36.79 36.79 18.39 6.13 1.90 100
8.03

Nombre obse® de jours 35 40 17 6 2 100
8

SiY est le nombre d’accidents par jour, on veut testgr : Y ~ P(1) contreH; : Y «
P(1).

Les conditions d’utilisation du test sont satisfaites (voir exerifléet10.2). On notera
en particulier la recessi de pevoir I'évenement "4 ou plus” pour obtenir un sgshe
complet et le regroupement des deux demes classes en "3 ou plus” pour obtenir un
effectif ttleorique suffisant (en fait, on a obsérf fois 4 accidents).

SoientXy, X1, Xs, X3, les effectifs des quatre classes finalement retenkies fombre

possible de jours, sur 100, avec 2 accidents).

: _ (X0—36.79)2 (X1—36.79)2 (X2—18.39)2 (X3—8.03)2
SO[_JSHO’ la variable Z = 36.79 + 36.79 + 18.39 + 8.03
variable 3.

SousH,, les valeurslevees deZ sont plus probables que soli&. Au niveau 5% l'in-
tervalle d’acceptation dé{, est|0, 7.815].

On a obser@ la valeurzy ~ 0.47 de Z. On ne rejette pas I'hypod#ise que le nombre
quotidien d’accidents de voiture est une variable de Poisson érasge 1.

est une

Estimation de paragires

Les lois que I'on veut tester, dans un tgstd’ajustement, @pendent en&éral d’'un ou
plusieurs paragtres. La loi3(n,p) dépend dep (en geréraln est connu), la loiP(u)
dépend dey, la loi AV (u, o%) depend de: et dec?.
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Il peut arriver que I'on ésire tester un type de loi en ignorant la valeur exacte de chacun
des pararatres qui @terminent comg@tement la loi. On peut alors predera I'estima-

tion ponctuelle de ces paratnes, par I'interradiaire d’estimateurs, partir des donees
experimentales sur lesquelles oadire effectuer le test.

On sait que, les effectifs de clagsant toujours ks par larelatiok; + Xy +- - -+ X, =

n, on perd toujours un degie liberé. On admettre quuteestimation dun parangtre
introduit une liaison nouvelle entre les effectifs de classe ce qui se traduit par la perte
suppEmentaire d’'un deg@rde liberé. D’ou la regle :

Dans un tesk? d’ajustement, le nombre de degés de liber est :
v=r—1-p

ou r est le nombre de classes étpest le nombre de paratres estirasa
partir des observations.

Bien entendu, si les paratres sont estigsa partir d’'une deuxme €rie d’observations,
independante de celle sur laquelle on effectue le test, on est eametest d’'une loi a

priori (p = 0)

Exemple 10.4A partir des observations peedentes (exemplE).3, peut-on admettre
gue le nombre quotidien d’accidents de voituré&ibk une loi de Poisson ?

Le test pecddent devient alorsH, : Y ~ P(A\) contreH; : Y « P(A).

On estime), esgerance deY’, a partir deY’, moyenne de 100 observations. D’kesti-
mation 1\ =7y = 55(35.0 +40.1 +17.2+ 6.3 + 2.4) = 1.

Il se trouve, par hasard, que I'estimation égjalea I'esperance choisie a priori dans
I'exemplel0.3 On aboutira donc au Bme esultat nurdrique pour la valeur obseée
deZ : =z ~ 0.47.

Mais Z est cette fois une variablg;. Comme).47 < 5.991, on ne rejette pas I'hypoése

d’'un mockle poissonnien pour le nombre quotidien d’accidents.

Exemple 10.5SoitY le nombre d’impulsions enregi&tpar un @étecteur dans la mesure
de l'intensié d’un faisceau de rayons X. On sait qvieest une variable de Poisson dont
I'espérancey caracérise I'intensié du faisceau. Si a une valeur assezeee, on peut
écrireY ~ N (u, p).

On se propose de tester 'hypeseH, : Y ~ N(u,p) contreHy : Y & N(p,p), @
partir de 300 comptages d’'une minute, efféstwans des conditions identiques. Ce test
présente un ir@rét certain car le moéle probabiliste peuétre perturte par diferents
phénongnes tels que la stabiéitdu gerérateur.

Les 300 comptages ont une moyenne aritigque de 10000 coups/mn. lls @tk répartis

en classes d’amplitude de 50 coups/mn..
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Nombre de coupg Nombre d’ob- Probabilite Effectifs
servations (sousH,) théoriques

y < 9775 3 }8 0.0123 3.7 } 12
9775 <y < 9825 5 0.0278 8.3
9825 <y < 9875 15 0.0655 19.7
9875 <y <9925 45 0.1210 36.3
9925 <y < 9975 54 0.1747 52.4
9975 <y < 10025 65 0.1974 59.2
10025 <y < 10075 48 0.1747 52.4
10075 <y < 10125 34 0.1210 36.3
10125 <y < 10175 24 0.0655 19.7

10175 <y < 10225 5 } 7 0.0278 8.3 } 19
10225 <y 2 0.0123 3.7
Total 300 1.000 300

Le test n’est possible qu’aps une estimation du parastne ;.. L'espéranceyu deY est

estinéea I'aide de la moyenn& de 300 observations.

D’ou I'estimationy: = 7 = 10000. On en é&duito = /;z = 100.

Pour le calcul des probabilis, il faut passer en variable cegtr eduite :Y' =

On obtient (voir tablel1.6) :

P(9975 < Y < 10025) = P(—0.25 < Y’ < 0.25)

10025 < Y < 10075)=P(0.25 < Y’ < 0.75)
9925 < Y < 9975) 0.75 < Y’ < —0.25)

{ P( (

P( =P(-
P(10075 < Y < 10125)= IP’(O 75 <Y’ < 1.25)
P(9875 < Y < 9925) =P(—1.25 <Y’ < —0.75)
P(10125 < Y < 10175)= IP’(l 25 <Y’ < 1.75)
P(9825 <Y < 9875) =P(—1.75 <Y’ < —1.25)
P( P(
P(

10175 < Y < 10225)=P(1.75 < Y’ < 2.25)
9775 <Y < 9825) =P(-2.25 <Y’ < —1.75)

P(Y > 10225)=P(Y’ > 2.25)
P(Y < 9775) =P(Y' < —2.25)

D’ou les effectifs thoriques.

Y —10000
100

1
256(0.25) ~ 0.1974
1 1
6(0.75) — 56(0.25) ~ 0.1747
1

0(1.25) — 56(0.75) ~ 0.1210
1

6(1.75) — 56(1.25) ~ 0.0655

1
6(2.25) — 50(1.75) ~ 0.0278

1
50(2:25) ~ 0.0123

N~ NI~ N~ N~ N

Les conditions d’applications du tegt sont satisfaites (voir exemplé.1et 10.2). On
remarquera en particulier que I'on a vela ce que les classes constituent une partition
des valeurs possibles d€; le regroupement des classes éxtres permet de remplir la

condition sur les effectifs #oriques.

SoientXy, Xs, ..., Xy les effectifs des classes finalement retenues d’effecidsitiues

C1,C9,...,C9g.

SousHy, la variable Z = 39, &i=2)” est une variable? a9 — 1 — 1 = 7 degrés de

T

liberté (un paranetre esting).
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SousH, les valeurs @viees deZ seront plus probables que soé. D’ou le domaine
d’acceptation deH, au niveau 5% 10; 14.067].
On a obsere la valeur deZ :

42 4.7 87* 16> 5.8 44> 232 4.3% 52

“ 1271977363 524 592 524 363 107 127 8.69

20

On en conclut I'acceptation du mogle probabiliste.

Tests d’homogneitée

Principe

Le testy? estégalement utilié pour la comparaison de plusie@chantillons. Le principe
du test vettre expog dans un exempl@ deuxéchantillons. On le gréralise sans peine
pour plusieurgchantillons.

Exemple 10.6 On aétudé sur deuechantillons provenant de deux populationsatghtes
la répartition des quatre groupes sanguins : O, A, B, AB. l&suitats obtenus sont re-
portés dans un tableau dit tableau de contingergcdeux lignes et quatre colonnes :

Groupe @) A B AB Total
1¢" échantillon 121 120 79 33353
2¢Meachantillon 118 95 121 30364

Total 239 215 200 63 717

On veut tester I'hypotseH, : "les quatre groupes sanguins sorépartis de la reme
mankere sur les deux populations” contre I'hyp@tbef{; : "les r épartitions sont diffrentes”.
SousH,, la probabilite, pour un individu peleve au hasard, dtre d’'un groupe donm

est la néme dans les deux populations. On ne cdihpas cette probabil&, sinon le
probleme serait &solu; on peut cependant I'estimer et, toujours sélys la meilleure
estimation que I'on puisse en donner est la proportion des individus de ce groupe ob-
senée sur I'ensemble des de@ghantillons. C’est ainsi que I'on obtient les estimations :

Pour le groupe O p; = 239717~ 0.333
Pour le groupe A py = 21847172 0.300
Pour le groupe B p3 = 200417~ 0.279
Pour le groupe AB p, = 63/717~ 0.088

p1tp2+pst+pi=1

La relationp; + p2 + p3 + p4 = 1 montre qu’en fait il suffit de trois para@tres pour
déterminer comptement le mazle.

On déduit de I'estimation prcedente les effectifs éoriques de chaque classe pour un
échantillon de taille 353 d’'une part et pour wechantillon de taille 364 d’autre part.
D’ou le tableau :
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Groupe 0] A B AB | Total
1¢" échantillon 121 120 79 33| 353
(117.7) (105.9) (98.5) (31.0)
2*Megchantillon 118 95 121 30| 364
(121.3) (109.1) (101.5) (32.0)
Total 239 215 200 63 \ 717

Les effectifs thoriques sont entre parerébes. On a, par exemple,7.7 = 0.333 x 353.
Soient maintenant les variablés, X,, X3, X, représentant les effectifs de classe du pre-
mieréchantillon e, Y53, Y3, Y, représentant les effectifs de classe du demndechantillon.
On pose :

(X, - 177 (X;—1059) (X3~ 9857 (X, —3L0)
117.7 105.9 98.5 31.0

(Y1 —121.3)2 (Y2 —109.1)2 (Y3 —101.5)% (Y, — 32.0)?
213 1091 1015 320

Les conditions d’application du tegt étant satisfaites pour chagé@ehantillon, soug,

la variable Z peutétre consi@ree comme la somme de deux variahléd 'indeépendance
des deux@ries d’observations permet de coriier la variableZ comme une variable
x? (propriéte d’additivite desy?). On est teré de dire gu'il s’agit d'une variable? a
2(4 — 1) = 6 degeés de liberé ; cependant I'estimatiorg partir des observations, des
trois parametres qui @éterminent comptement le maele probabiliste baisse le nombre
de degés de libera6 — 3 = 3. Dol Z ~ 2.

Les valeurgleees deZ étant plus probables sou$;, que soudi, on construit, comme
dans les exemples @gedents un test unilatal avec domaine de rejétdroite ; c’esta-
dire, au niveau 5%, l'intervallé7.815; +oo].

On a obsere la valeur deZ :

B 3.3 n 14.12 n 19.52 n 22 n 3.3 N 14.12 n 19.5% n 22
© 1177 01059 985  31.0  121.3  109.1  101.5 = 32.0

20 ~ 11.74

On peut donc conclure au rejet d& : les quatre groupes sanguins soapartis diferemment
sur les deux populations dioproviennent legchantillons. La valeur obsege est rame
assez significative puisquegéme au niveau 1%, on rejetterdif,.

Ceréralisation

On ceréralise tes facilement au cas de échantillons epartis en classes. On est alors
obligé d’estimen- — 1 parangtres.

D’ou le nombre de degs de libegv =m x (r—1) — (r—1) = (m — 1)(r — 1).

Les don@esétant repesenées dans un tableaun lignes etr colonnes, on peut retenir
que le nombre de degs de liber® dans un tes{? d’homogereité estégal au nombre de
lignes moins un multipé par le nombre de colonnes moins un.

Il est bon de @sumer les conditions d’utilisation d’un test chi-deux d’hokr@ité :

¢ les classes doivent constituer un gyse complet dvenements;
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e les observation doivergtre incependantes dans chaquerie d’observations et les
séries inépendantes entre elles ; chagéedes d’exgeriences doit comporter un grand
nombre d’observations;

e les effectifs tieoriques doivent avoir des valeurs suffisamnéenées.

4.3 A propos d'un cas particulier

La comparaison de 2chantillons dont les observations sogparties en deux classes
peut doncétre faite, souséaserve des conditions guedentes, par l'intergdiaire d’'un
testy?

Exemple 10.7 On désire interpéter les esultats suivants : le nombre deégisons du
cancer de la peau été de 1712 individus sur 2015 patients pour un traitem&ii85%)
et de 757 individus sur 1010 patients pour un traitemBr{75%).

Le testy? permet de tester I'hypo#iseH, : "un individu a la méme probabilié d'étre
guéri, estineea % ~ (.8162, dans les deux traitements” contfé, : "les deux
traitements sont caraetisés par des probabilis de gérisondifferentes

On obtient, apes calculs :

guérison  non gérison
es 1712
Premieréchantillon EffectifsO bserés 303 2015
théoriques (1644.64) (370.36)

. . _obsenes 757 253
Deuxemeéchantillon Effectifs 1010
théoriques (824.36) (185.64)
2469 556 3025

Les conditions d'utilisation d’un test? d’homogereité sont satisfaites.
En désignant parX; et X, les effectifs de classe du premiéghantillon et pary; etY;
ceux du deuxime, la variable :

(X; — 1644.64) | (X, —37036)* , (i —824.36)* (¥, —185.64)°
1644.64 370.36 824.36 185.64

est, soudd,, assimieea une variablexi. . . .

On a obseré la valeur deZ, z) = SL3C 4 ST36 . 6756 4 6736 44 95,

Ce réesultat est tes significatif puisque &mea un niveau<< 102 on rejetteraitH,.

On peut, cependant, construire une déume interpétation qui pésente 'avantage de
permettre de testekl, : "un individu a la méme probabilié d'&tre gieri avec les deux
traitements” contreH] : "le traitement A donne une probabil@ de g@risonsugerieure

a celle du traitement3”. Cette interpréetation s’appuie sur la comparaison des deux
proportions de gérison.

On cesigne pap; la probabilite de g@rison avecA et parp, la probabilite de g@rison
avechB, pour un individu quelconque.

bar-hen.net



10. LE TEST CHI-DEUX 273

En conservant les @mes notations que plus haut,)sj designe le nombre de gusons
susceptibles @&tre obtenues sur 2015 individus ti@stparA, ona: X; ~ B(2015, p;). Si
Y; désigne le nombre de guisons susceptibles@&tre obtenus sur 1010 individus trag
par B,ona:Y; ~ B(1010, ps).

Il est clair que I'on peugcrire, dans cet exemple :

X1 pi(l —pi1) Y pa(1 — p2)
2015 N(pl’ 2015 S T TT R GRS TiiTy

a cause de la convergence de la loi binomiale vers la loi normala,catuse de I'inépendance
des deuxé&ries d’observations :

X, Y, N(p1 _p27p1(1—p1) p2(1—p2)>

2015 * 1010

2015 1010
Donc,sousdy :p1 =p2 =p:
X1 Y1 1 1
_ ~ 0.p(1 — 4L
2015 1010 N( p(1=p) (2015 * 1010))

Pour pouvoir utiliser le moéle, il faut connére la variance de cette loi normale. On
procede alorsa I'estimation de paramtre p. La meilleure estimation en est, sofig,

bien €ir : 2359 ~ 0.8162. On en @&duit, sousf, :

Xl Yi —4
- ~ N(0;2.2310
2015 1010 N< ' >
Soit maintenant la variable :
Xibo1s— Yihoto 5 X1 N
£v2.23102 ' 2015 1010

SousH,, on peut donc assimiler cette varialdiaune variable\ (0, 1). SousH;, les va-
leursélevees ddJ sont plus probables que soig. On construit donc un test unikatal
avec domaine de rejétdroite, soit[1.645; +-oo[ au niveau 5%.

On a obser@ la valeur deU :

1712 757
=66.96( —— — —— | = 6.704
o <2015 1010)
Le traitementA est donc meilleur que le traitemeBt On remarque que ceesultat est

trés significatif puisque @mea un niveaul0—2 on rejetteraitH,.

Si on compare les deux&thodes, on peut d’aborcrifier, relativement a@ment que
Z = U? (en particulier :44.95 = 6.704% aux erreurs d’arrondi @s), les conditions
d’utilisation étant par ailleurs les @mes.

Il s’agit donc fondamentalement duéme moele probabiliste mais, dans le deexie
cas, on utilise une variabl§ (0, 1) et, dans le premier cas, son &qui est une variable
X3. La deuxeme néthode permet les tests unéedux.

On a pu remarquer, dans la deexie néthode, que I'estimation du paratrep ne joue
en fait que sur/p(1 — p). Il estévident que I'erreur introduitéventuellement par cette
estimation ne doit pas jouénormement puisque :
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e On sait que I'estimation d’'une probabdisur un gran@chantillon est assezégwise ;
e une sous-estimation geest comperee, dans une certaine mesure, par une sur-estimation
del —p.
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5 Exercices

1. Soitune variable &atoire disaéte assoé&ea une exprience donae. 640 exprience
de ce type, identiques et iagdendantes, ont doéres Esultats suivants :

valeurde lavariable | 0| 1 2 3 4 5|6
Nombre d’observations9 | 48| 159 | 220| 138 | 54 | 12

Peut-on accepter 'hypo#ise : la variable suit une loi binomia&(6, %)

2. Vous avez congu un programme informatiquen@rateur de nombre choisis au
hasard dans I'ensemble des 10 premiers entiers. Les mille prerageisats sont
répartis comme suit :

Chiffre O |1| 2|3 |4|5|6| 78|09
Nombre d’'observations 120 | 87 | 115| 103 | 91| 109 | 92 | 112 | 94 | 77

Peut-on accepter I'hypodise que votre programme garantiduiprobabilié pour
chacun des chiffres.

3. Soit une expriencee a laquelle est assa@® une variable ahtoirelV, a valeurs
sur{0,1,2,3,4,5,6,7}. Un ensemble de 1280 edmences indpendantes et iden-
tiguesae a permis d’observer leg€sultats suivants :
Valeurdelavary 0 | 1 | 2 3 4 51617
Nombre d’obs.| 13 | 64 | 222 | 322 | 369 | 219| 62| 9
Peut-on accepter I'hypodise : "la variabld}” suit une loi binomiale” ?

4. Le étudiants peparant le DEUG Sciences de la Nature et de laavBaint &rome
sont Epartis en deux sections, maigpentent les Bmes examens. Malgres
précautions prises, se pose chaquecarie probdme de légali€é des chances.

Pour une promotioa I'issue de€preuves de la pregiie session, on vient d’enre-
gistrer les esultats suivants : pour la sectiagn104 recus sur 175 candidats, pour
la sectionB 78 recus sur 144 candidats. Qu’en pensez-vous ?

5. Une engéte aéte effecte en milieu hospitalier pourderminer sil'usage du tabac
favorise I'apparition du cancer broncho-pulmonaire. Cette eétegaéte meree de
la manére suivante :
¢ les individus interrogs sont epartis en quatre agagories selon leur consomma-

tion journalere en cigarettesA (non fumeurs),B (de 1a 9),C (de 10a 19),
D (20 ou plus); il s’agit d’'une consommation moyengvallee sur les deux
dernires anaes pecedant I'engéte.

e un premieréchantillon est constiude canereux. Unéchantillon €moin a en-
suiteété choisi parmi les accidess, c’esta-dire parmi des patients hospitéiss
pour des raisons qui n'ont riemvoir avec le tabac; de plus, pogliminer tout
autre facteur edrieur,a chaque car@eux correspond umoin de remeage,
de néme sexe et interr@gpar le néme engateur.
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Exercices

A partir des esultats ci-dessous, peut-on concladénfluence du tabac ?

Catgorie

A

B

C

D

Total

Cane@reux
Témoins

25
130

66
136

177
165

334
171

602
602

Total

155

202

342

505

1204
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6 Solutions

1. On veut tester I'hypoteseH : "la variableU suit une loi53 (6, 3)" contre I'hy-
pothéseH, : "la variableU ne suit pas une 1B (6, 1)". Il s'agit d’'un test d'ajus-
tement.

SousH,, on peutécrire :

_pw—o) = () 2L _pu—e-
P1 = - - 2 - 64 - - = P7
=PU=1) = C§ ! 6—£—IP’(U—5)—
pp=PU=1) = C|5) =g =PU=5)=ps
1\® 15
D3 (U ) CG <2> 64 (U ) D5
1\ 20
_ _ _ () L2
D’ou le tableaw 7 classes :
k : valeur de la variable 0|1 2 3 4 516
Effectifs theoriques 640P(U = k) | 10| 60 | 150 | 200 | 150 | 60 | 10
Effectifs obseres 9 | 48| 159 220| 138| 54| 12

On consi@re 'ensemble de variabléX;, X5, X3, X4, X5, X, X7) ou la variable
X; repiesente l'effectif de la®M classe.

Soit la variablez = Y7 (Xizodr

SousH,, la variableZ suit pratiquement une loi du chi-deax6 degées de liber
(640 experiences identiques et iagendantes, nombre d’eéxpences suffisamment
elewe, effectifs tleoriques suffisamment grand, Sste complet dvenements).
SousH,, les valeurglewes deZ sont plus probables; on construit donc un test
unilateral avec domaine de rejatdroite.

Onaobsergz = & + 4 B4 400 4 1 36 4 4 7

OrP(Z < 7) ~ 67.91% < 95%. Au niveau 5%, on accepté,.

2. On vatestel, : la probabilie d’apparition d’un chiffre donmesta chaque tirage,
égalea %o contre I'hypotleseH; : les differents chiffresa chaque tirage, ne sont
paséquiprobables.

Soient(Ny, N1, ..., No) les variables &atoires regsentant le nombre d’appari-

tions de0, 1,2, ..., 9 sur 1000 tirages et soit la variable= "%, (N";Olém)Q

Sous H,, la variableZ suit approximativement une loi du chi-deax9 deges

de liberé (100 expgriences identiques et iadendantes, nombre d’expences
suffisammengélewe, effectifs tleoriques (100) swrieursa 10, systme complet
d’évenements).

Sous H,, Z aura tendanc@ prendre des valeurs plédeves que soudd;; on

construit donc un test unilatal avec domaine de rejetdroite.
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Au niveau 5%, le domaine d’acceptation @ est :[0,16.919[; le domaine de
rejet deH, est[16.919, +o0|.

On a obser& z, = 17.36. Au niveau 5%, on rejette I'hypo#lse déquiprobabilié ;
il faut revoir le programme.

. Soit W la variable akatoire. On veut tester I'hypatse H, : "la variable W suit

une loi binomiale” contre I'hypotlseH; : "la variable!V ne suit pas une loi bino-
miale”. Il s’agit d’un test non paraatrique d’ajustement.

Pour pouvoir effectuer le test, il faut calculer la probabilgousH, affecee a
chacun des observables.18i ~ B(n,p), sachant que = 7, le calcul sera rendu
possible par I'estimation dea partir des observations.

On estimera dans un premier tempdiBEnp par W, moyenne empirique des
observations :

— 1
np=W = 1280(0><13—1—1><64—|—3><322+ -+7x9)=35
Dolp=1/2
SousH,, on peut alors consaer que Pi(/ = 0) (%) = L=PW =7);PW =

128

D=7(5)" = 1= POV = 61 POV = 2221 (3)" = 55 = POV = 5); POV =
3)=35 (%) = 128 =PW =14)
D'ou le tableawa huit classes :

Observations 13| 64| 222| 322 | 369| 219| 62| 9

Théorique | 10| 70| 210| 350| 350| 210| 70| 10

On consi@re 'ensemble des variable¥{, X, X3, ..., Xs, X7), oU X, repesente
. . 2 Lt . _ 2
I'effectif possible de la 9™ classe et on &finit la variable :Z = % +

(X1-70)2 | (X2—210)2 | (X3-350)%2 |, (X4—350)2 |, (X5—210)2 | (X—70)2 | (X7—10)2
0 + 2210 ] + ] 3350 + 435.0 T %t 710 Sous
Hy, Z suit approximativement une loi du chi-deux (®rse complet dvenements,

1280 exgriences identiques et iagendantes, grand nombre d’éxignces, tous
les effectifs suprieursa 10)a six deges de libei (8-1-1 puisqu’un paraétre est
estinme).

SousH,, les valeur®lewes deZ sont plus probables. On construit donc, au ni-
veau 5% un test unilatal avec domaine de rejatdroite. On a obseév: = 6.77.
Puisquez < 12.592, z est dans le domaine d’acceptation/dg=- I suit une loi
binomiale.

Recus Colles | Total

A 104 (99.84) 71 (75.16)| 175

B 78 (82.16) | 66 (61.84)| 144

Total 182 137 319

On désigne pap, la probabilie de Eussite d’'uretudiant enA et parp, la proba-
bilité de Eussite d’urétudiant enB.

On veut testeH, : p; = p, = p contreH; : p; # po
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SousH,, la valeur commune peutétre estine parp = 182/319 ~ 0.5705 On
note X; le nombre détudiants quétaient susceptibles &ltre recus eml et X, le
nombre détudiants quétaient susceptibles@&tre coles enA.

De méme, on noté’; le nombre détudiants quétaient susceptibles&tre recus en
B etY; le nombre détudiants quétaient susceptiblesé&tre coles enB.

SousH, : E(X;)=~ 175p ~ 99.84 E(X,)=1751 — p) ~ 75.16

et E(Y1)=~ 144p ~ 82.16 E(Y2)=144(1 — p) ~ 61.84

On notera que I'ensemblgrecu,’collé”} est un systme complet dvenements :
I'ind épendance deésultats deétudiants et des sections, la taille des deckxantillons
sugerieursa 100 et les effectifs "thoriques” largement sépieursa 10.

SousH, et compte tenu du paragrapheégdent, la variablez = (1-9984°

_l’_

99.84
_ 2 _ 2 _ 2 . . 3
(2 IO | M_8210 4 02 SL8) gjit une loix?3. SousH,, Z aura tendancé

prendre des valeurs pléteees que soud.
D’ou un test unila&ral avec domaine de rejatdroite :]3.841; +o00[ au niveau 5%

On a obser& z ~ 0.894. On est ameda accepterd, : pas de diférence significa-
tive entre les deuxésultats.

5. On veut testerd, : le tabac a une influence sur I'apparition du cancer contre I'hy-
potheseH, : le tabac n’a pas d’influence.

On va appliquer le test khi-deux de Pearson apgligda comparaison de deux

échantillons. On @signe par :

e p§ etp’, les probabilies pour qu’un individu choisi parmi les careux, ou
parmi les accides, soit non fumeur.

e p% etpk, les probabiliés pour qu'un individu choisi parmi les careux, ou
parmi les accidegss, fume de & 9 cigarettes.

e ¢ etpl, les probabiliés pour qu'un individu choisi parmi les ca@reux, ou
parmi les accidegss,fume de 1@ 19 cigarettes.

e 1§ et pl, les probabilies pour qu'un individu choisi parmi les ca@reux, ou
parmi les accide@s, fume plus de 20 cigarettes.

SousH, e p§ = p4 = pa que l'on peut estimer pap; = % Les deux

échantillonsétant de rdme taille, on en &duit les effectifs thoriques,
pour A, égauxa 602p, = 77.5.

e p% = pL = pp que l'on peut estimer paiz = 5. D'ol des effectifs
théoriques, pouiB, égauxa 602pz = 101.

e pS = pL = pc que 'on peut estimer pgic = %24 D’ou des effectifs
theoriques, pou€’, egauxa602pp = 171.

e p% = p}, = pp que l'on peut estimer paf, = 5. D'ou des effectifs
théoriques, pouD, égauxa602pp = 252.5.

Soient X4, X, X¢, Xp et Yy, Y, Yo, Yp les effectifs possibles pour les

quatre classes envisegs et les deu&chantillons.

. . _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
Soit Ia variable :7 — (AZTE0’ | (X0 | (Xeom)? | (Xp_2m2a)?

_ 2 _ 2 ~ 2 _ 2 .
(7787 O JOL7  Oe I O 2925)° On g un systme complet
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de classes, le€sultats observables sur @ifents individus car@eux ou
temoins, sont inépendants, leschantillons sont grands et les effectifedhiques
superieursa 10. Dans ces conditions, on peut dire que, ddgsZ suit ap-
proximativement une loi du khi-deux3 deges de liber (tableau de contin-
gencea 2 lignes et 4 colonnes)

SousH, les effectifs possibles auront tendarcg€éloigner des effectifs #rorique
calcuks qui repesentent leur egpance soug/,. Donc Z aura tendanca
prendre des valeurs plédeees que sous,.

On construit donc un test unikrial avec domaine de rejet dg a droite.

Au niveau 5%, on a :
e Domaine d'acceptation d&, : [0, 7.815]
e Domaine de rejet dé/; : [7.815, +o0]

52.5 35 81.5 :
On a obserg z = 20237 | 9B9% 4 9O | 9BLSZ - 148 42 On rejette dondd.

Ce fesultat est rame tes significatif.

Le tabac a donc une influence sur I'apparition du cancer broncho-pulmonaire. La
comparaison des effectifsébriques et obse&s montrent clairement qu’elle est
positive.
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Chapitre 11

Tables de valeurs nuneriques

Tableau 11.1 — Factorielles

n!

B OCoOo~N U~ WS

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

6

24

120

720

5040

40320

362880
3628800
39916800
479001600
6227020800
87178291200
130767436800(
20922789888000
355687428096000
6402373705728000
121645100408832000
2432902008176640000

281



282

Tableau 11.2 — Test du signe
Soit la variable,a valeurs enéires, X ~ B(n,i). La table donne, en fonc-
tion de n et du niveauc, le plus grand entierk, tel que P(X < k) < «
pour un test unil@ral ou tel que2P(X < k) < « pour un test bilaral.

11 12 13 |80 28 30 32 34
11 12 14 |81 28 31 32 34
37 10 12 13 14 | 82 28 3. 33 35
38 10 12 13 14 |83 29 32 33 35
39 11 12 13 15 | 84 29 32 33 36
40 11 13 14 15|85 30 32 34 36
41 11 13 14 16|86 30 33 34 37
42 12 14 15 16 | 87 31 33 35 37
43 12 14 15 17 | 88 31 34 35 38
44 13 15 16 17 |89 31 34 36 38
45 13 15 16 18 | 90 32 35 36 39
Pour de plus grandes valeurs:deutiliser 'approximation par une loi normale.
bar-hen.net

« (test bilaéral) « (test bilaéral)
0.01 0.05 010 0.25 0.01 0.05 0.10 0.25
« (test unilaéral) « (test unilaéral)
n | 0.005 0.025 0.05 0.125n | 0.005 0.025 0.05 0.125
1 46 13 15 16 18
2 47 14 16 17 19
3 0 48 14 16 17 19
4 0 49 15 17 18 19
5 0 0 50 15 17 18 20
6 0 0 1 51 15 18 19 20
7 0 0 1 52 16 18 19 21
8 0 0 1 1 53 16 18 20 21
9 0 1 1 2 54 17 19 20 22
10 0 1 1 2 55 17 19 20 22
11 0 1 2 3 56 17 20 21 23
12 1 2 2 3 |57 18 20 21 23
13 1 2 3 3 58 18 21 22 24
14 1 2 3 4 59 19 21 22 24
15 2 3 3 4 60 19 21 23 25
16 2 3 4 5 61 20 22 23 25
17 2 4 4 5 |62 20 22 24 25
18 3 4 5 6 63 20 23 24 26
19 3 4 5 6 64 21 23 24 26
20 3 5 5 6 65 21 24 25 27
21 4 5 6 7 66 22 24 25 27
22 4 5 6 7 67 22 25 26 28
23 4 6 7 8 |68 22 25 26 28
24 5 6 7 8 69 23 25 27 29
25 5 7 7 9 70 23 26 27 29
26 6 7 8 9 71 24 26 28 30
27 6 7 8 10 | 72 24 27 28 30
28 6 8 9 10 | 73 25 27 28 31
29 7 8 9 10 | 74 25 28 29 31
30 7 9 10 11 |75 25 28 29 32
31 7 9 10 11 | 76 26 28 30 32
32 8 9 10 12 | 77 26 29 30 32
33 8 10 11 12 |78 27 29 31 33
34 9 10 11 13|79 27 30 31 33
9
9
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Tableau 11.3 — Intervalle de confiance d’une probab(libi binomiale)
Soit la variablea valeurs enéires, X ~ B(n,p). La table donne ou permet de calculer
en fonction den et de la valeur obseee x,, les bornes, expriges en pour cent, de

I'intervalle de confiance dg pour un coefficient deéurie de 95%.
Exemple n = 10 etxy = 7 = 34.8% < p < 93.3%

nto| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 O | 06| 68194398
60.2| 80.6| 93.2| 99.4| 100
5 O | 05| 53|14.7|284|47.8
52.2|71.6| 85.3|94.7| 99.5| 100
6 0 | 04 43 |11.8|223|359|54.1
45.9|64.1| 77.7| 88.2| 95.7| 99.6| 100
7 O | 04 37|99 |184| 29 |421| 59
41.0/579| 71 |81.6|90.1|96.3| 99.6| 100
8 0 | 03|32 85|157|245|34.8|47.3|63.1
36.9| 52.7| 65.2| 75.5| 84.3| 91.5| 96.8| 99.7| 100
9 0O | 03| 28| 75|13.7|21.2|29.9|40.0|51.7| 66.4
33.6|48.3| 60 | 70.1| 78.8| 86.3| 92.5| 97.2| 99.7| 100
10| 0 | 03| 25| 6.7 |12.2| 18.7| 26.2| 34.8| 44.4| 55.5| 69.2
30.8|44.5| 55.6|65.2| 73.8| 81.3| 81.8| 93.3| 97.5| 99.7| 100
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Soit la variablea valeurs enéire, X ~ P(\). La table donne, pour défentes valeurs de

Tableau 11.4 — Lois de Poisson

A, les probabiligsP(X = k).

Exemple :

SiA =

0.9, P(X

= 3)

— 494% et P(X =

5) = 0.20%

k)‘

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8 0.9

Ok WNEO

0.9048
0.0905
0.0045
0.0002

0.8181
0.1637
0.0164
0.0011
0.0001

0.7408
0.2222
0.0333
0.0033
0.0003

0.6703
0.2681
0.0536
0.0072
0.0007
0.0001

0.6065
0.3033
0.0758
0.0126
0.0016
0.0002

0.5488
0.3293
0.0988
0.0198
0.0030
0.0004

0.4966
0.3476
0.1217
0.0284
0.0050
0.0007
0.0001

0.4493| 0.4066
0.3595| 0.3659
0.1438| 0.1647
0.0383| 0.0494
0.0077| 0.0111
0.0012| 0.0020
0.0002| 0.0003

0.3679
0.3679
0.1839
0.0613
0.0153
0.0031
0.0001
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Tableau 11.5 — Intervalle de confiance pour uneeespce (loi de Poisson)
Soit la variablea valeurs enéire, X ~ P(\). Latable donne, partir de la valeur obseze
xg, les bornes de l'intervalle de confiance Xipour un coefficient degurie de 95%.
Exemple : si =z = 34 = 235 < A < 47.5

Zo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0.025] 0.24 | 0.62 | 1.09 | 1.62 | 220 | 281 | 3.45| 4.12
5.572| 7.22 | 8.76 | 10.24| 11.67| 13.06| 14.42| 16.76| 17.08
10| 4.8 5.5 6.2 6.9 7.6 8.3 9.0 98 | 106 | 114
184 | 19.7 | 21.0 | 223 | 236 | 249 | 26.1 | 27.3 | 285 | 29.7
20| 122 | 130 | 138 | 146 | 154 | 16.2 | 170 | 17.8 | 186 | 194
309 | 321 | 333 | 345 | 357| 369 | 38.1 | 39.3| 40.5 | 41.7
30| 20.2 | 21.0 | 21.8 | 227 | 235 | 244 | 252 | 26.1 | 26.9 | 27.8
428 | 440 | 452 | 46.3 | 47.5| 48.6 | 498 | 50.9 | 52.1 | 53.3
40| 28.6 | 295 | 30.3 | 31.2 | 320 | 329 | 33.7 | 346 | 354 | 36.3
544 | 555 | 56.7 | 57.8 | 59.0 | 60.1 | 61.3 | 625 | 63.6 | 64.7
50| 37.1 | 38.0| 388 | 39.7 | 40.5 | 414 | 423 | 43.1 | 440 | 449
659 | 67.0| 68.2 | 693 | 705 | 716 | 727 | 73.9| 75.0 | 76.1
60| 458 | 46.6 | 475 | 484 | 493 | 50.2 | 51.0 | 51.9 | 52.8 | 53.7
772 | 784 | 795 | 806 | 81.8| 829 | 84.0 | 851 | 86.2 | 87.3
70| 54.6 | 555 | 56.3 | 57.2 | 58.1 | 59.0 | 59.9 | 60.8 | 61.7 | 62.6
88.4 | 895 | 90.7 | 918 | 929 | 940 | 951 | 96.2 | 97.3 | 98.4
80| 634 | 643 | 652 | 66.1 | 67.0 | 679 | 68.8 | 69.7 | 70.8 | 71.5
99.6 | 100.7| 101.8| 102.9| 104.0| 105.1| 106.2| 107.3| 108.4| 109.5
90| 724 | 733 | 742 | 751 | 76.0 | 769 | 778 | 78.7 | 79.6 | 80.5
110.6| 111.7| 112.8| 113.9| 115.0| 116.1| 117.2| 118.3| 119.4| 120.5
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Tableau 11.6 — Loi normale ceg# eduite
Soit la variable,a valeurs eellesX ~ N(0,1), de densi p. La table donne, pour
diff érentes valeurs depositives :

_ i) = b etloy = [
y=ole) = = "Petgow) = [ oo

x y 0@ [« | oy [30@) | 2 | y [30@) | 2] y | ;00

0 0.3989 0 0.7 | 0.3123] 0.2580| 1.45| 0.1394| 0.4265| 2.4 | 0.0224| 0.4918
0.05 | 0.3984| 0.0199| 0.75| 0.3011| 0.2734| 1.5 | 0.1295| 0.4332| 2.5| 0.0175| 0.4938
0.1 | 0.3970| 0.0398| 0.8 | 0.2897| 0.2881| 1.55| 0.1200| 0.4394| 2.6 | 0.0136| 0.4953
0.15 | 0.3945| 0.0596| 0.85| 0.2780| 0.3023| 1.6 | 0.1109| 0.4452| 2.7 | 0.0104| 0.4965
0.2 | 0.3910| 0.0793| 0.9 | 0.2661| 0.3159| 1.65| 0.1023| 0.4505| 2.8 | 0.0079| 0.4974
0.25 | 0.3867| 0.0987| 0.95| 0.2541| 0.3289| 1.7 | 0.0940| 0.4554| 2.9 | 0.0060| 0.4981
0.3 |0.3814| 0.1179| 1 | 0.2420| 0.3413| 1.75| 0.0863| 0.4599| 3 | 0.0044| 0.49865
0.35 | 0.3752| 0.1368| 1.05| 0.2299| 0.3531| 1.8 | 0.0790| 0.4641| 3.2 | 0.0024| 0.49931
0.4 | 0.3683| 0.1554| 1.1 | 0.2179| 0.3643| 1.85| 0.0721| 0.4678| 3.4 | 0.0012| 0.49966
0.45 | 0.3605| 0.1736| 1.15| 0.2059| 0.3749| 1.9 | 0.0656| 0.4713| 3.6 | 0.0006| 0.499841
0.5 | 0.3521| 0.1915| 1.2 | 0.1942| 0.3849| 1.95| 0.0596| 0.4744| 3.8 | 0.0003| 0.499928
0.55 | 0.3429| 0.2088| 1.25| 0.1826| 0.3944| 2 | 0.0540| 0.4772| 4 | 0.0001| 0.499928

0.6 | 0.3332| 0.2257| 1.3 | 0.1714| 0.4032| 2.1 | 0.0440| 0.4821| 4.5 0.499997
0.65 | 0.3230| 0.2422| 1.35| 0.1604| 0.4115| 2.2 | 0.0355| 0.4861
0.6745 0.2500| 1.4 | 0.1497| 0.4192| 2.3 | 0.0283| 0.4893
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Tableau 11.7 — Loi normale cegt eduite
Soit la variable,a valeurs eelles,X ~ A(0,1), de densi p. La table donne, pour
difféerentes valeurs depositives :

u

Flu)=P(X <u) = / p(x)dx

—00

Exemple :F(1.35) = P(X < 1.35) = 0.9115 = 0.5 + 36(1.35) (voir table11.6)

U 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.0p

0.0 | 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586
0.1 | 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 057535
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3] 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 | 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240
0.6 | 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490
0.7] 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.9] 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891
1.0 | 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1| 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91308 0.91466 0.91621 091774
1.4 0.91924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189
15| 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 | 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327
1.8 | 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
1.9 097128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670
2.0| 097725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169
2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574
2.2 | 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899
2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158
2.4 0.99180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361
2.5| 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520
2.6 | 0.99534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
2.7 | 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.99720 0.99728 0.99736
2.8 | 0.99744 0.99752 0.99760 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807
2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861
3.0 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.99900
3.1 0.99903 0.99906 0.99910 0.99913 0.99916 0.99918 0.99921 0.99924 0.99926 0.99929
3.2 0.99931 0.99934 0.99936 0.99938 0.99940 0.99942 0.99944 0.99946 0.99948 0.99950
3.3 0.99952 0.99953 0.99955 0.99957 0.99958 0.99960 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965
3.4 0.99966 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976
3.5] 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.99980 0.99981 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983
3.6 0.99984 0.99985 0.99985 0.99986 0.99986 0.99987 0.99987 0.99988 0.99988 0.99989
3.7 1 0.99989 0.99990 0.99990 0.99990 0.99991 0.99991 0.99992 0.99992 0.99992 0.99992
3.8 | 0.99993 0.99993 0.99993 0.99994 0.99994 0.99994 0.99994 0.99995 0.99995 0.99995
3.9 0.99995 0.99995 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99997 0.99997

Pouru < 0,onaP(X <u) =1— F(—u)
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Tableau 11.8 — Loi normale cea# éduite
Soit la variablea valeurs gelles,.X ~ A (0,1), de densi p. Siu est un nombre positif,
et si on pose :
a=P(X|>u)=2(1-F(u))

la table donne: pour differentes valeurs de.
Exemple :

a=P(X|>12) ~ 0.23
= 2(1— F(1.2)) (voir table11.6
= 1-—6(1.2) (voir table11.7)

U a x 100 U a x 100 u a x 100
0.00 0.00 | 1.50 86.64 | 3.00 99.730
0.05 399 | 155 87.89 |3.05 99.771
0.10 7.97 |1.60 89.04 | 3.10 99.806
0.15 1192 |1.65 90.11 | 3.15 99.837
0.20 1585 |1.70 91.09 | 3.20 99.863
0.25 19.74 | 1.75 91.99 | 3.25 99.885
0.30 2358 180 92.81 |3.30 99.903
035 27.37 |1.85 9357 |3.35 99.919
0.40 31.08 |1.90 94.26 | 3.40 99.933
0.45 3473 195 9488 |3.45 99.944
0.50 38.29 | 200 9545 | 3.50 99.953
0.55 41.77 | 205 9596 | 3.55 99.961
0.60 4515|210 96.43 |3.60 99.968
0.65 4843 |2.15 96.84 | 3.65 99.974
0.70 51.61 |2.20 97.22 |3.70 99.978
0.75 54.67 | 2.25 9756 | 3.75 99.982
0.80 57.63 | 230 97.86 | 3.80 99.986
0.85 6047 | 235 98.12 | 3.85 99.988
090 63.19 | 240 98.36 | 3.90 99.990
095 65.79 | 245 98,57 | 3.95 99.992
1.00 68.27 | 250 98.76 | 4.00 99.9937
1.05 70.63 | 255 98.92 | 4.05 99.9949
1.10 72.87 | 2.60 99.07 | 4.10 99.9959
1.15 7499 | 265 99.20 | 4.15 99.9967
1.20 76.99 | 270 99.31 | 4.20 99.9973
1.25 78.87 | 2.75 99.40 | 4.25 99.9979
1.30 80.64 | 280 99.49 | 4.30 99.9983
1.35 82.30 | 2.85 99.56 | 4.35 99.9986
140 8385|290 99.63 | 4.40 99.9989
145 85.29 | 295 99.68 | 445 99.9991
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Soit 7" une variable de Studeatr deg€s de libe, de densé p. Si u est un nombre

positif et si on pose :

Tableau 11.9 — Lois de Student

Fu)=P(T <u)=P

la table donne: pour differentes valeurs deet deP.

yP 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995
1 0.1584 0.3249 0.5095 0.7265 1.0000 1.3764 19626 3.0777 6.3137 12.7062 31.8210 §3.6559
2 0.1421 0.2887 0.4447 0.6172 0.8165 1.0607 1.3862 1.8856 2.9200 4.3027 6.9645 9.9250
3 0.1366 0.2767 0.4242 0.5844 0.7649 0.9785 1.2498 1.6377 2.3534  3.1824 4.5407 5.8408
4 0.1338 0.2707 0.4142 0.5686 0.7407 0.9410 1.1896 1.5332 2.1318 2.7765 3.7469 4.6041
5 0.1322 0.2672 0.4082 0.5594 0.7267 0.9195 1.1558 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4.0321
6 0.1311 0.2648 0.4043 05534 0.7176 0.9057 1.1342 1.4398 1.9432  2.4469 3.1427 3.7074
7 0.1303 0.2632 0.4015 0.5491 0.7111 0.8960 1.1192 1.4149 1.8946  2.3646 2.9979 3.4995
8 0.1297 0.2619 0.3995 0.5459 0.7064 0.8889 1.1081 1.3968 1.8595  2.3060 2.8965 3.3554
9 0.1293 0.2610 0.3979 0.5435 0.7027 0.8834 1.0997 1.3830 1.8331  2.2622 2.8214 3.2498
10 | 0.1289 0.2602 0.3966 0.5415 0.6998 0.8791 1.0931 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693
11 | 0.1286 0.2596 0.3956 0.5399 0.6974 0.8755 1.0877 1.3634 1.7959  2.2010 2.7181 3.1058
12 | 0.1283 0.2590 0.3947 0.5386 0.6955 0.8726 1.0832 1.3562 1.7823  2.1788 2.6810 3.0545
13 | 0.1281 0.2586 0.3940 0.5375 0.6938 0.8702 1.0795 1.3502 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123
14 | 0.1280 0.2582 0.3933 0.5366 0.6924 0.8681 1.0763 1.3450 1.7613  2.1448 2.6245 2.9768
15 | 0.1278 0.2579 0.3928 0.5357 0.6912 0.8662 1.0735 1.3406 1.7531 2.1315 2.6025 2.9467
16 | 0.1277 0.2576 0.3923 0.5350 0.6901 0.8647 1.0711 1.3368 1.7459  2.1199 2.5835 2.9208
17 | 0.1276 0.2573 0.3919 0.5344 0.6892 0.8633 1.0690 1.3334 1.7396  2.1098 2.5669 2.8982
18 | 0.1274 0.2571 0.3915 0.5338 0.6884 0.8620 1.0672 1.3304 1.7341  2.1009 2.5524 2.8784
19 | 0.1274 0.2569 0.3912 0.5333 0.6876 0.8610 1.0655 1.3277 1.7291  2.0930 2.5395 2.8609
20 | 0.1273 0.2567 0.3909 0.5329 0.6870 0.8600 1.0640 1.3253 1.7247  2.0860 2.5280 2.8453
21 | 0.1272 0.2566 0.3906 0.5325 0.6864 0.8591 1.0627 1.3232 1.7207  2.0796 2.5176 2.8314
22 | 0.1271 0.2564 0.3904 0.5321 0.6858 0.8583 1.0614 1.3212 1.7171  2.0739 2.5083 2.8188
23 | 0.1271 0.2563 0.3902 0.5317 0.6853 0.8575 1.0603 1.3195 1.7139 2.0687 2.4999 2.8073
24 | 0.1270 0.2562 0.3900 0.5314 0.6848 0.8569 1.0593 1.3178 1.7109 2.0639 2.4922 2.7970
25 | 0.1269 0.2561 0.3898 0.5312 0.6844 0.8562 1.0584 1.3163 1.7081  2.0595 2.4851 2.7874
26 | 0.1269 0.2560 0.3896 0.5309 0.6840 0.8557 1.0575 1.3150 1.7056  2.0555 2.4786 2.7787
27 | 0.1268 0.2559 0.3894 0.5306 0.6837 0.8551 1.0567 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707
28 | 0.1268 0.2558 0.3893 0.5304 0.6834 0.8546 1.0560 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633
29 | 0.1268 0.2557 0.3892 0.5302 0.6830 0.8542 1.0553 1.3114 1.6991  2.0452 2.4620 2.7564
30 | 0.1267 0.2556 0.3890 0.5300 0.6828 0.8538 1.0547 1.3104 1.6973  2.0423 2.4573 2.7500
40 | 0.1265 0.2550 0.3881 0.5286 0.6807 0.8507 1.0500 1.3031 1.6839 2.0211 2.4233 2.7045
50 | 0.1263 0.2547 0.3875 0.5278 0.6794 0.8489 1.0473 1.2987 1.6759  2.0086 2.4033 2.6778
60 | 0.1262 0.2545 0.3872 0.5272 0.6786 0.8477 1.0455 1.2958 1.6706  2.0003 2.3901 2.6603
70 | 0.1261 0.2543 0.3869 0.5268 0.6780 0.8468 1.0442 1.2938 1.6669  1.9944 2.3808 2.6479
80 | 0.1261 0.2542 0.3867 0.5265 0.6776 0.8461 1.0432 1.2922 1.6641  1.9901 2.3739 2.6387
90 | 0.1260 0.2541 0.3866 0.5263 0.6772 0.8456 1.0424 1.2910 1.6620 1.9867 2.3685 2.6316
100 | 0.1260 0.2540 0.3864 0.5261 0.6770 0.8452 1.0418 1.2901 1.6602  1.9840 2.3642 2.6259
200 | 0.1258 0.2537 0.3859 0.5252 0.6757 0.8434 1.0391 1.2858 1.6525 1.9719 2.3451 2.6006
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Tableau 11.10 — Lois du chi-deux
Siv est le nombre de degs de libe& d’une variabley? de densi p, siu est un nombre
positif et si on pose :

Fu)=P(T <u)=P

la table donne: pour differentes valeurs deet deP.

Z,P 0.025 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 0.975 099
1 0.00 0.00 0.00 0.01 0.06 0.14 0.27 0.45 0.70 1.07 1.64 2.70 3.84 5.02 6.63
2 0.02 0.05 0.10 0.21 0.44 0.71 1.02 1.38 1.83 2.40 3.21 4.60 5.99 7.37 9.21
3 0.11 0.21 0.35 0.58 1.00 1.42 1.86 2.36 2.94 3.66 4.64 6.25 7.81 9.34 11.34
4 0.29 0.48 0.71 1.06 1.64 2.19 2.75 3.35 4.04 4.87 5.98 .77 9.48 11.14 13.27
5 0.55 0.83 1.14 1.61 2.34 2.99 3.65 4.35 5.13 6.06 7.28 9.23 11.07 12.83 15.08
6 0.87 1.23 1.63 2.20 3.07 3.82 4.57 5.34 6.21 7.23 8.55 10.64 12.59 14.44 16.81
7 1.23 1.68 2.16 2.83 3.82 4.67 5.49 6.34 7.28 8.38 9.80 12.01 14.06 16.01 18.47
8 1.64 2.17 2.73 3.48 4.59 5.52 6.42 7.34 8.35 9.52 11.03 13.36 15.50 17.53 20.09
9 2.08 2.70 3.32 4.16 5.38 6.39 7.35 8.34 9.41 10.65 12.24 14.68 16.91 19.02 21.66
10 2.55 3.24 3.94 4.86 6.17 7.26 8.29 9.34 10.47 11.78 13.44 15.98 18.30 20.48 ?3.20
11 3.05 3.81 4.57 5.57 6.98 8.14 9.23 10.34 11.52 12.89 14.63 17.27 19.67 21.92 P4.72
12 3.57 4.40 5.22 6.30 7.80 9.03 10.18 11.34 12.58 14.01 15.81 18.54 21.02 23.33 p6.21
13 4.10 5.00 5.89 7.04 8.63 9.92 11.12 12.33 13.63 15.11 16.98 19.81 22.36 24.73 R7.68
14 4.66 5.62 6.57 7.78 9.46 10.82 12.07 13.33 14.68 16.22 18.15 21.06 23.68 26.11 29.14
15 5.22 6.26 7.26 8.54 10.30 11.72 13.02 14.33 15.73 17.32 19.31 22.30 24.99 27.48 30.57
16 5.81 6.90 7.96 9.31 11.15 12.62 13.98 15.33 16.77 18.41 20.46 23.54 26.29 28.84 31.99
17 6.40 7.56 8.67 10.08 12.00 13.53 14.93 16.33 17.82 19.51 21.61 24.76 27.58 30.19 33.40
18 7.01 8.23 9.39 10.86 12.85 14.43 15.89 17.33 18.86 20.60 22.75 25.98 28.86 31.52 34.80
19 7.63 8.90 10.11 11.65 13.71 15.35 16.85 18.33 19.91 21.68 23.90 27.20 30.14 32.85 36.19
20 8.26 9.59 10.85 12.44 14.57 16.26 17.80 19.33 20.95 22.77 25.03 28.41 3141 34.16 37.56
21 8.89 10.28 11.59 13.23 15.44 17.18 18.76 20.33 21.99 23.85 26.17 29.61 32.67 35.47 38.93
22 9.54 10.98 12.33 14.04 16.31 18.10 19.72 21.33 23.03 24.93 27.30 30.81 33.92 36.78 40.28
23 10.19 11.68 13.09 14.84 17.18 19.02 20.69 22.33 24.06 26.01 28.42 32.00 35.17 38.07 41.63
24 10.85 12.40 13.84 15.65 18.06 19.94 21.65 23.33 25.10 27.09 29.55 33.19 36.41 39.36 42.97
25 11.52 13.11 14.61 16.47 18.93 20.86 22.61 24.33 26.14 28.17 30.67 34.38 37.65 40.64 44.31
26 12.19 13.84 15.37 17.29 19.82 21.79 23.57 25.33 27.17 29.24 31.79 35.56 38.88 41.92 45.64
27 12.87 14.57 16.15 18.11 20.70 22.71 24.54 26.33 28.21 30.31 32.91 36.74 40.11 43.19 46.96
28 13.56 15.30 16.92 18.93 21.58 23.64 25.50 27.33 29.24 31.39 34.02 37.91 41.33 44.46 48.27
29 14.25 16.04 17.70 19.76 22.47 24.57 26.47 28.33 30.28 32.46 35.13 39.08 42.55 45.72 49.58
30 14.95 16.79 18.49 20.59 23.36 25.50 27.44 29.33 31.31 33.53 36.25 40.25 43.77 46.97 50.89
31 15.65 17.53 19.28 21.43 24.25 26.43 28.40 30.33 32.34 34.59 37.35 41.42 44.98 48.23 52.19
32 16.36 18.29 20.07 22.27 25.14 27.37 29.37 31.33 33.38 35.66 38.46 42.58 46.19 49.48 53.48
33 17.07 19.04 20.86 23.11 26.04 28.30 30.34 32.33 34.41 36.73 39.57 43.74 47.39 50.72 54.77
34 17.78 19.80 21.66 23.95 26.93 29.24 31.31 33.33 35.44 37.79 40.67 44.90 48.60 51.96 56.06
35 18.50 20.56 22.46 24.79 27.83 30.17 32.28 34.33 36.47 38.85 41.77 46.05 49.80 53.20 57.34
36 19.23 21.33 23.26 25.64 28.73 31.11 33.25 35.33 37.50 39.92 42.87 47.21 50.99 54.43 58.61
37 19.96 22.10 24.07 26.49 29.63 32.05 34.22 36.33 38.53 40.98 43.97 48.36 52.19 55.66 59.89
38 20.69 22.87 24.88 27.34 30.53 32.99 35.19 37.33 39.56 42.04 45.07 49.51 53.38 56.89 61.16
39 21.42 23.65 25.69 28.19 31.44 33.93 36.16 38.33 40.59 43.10 46.17 50.65 54.57 58.12 62.42
40 22.16 24.43 26.50 29.05 32.34 34.87 37.13 39.33 41.62 44.16 47.26 51.80 55.75 59.34 63.69
41 22.90 25.21 27.32 29.90 33.25 35.81 38.10 40.33 42.65 45.22 48.36 52.94 56.94 60.56 64.95
42 23.65 25.99 28.14 30.76 34.15 36.75 39.07 41.33 43.67 46.28 49.45 54.09 58.12 61.77 66.20
43 24.39 26.78 28.96 31.62 35.06 37.69 40.04 42.33 44.70 47.33 50.54 55.23 59.30 62.99 67.45
44 25.14 27.57 29.78 32.48 35.97 38.64 41.02 43.33 45.73 48.39 51.63 56.36 60.48 64.20 68.70
45 25.90 28.36 30.61 33.35 36.88 39.58 41.99 44.33 46.76 49.45 52.72 57.50 61.65 65.41 69.95
46 26.65 29.16 31.43 34.21 37.79 40.52 42.96 45.33 47.78 50.50 53.81 58.64 62.82 66.61 71.20
47 27.41 29.95 32.26 35.08 38.70 41.47 43.94 46.33 48.81 51.56 54.90 59.77 64.00 67.82 72.44
48 28.17 30.75 33.09 35.94 39.62 42.42 44.91 47.33 49.84 52.61 55.99 60.90 65.17 69.02 73.68
49 28.94 31.55 33.93 36.81 40.53 43.36 45.88 48.33 50.86 53.66 57.07 62.03 66.33 70.22 74.91
50 29.70 32.35 34.76 37.68 41.44 44.31 46.86 49.33 51.89 54.72 58.16 63.16 67.50 71.42 76.15
60 37.48 40.48 43.18 46.45 50.64 53.80 56.62 59.33 62.13 65.22 68.97 74.39 79.08 83.29 88.37
70 45.44 48.75 51.73 55.32 59.89 63.34 66.39 69.33 72.35 75.68 79.71 85.52 90.53 95.02 [100.42
80 53.54 57.15 60.39 64.27 69.20 72.91 76.18 79.33 82.56 86.11 90.40 96.57 101.87 106.62 |112.32
90 61.75 65.64 69.12 73.29 78.55 82.51 85.99 89.33 92.76 96.52 101.05 107.56 113.14 118.13 |124.11
100 | 70.06 74.22 77.92 82.35 87.94 92.12 95.80 99.33 10294 106.90 111.66 118.49 124.34 129.56 |135.80
200 | 156.43 162.72 168.27 174.83 183.00 189.04 194.31 199.33 204.43 209.98 216.60 226.02 233.99 241.05 | 249.44

0.01
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Tableau 11.11 — Lois de Fisher-Snedecor
Soit /' une variable dont la loi est celle de Fisher Snedecar,v; et
vy deges de libed, de densé p. La table donne, pour divers couples

(v1,12) les valeursu pour lesquellesP(FF < wu) = Gu) = 095

vy V1 1 2 3 4 5 6 8 12 24 >25
1 161.4 199.5 2157 2246 230.2 234.0 238.9 2439 249.0 2543
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.37 19.41 19.45 19.50
3 11013 955 928 9.12 901 894 884 874 864 8|53
4 771 694 659 639 626 616 6.04 591 577 563
5 6.61 579 541 519 505 495 482 468 453 4,36
6 599 514 476 453 439 428 415 400 3.84 367
7 559 474 435 412 397 387 373 357 341 323
8 532 446 407 384 369 358 344 328 312 293
9 512 426 386 3.63 348 337 323 3.07 290 271
10 | 496 410 3.71 348 333 322 307 291 274 254
11 | 484 398 359 336 320 3.09 295 279 261 240
12 475 388 349 326 311 300 285 269 250 230
13 | 467 380 341 318 3.02 292 277 260 242 221
14 | 460 3.74 334 311 29 285 270 253 235 2/13
15 | 454 368 329 306 290 279 264 248 229 2,07
16 449 363 324 301 285 274 259 242 224 201
17 | 445 359 320 296 281 270 255 238 219 196
18 | 441 355 316 293 277 266 251 234 215 192
19 | 438 352 313 290 274 263 248 231 211 1,88
20 | 435 349 310 287 271 260 245 228 2.08 184
21 | 432 347 307 284 268 257 242 225 205 181
22 | 430 344 305 282 266 255 240 223 203 1/78
23 | 428 342 303 208 264 253 238 220 200 1/76
24 | 426 340 301 278 262 251 236 218 198 1|73
25 | 424 338 299 276 260 249 234 216 19 171
26 | 422 337 298 274 259 247 232 215 195 169
27 | 421 335 296 273 257 246 230 213 193 1/67
28 | 420 334 295 271 256 244 229 212 191 165
29 | 418 333 293 270 254 243 228 210 190 164
30 417 332 292 269 253 242 227 209 189 162
40 | 408 323 284 261 245 234 218 200 179 151
60 | 400 315 276 252 237 225 210 192 170 1,39
120 | 392 3.07 268 245 229 217 202 183 161 125

>120| 3.84 299 260 237 221 210 194 175 152 1,00
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Tableau 11.12 — Lois de Fisher-Snedecor
Soit I une variable dont la loi de Fisher Snedeeuor; etv, deggés de liberd, de densé
p. La table donne, pour divers couples, v») les valeurs: pour lesquelle®(F < u) =

G(u) =0.99

Vs ¢! 1 2 3 4 S 6 8 12 24 >25
1 4052. 4999. 5403. 5625. 5764. 5859. 5982. 6106. 6234. §
2 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.37 99.42 99.46 9
3 34.12 30.82 29.46 28.71 2824 2791 27.49 27.05 26.60 2
4 21.20 18.00 16.69 15.98 1552 15.21 14.80 14.37 13.93 1
5 16.26 13.27 12.06 11.39 1097 10.67 10.29 989 947 ¢
6 13.74 1092 9.78 9.15 875 847 810 772 731 6
7 1225 955 845 785 746 719 684 647 6.07 5
8 11.26 865 759 701 663 637 6.03 567 528 4
9 1056 8.02 6.99 642 6.06 580 547 511 473 4
10 | 1004 756 655 599 564 539 506 471 433 3
11 965 7.20 6.22 567 532 507 474 440 402 3
12 933 693 595 541 506 482 450 416 3.78 3
13 9.07 6.70 574 520 486 462 430 396 359 3
14 886 651 556 503 469 446 414 380 343 3
15 868 6.36 542 489 456 432 400 367 329 2
16 853 6.23 529 477 444 420 389 355 318 2
17 840 6.11 518 467 434 410 3.79 345 308 2
18 8.28 6.01 509 458 425 401 371 337 300 2
19 8.18 593 501 450 417 394 363 330 292 2
20 810 585 494 443 410 387 356 323 286 2
21 802 578 487 437 404 381 351 317 280 2
22 794 572 482 431 399 376 345 312 275 2
23 7.88 566 476 426 394 371 341 3.07 270 2
24 782 561 472 422 390 367 336 3.03 266 2
25 7.77 557 468 418 386 363 332 299 262 2
26 7.72 553 464 414 382 359 329 296 258 2
27 768 549 460 411 378 35 326 293 255 2
28 764 545 457 407 375 353 323 290 252 2
29 760 542 454 404 373 350 320 287 249 2
30 756 539 451 402 370 347 317 284 247 2
40 731 518 431 383 351 329 299 266 229 1
60 708 498 413 365 334 312 282 250 212 1
120 | 6.85 4.79 395 348 317 296 266 234 195 1

>120| 6.64 460 3.78 332 302 280 251 218 179 1

366.
9.50
6.12
3.46

).02

88
65
86
31
91

60
36
16
00
87

75
65
57
49
42

36
31
26
21
17

13
10
06
03
01

80
60
38
00
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Tableau 11.13 — Valeurs critiques du test de Mann-Whitney
n, est I'effectif du plus petit des deudchantillons. Quand la valeur obséevdelU est
égale ou inérieurea la valeur donee dans la tablet, peutétre rejeé au niveau de

signification choisi.
Seuil de significatiora 0.001 pour un test uniktal
Seuil de significatior 0.002 pour un test bilatal

Seuil de significatiord 0.01 pour un test uniletal
Seuil de significatior 0.02 pour un test bilatal

ny n2 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ny n2 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
1 1
2 2 0 0 0 0 0 0 1 1
3 0 0 0 0 3 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 4 5
4 0 0 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 3 3 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10
5 1 1 2 2 3 3 4 5 5 6 7 7 5 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 14
6 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10 11 12 6 7 8 9 11 12 13 15 16 18 19 20 27
7 3 5 6 7 8 9 10 11 13 14 15 1 7 9 11 12 14 16 17 19 21 23 24 26 28
8 5 6 8 9 11 12 14 15 17 18 20 2 8 11 13 15 17 20 22 24 26 28 30 32 34
9 7 8 10 12 14 15 17 19 21 23 25 26 9 14 16 18 21 23 26 28 31 33 36 38 40
10 8 10 12 14 17 19 21 23 25 27 29 3P 10 16 19 22 24 27 30 33 36 38 41 44 4y
11 10 12 15 17 20 22 24 27 29 32 34 3y 11 18 22 25 28 31 34 37 41 44 47 50 58
12 12 14 17 20 23 25 28 31 34 37 40 4p 12 21 24 28 31 35 38 42 46 49 53 56 60
13 14 17 20 23 26 29 32 35 38 42 45 48 13 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67
14 15 19 22 25 29 32 36 39 43 46 50 54 14 26 30 34 38 43 47 51 56 60 65 69 73
15 17 21 24 28 32 36 40 43 47 51 55 59 15 28 33 37 42 47 51 56 61 66 70 75 80
16 19 23 27 31 35 39 43 48 52 56 60 6b 16 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 82 8y
17 21 25 29 34 38 43 47 52 57 61 66 70 17 33 38 44 49 55 60 66 71 77 82 88 93
18 23 27 32 37 42 46 51 56 61 66 71 76 18 36 41 47 53 59 65 70 76 82 88 94 1400
19 25 29 34 40 45 50 55 60 66 71 77 82 19 38 44 50 56 63 69 75 82 88 94 101 107
20 26 32 37 42 48 54 59 65 70 76 82 88 20 40 47 53 60 67 73 80 87 93 100 107 114
Seuil de significatior 0.025 pour un test unikatal Seuil de significatior 0.05 pour un test unilatal
Seuil de significatiora 0.05 pour un test bilatal Seuil de significatiora 0.1 pour un test bilatal
ny 02 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20[ py ™2 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 1 0 0
2 0 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4
3 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 3 3 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10 11
4 4 5 6 7 8 9 10 11 11 12 13 13 4 6 7 8 9 10 11 12 14 15 16 17 18,
5 7 8 9 11 12 13 14 15 17 18 19 20 5 9 11 12 13 15 16 18 19 20 22 23 25
6 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 217 6 12 14 16 17 19 21 23 25 26 28 30 33
7 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 7 15 17 19 21 24 26 28 30 33 35 37 39
8 15 17 19 22 24 26 29 31 34 36 38 41 8 18 20 23 26 28 31 33 36 39 41 44 47
9 17 20 23 26 28 31 34 37 39 42 45 44 9 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54
10 20 23 26 29 33 36 39 42 45 48 52 55 10 24 27 31 34 37 4 44 48 51 55 58 62
11 23 26 30 33 37 40 44 47 51 55 58 62 11 27 31 34 38 42 46 50 54 57 61 65 69
12 26 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 12 30 34 38 42 47 51 55 60 64 68 72 71
13 28 33 37 41 45 50 54 59 63 67 72 76 13 33 37 42 47 51 56 61 65 70 75 80 84
14 31 36 40 45 50 55 59 64 67 74 78 83 14 36 41 46 51 56 61 66 71 7 82 87 92
15 34 39 44 49 54 59 64 70 75 80 85 9 15 39 44 50 55 61 66 72 7 83 88 94 10p
16 37 42 47 53 59 64 70 75 81 86 92 94 16 42 48 54 60 65 71 77 83 89 95 101 107
17 39 45 51 57 63 67 75 81 87 93 99 10 17 45 51 57 64 70 77 83 89 96 102 109 116
18 42 48 55 61 67 74 80 86 93 99 106 11 18 48 55 61 68 75 82 88 95 102 109 116 123
19 45 52 58 65 72 78 85 92 99 106 113 11 19 51 58 65 72 80 87 94 101 109 116 123 130
20 48 55 62 69 76 83 90 98 105 112 119 12 20 54 62 69 77 84 92 100 107 115 123 130 138
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Tableau 11.14 — Valeur critique du test du nombre de paires au seuil de 5%

Valeurs inErieures

nl"2 2 345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3
4 2 22 33 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4
5 2 2 3 333 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5 b
6 2 2 3 3334 4 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6
7 2 2 3 3 3 44 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6
8 2 33 3 445 5 5 6 6 6 6 6 7 7 7 7
9 2 3344555 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8
10 2 334555 6 6 7 7 7 7 8 8 8 8 9
11 2 344556 6 7 7T 7 8 8 8 9 9 9 9
12 |12 2 3 4 45 6 6 7 7 7 8 8 8 9 9 9 10 10
13 /2 2 3 45566 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 10
14 |12 2 3 455 6 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 11 11
1512 33 456 6 7 7 8 8 9 9 10 10 11 11 11 12
16 |12 3 44 56 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12
17 |12 3 4 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12 13
18 2 3 4556 78 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13
19 |12 3456 6 7 8 8 9 10 10 11 11 12 12 13 13 [13
202 3456 6 78 9 9 10 10 11 12 12 13 13 13 74
Valeurs suprieures
nqn2 2 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 |20
2
3
4 9 9
5 9 10 10 11 11
6 9 10 11 12 12 13 13 13 13
7 11 12 13 13 14 14 14 14 15 15 15
8 11 12 13 14 14 15 15 16 16 16 16 17 17 17 17 |17
9 13 14 14 15 16 16 16 17 17 18 18 18 18 18 |18
10 13 14 15 16 16 17 17 18 18 18 19 19 19 20 |20
11 13 14 15 16 17 17 18 19 19 19 20 20 20 21 |21
12 13 14 16 16 17 18 19 19 20 20 21 21 21 22 |22
13 15 16 17 18 19 19 20 20 21 21 22 22 23 P23
14 15 16 17 18 19 20 20 21 22 22 23 23 23 P4
15 15 16 18 18 19 20 21 22 22 23 23 24 24 P25
16 17 18 19 20 21 21 22 23 23 24 25 25 25
17 17 18 19 20 21 22 23 23 24 25 25 26 26
18 17 18 19 20 21 22 23 24 25 25 26 26 27
19 17 18 20 21 22 23 23 24 25 26 26 27 27
20 17 18 20 21 22 23 24 25 25 26 27 27 28
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Tableau 11.15 — Probabiis assoé&es aux valeurs aussi extnes que les valeurs de U
obsenrees du test de Mann-Whitney

La taille des deuwechantillons ne pelétre sugrieurea 8.

bar-hen.net

ng =5
U™ 1 2 3 4 5
pp— 0 0.167 0.047 0.018 0.008 0.004
B 1 > 3 7 1 0.333 0.095 0.036 0.016 0.00:
. no =3 5 0500 0.067 0.098 0014 2 0.500 0.190 0.071 0.032 0.01
ynt 1 3 3 0.667 0.286 0.125 0.056 0.02
1 0.400 0.133 0.057 0.029
0 0.25 0.1 0.05 2 0.600 0.267 0.114 0.057 4 0.429 0.196 0.095 0.048
1 0.50 0.2 0.10 3 : 0 '400 0 '200 0 '100 5 0.571 0.286 0.143 0.075
2 0.75 0.4 0.20 4 0-600 0‘314 0'171 6 0.393 0.206 0.111
3 0.60 0.35 5 : 0 ‘429 0 '243 7 0.500 0.278 0.155
4 0.50 6 0'571 0‘343 8 0.607 0.365 0.210
5 0.65 7 ’ 0 ‘443 9 0.452 0.274
8 0'557 10 0.548 0.345
: 11 0.421
12 0.500
13 0.579
no =7
"1 1 2 3 4 5 6 7
0 0.125 0.028 0.008 0.003 0.001 0.001 0.000
T2 =6 1 0.250 0.056 0.017 0.006 0.003 0.001 0.001
o 1 > 3 7 5 5 2 0.375 0.111 0.033 0.012 0.005 0.002 0.001
o 0143 0.036 0.012 0.005 0.002 0001 3 0.500 0.167 0.058 0.021 0.009 0.004 0.002
4 0.625 0.250 0.092 0.036 0.015 0.007 0.003
1 0.286 0.071 0.024 0.010 0.004 0.002
5 0.333 0.133 0.055 0.024 0.011 0.006
2 0.428 0.143 0.048 0.019 0.009 0.004
6 0.444 0.192 0.082 0.037 0.017 0.009
3 0.571 0.214 0.083 0.033 0.015 0.008
7 0.556 0.258 0.115 0.053 0.026 0.013
4 0.321 0.131 0.057 0.026 0.01
8 0.333 0.158 0.074 0.037 0.01
5 0.429 0.190 0.086 0.041 0.021
9 0.417 0.206 0.101 0.051 0.027
6 0.571 0.274 0.129 0.063 0.032 L
10 0.500 0.264 0.134 0.069 0.036
7 0.357 0.176 0.089 0.047
11 0.583 0.324 0.172 0.090 0.049
8 0.452 0.238 0.123 0.066
12 0.394 0.216 0.117 0.064
9 0.548 0.305 0.165 0.090 g
13 0.464 0.265 0.147 0.087
10 0.381 0.214 0.120
14 0.538 0.319 0.183 0.104
11 0.457 0.268 0.155
15 0.378 0.223 0.130]
12 0.545 0.331 0.197
16 0.438 0.267 0.159
13 0.396 0.242
17 0.500 0.314 0.191
14 0.465 0.294
18 0.562 0.365 0.228
15 0.535 0.350
16 0.409 19 0.418 0.267
17 0l469 20 0.473 0.310
18 0'531 21 0.527 0.355
. 22 0.402
23 0.451
24 0.500
25 0.549
no =
[P 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0.111 0.022 0.006 0.002 0.001 0.000 0.000 0.0p0
1 0.222 0.044 0.012 0.004 0.002 0.001 0.000 0.0p0
2 0.333 0.089 0.024 0.008 0.003 0.001 0.001 0.0p0
3 0.444 0.133 0.042 0.014 0.005 0.002 0.001 0.0p1
4 0.556 0.200 0.067 0.024 0.009 0.004 0.002 0.0p1
5 0.267 0.097 0.036 0.015 0.006 0.003 0.001
6 0.356 0.139 0.055 0.023 0.010 0.005 0.002
7 0.444 0.188 0.077 0.033 0.015 0.007 0.003
8 0.556 0.248 0.107 0.047 0.021 0.010 0.005
9 0.315 0.141 0.064 0.030 0.014 0.007
10 0.387 0.184 0.085 0.041 0.020 0.010
11 0.461 0.230 0.111 0.054 0.027 0.014
12 0.539 0.285 0.142 0.071 0.036 0.019
13 0.341 0.177 0.091 0.047 0.02%
14 0.404 0.217 0.114 0.060 0.032
15 0.467 0.262 0.141 0.076 0.041
16 0.533 0.311 0.172 0.095 0.052
17 0.362 0.207 0.116 0.064
18 0.416 0.245 0.140 0.080
19 0.472 0.286 0.168 0.097
20 0.528 0.331 0.198 0.117
21 0.377 0.232 0.139
22 0.426 0.268 0.164
23 0.475 0.306 0.191
24 0.525 0.347 0.221
25 0.389 0.253
26 0.433 0.870
27 0.478 0.323
28 0.522 0.360
29 0.399
30 0.439
31 0.480
32 0.520
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Tableau 11.16 — Valeurs critiques du test des rangs @chantillons appags, de Wil-

coxon

« (test unilaéral)

0.05 0.025 0.01 0.00

« (test bilaéral)

n | 01 005 0.02 0.01
6 2 0

7 3 2 0

8 5 4 2 0
9 8 6 3 2
10 10 8 5 3
11 13 11 7 5
12 17 14 10 7
13 21 17 13 10
14 25 21 16 13
15 30 25 20 16
16 35 30 24 20
17 41 35 28 23
18 47 40 33 28
19 53 46 38 32
20 60 52 43 38
21 67 59 49 43
22 75 66 56 49
23 83 73 62 55
24 91 81 69 61
25 100 89 77 68
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Annexe A

Fonction de plusieurs variables

Introduction

Définition A.1 On appelle fonction nuérique den variables €elles une applicatiorf
d’'une partieD deR™ dansR. On dit quef est cfinie sur le domain®.

fi{D — R

(1,22, ..., x,) — f(x1,29,...,2,)

On note :

ou plus simplement : (x1,z2,...,2,) — f(x1,29,...,z,) Sl N'y a pas d’'ambigité
surD.
On noteégalement :

Iy D — R
| H — f(H)
ou H = (xy,x3,...,x,) €stun "point” deR™ appartenara D.

Exemple A.1

e la fonctionf : (z,y) — ax? + bxy + cy? ol a, b et c sont des &els donaés, est une
fonction nungrique de deux variablegelles, @finie surR?.

e lafonctionf : (z,y) — /R%— (22 + y?2) est une fonction nuerique de deux va-
riables réelles @finie pour tout coupléz, y) tel que(z? + y?) < R?, R étant un gel
positif donré.

e la fonctionf : (z,y) — ;i;zi est une fonction nuémique de deux variableselles
définie surD = R?\ {(0,0)}.

e lafonctionf : (z,y) — xQZ‘/fZ? est une fonction nuamique de trois variableséaelles
définie pour tout triplefx, y, 2) tel que 1y > 2, z # 3.

Repésentation graphique

Dans le cas particulier d'une fonction de deux variables, on peut utiliser désegpations
geonetriques.
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298 Introduction

Si on choisit, par exemple, un &dre orthonorra direct, un coupldz,y) de D est
represené par un point{ du planzOy, auquel on peut associer 1&88(z, y, f(z,y)).

Si D est repéseng par une surface plane, alors 'ensemble des pdifts, v, f(z,y))
constitueegalement une surface.

Exemple A.2 Soit f : (z,y) — /R?— (22 + y?). Le domaine de &finition D défini
par (z2 + y?) < R? est repéseng par I'ensemble des points du disque circulaire de
centreO et de rayonk.

z=/R*— (22 +y2) & (2*+y*+2? = R*etz > (). L'ensemble des poinfe (z, y, z)
forme une demi-sgiie de centr&) et de rayonk.

Dans le cas particulier d'une fonction de trois variables, il est encore possible dsapfar
le domaine de éfinition D par un ensemble de points de I'espaeelr

Pour une fonction de variables, avea > 3, on ne peugvidemment plus donner de
repesentation globale.

Limite
La notion de limite d’une fonction de plusieurs variables s’introduit comme pour les

fonctions d’'une variable. On a, par exemple, pour une fonction de deux variables (la
géreéralisation est aé) :

Définition A.2 On dit quef(z,y) = f(H) tend vers une limitd. lorsque(z, y) tend
(%0, yo) OU lorsqueH (x, y) tend H (x¢, yo), Si :

de > 0,da > 0 tel que (|2 — xo| < aetly — yo| < a avec(x,y) # (xo,y0)) = |f(H)—L| < €

Oneécrit :
lim f(H)= lim x,y) =1L
H—Ho f< ) (z,y)—(z0,y0) f( y)
On notera :
e que la cfinition implique que la fonctiorf est ckfinie sur un pa# ouvert entourant
Hy (un voisinage de,).
e que la éfinition entrdne l'unicitée de la limite ; lorsqu’elle existe ;
e qu’on peutéecrire un @finition équivalente :

de > 0,30 > 0tel que||HHy|| < pavecH # Hy = |f(H) — L| < ¢

e que les tkoremes, concernant la somme, le produit, et le quotient de deux fonctions
admettant une limite lorsquE tend versH,, s'énoncent et €tablissent comme dans
le cas des fonctions d’'une variable ;

e qu'il est ai® de @finir une limite infinie ainsi qu’une limite d¢( H ) quandH s’éloigne
indéfiniment.

Exemple A.3 Soit f : (z,y) = (2 +y) sin ;i

J n’est pas éfinie en(0,0) mais on alim,,)—(0,0) f(z,y) = 0. En effet(z 4+ y) — 0 et

sin 1> demeure boré.
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1.3

€
Ve > 0,da = 2 > 0telque : (|Jz — xo| < o, |y — ol < aet(x,y) # (xo,y0)) = |f(x,y)—f(zo,v0)| < €
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Exemple A.4 Soitf : (z,y) — “”22_?/3‘2.

On consi@re Hy(1,3,3) ou f n'est pas éfinie. On a:
I}Lnlliof(H):+oo Si z— 240
}}LI%Of(H):—oo Si z—2z—-0

Il convient de péciser siH tend versH,, avec une ote su@rieure ou une @te inkrieure.

Continuié

La notion de continué cecoule naturellement de la notion de limite. On aura en particu-
lier pour une fonction de deux variables :

Définition A.3 On dit qu’une fonctiory : (z,y) — f(x,y) estcontinue au poiriteo, o)
Si:
lim f(z,y) = f(z0, %)

(x,y)—»(xo,yo)
Une fonction continue en tout point d’'un domaine est dite continue sur ce domaine.

Théoreme A.1 Si f et g sont deux fonctions continues au poivig, il en est de rame
pour des fonctiong + g, af (o € R), f x g etsig(My) # 0, 1.

Il s’agit 1a d'une congquence des éoremes sur les limites.

Exemple A.5 Soit la fonctionf : (z,y) — 3z —y + 1.
Cette fonction estéfinie surR?. Elle est continue suR?, ce que I'on peut @montrer en
s’appuyant sur la dfinition de la continué&. Quel que soitzg, yy), on a:

En effet|z — zo| < £ = 3|z — 20| < &
Or [f(x,y) — f(xo,90)| = [3(x — x0) — (y — wo)| < 3|z — 20| + |y — yol-
Donc|z — xo| < § etly —yo| < § = [f(2,y) — f(zo,90)| <€

Fonctions compogées

On peut envisager plusieurs types de composition

Fonction de fonction

Soit u une fonction de variables,, z», ..., z,. Soit f une fonction d’'une variable. On
peut cefinir la fonction :

O (T1,29, ... x,) = [ (u(zy,2,...,2,))
sous éserve, bien entendu, quéz,, zo, ..., x,) appartienne au domaine défohition

def.
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Exemple A.6 La fonction¢ : (z,y,2) — /2% + y? + 22 est obtenue par composition
de la fonctionu : (z,y, z) — 2% + y? + 22 par la fonctionf : u — /u.

Théoreme A.2 Siu est une fonction, de deux variables, continue au p@ipty,) et si
f est une fonction, d’'une variable, continue au pding, yo), la fonction¢ : (x,y) —
f (u(x,y)) est continue au pointz, yo)-

On geréralise ai€ment au castowu est une fonction de variables.

En effet puisque’ est continue au pointy = u(xg, yo), OnN peut trouver; > 0 tel que :
u—uo| < = [f(u) = fluo)| <e

Mais u est continue au pointzo, yo) ; il est donc possible de choisit > 0 tel que :
(|lz — zo] < aetly —yo| < @) = |u(x, y)—u(zo, yo)| < . Doncil est possible d choisir
a > 0telque:

(lz = 2ol < aetly —yo| < a) = |u(z,y)—u(zo,yo)| < B = |f(u(z,y))—f(u(zo, yo))| <€
Exemple A.7 La fonctione : (z,vy, z) — /22 + y2 + 22 est continue dang?

Fonction compa@e

Soit ¢ : (u,v,w) — ¢(u,v,w) une fonction de 3 variables. Soiefit x — u = f(z),
g:xw+—v=g(z),h:x— h(zx),trois fonctions d’'une variable. On peut dor&fidit la
fonction :

Fae— o(f(z), 9(x), h(z))
sous éserve que le poiritf (x), g(z), h(z)) appartienne au domaine defuhition deg.
Une telle fonction est dite fonction compesdef, g et h par ¢. On notera que” est
fonction d’'une variable. Onaréralise aiement au castoF' est fonction de: variables.

Exemple A.8 La fonction
cos?x X e
F D S —
SCQ
estune fonctlon compee Elle est obtenue en composant les fonctions:: u = cos® x,
z—v=e",r— w=z*parlafonction(u,v, w) — L

Theoreme A.3 Si f, g eth sont des fonctions, d’une variable, continuescget si¢ est
une fonction, de trois variables, continue au paipt= f(xo), vo = g(zo), wo = h(zo),
la fonctionF' : x — ¢(f(z), g(x), h(x)) est continues en,.

On gereéralise ai€ment au caswg est une fonction de variables.

Ce treoeme se @montre aiément, en utilisant le me sckma que pour la@monstration
du theoemeA.2.

Exemple A.9 La fonction

est continue SuR*.
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Autre cas

Soient les fonctions : (z,y) — u(x,y), v : (z,y) — v(z,y), w : (z,y) — w(z,y) et
soit la fonctionf : (u, v, w) — f(u,v,w). On peut alors &finir la fonction :

F:(z,y)— flu(z,y),v(z,y), w(z,y))

sous eserve que le poirfu(z, y), v(z, y), w(z, y)) appartienne au domaine déefohition
def.

On ceréralise aiementa la composition de fonctions dep variables par une fonction
den variables.

Exemple A.10 La fonction

est obtenue en composant les fonctiofs y) — u = 22 — y? et (x,y) — v = 2% + 3
par la fonction(u, v) —

Théoreme A.4 Si les fonctions, de deux variables, v et w sont continues au point
(x0, yo) et silafonction de trois variables, est continue au poiriteo, yo), v(xo, Yo ), w(xo, o)),
la fonction

F(z,y) = fulz,y),v(z,y), w(z,y))

est continue au poirtco, yo)-

Ce tteoeme se @montre aiément, en utilisant le Bme scbma que pour la@monstration
du theoremeA.2.

Exemple A.11 La fonction

22— y2
F—
2 + y?

est continue suR? \ {(0,0)}

Dérivees partielles

Définition A.4 Soit la fonction de deux variables: (x,y) — f(z, ).
On appelle @rivée partielle def, par rapporta la variable z et au point(zg, yo), le
nombre s’il existe :

of . f(@o + h,yo) — f(0, %0)

! _ - e
fa:(xoayﬂ) - O (anyO) }lzli% h

On appelle de @me @rivée def, par rapporta la variabley et au point(zg, o), le
nombre s’il existe :

f;(l"o,yo) = g—‘;(xo,yo) = ]132% f(zo, yo + k}i — f(wo, o)
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Si en tout point d’'un domain® il existe des drivees partielles, les fonction%ﬁ ;
(2,y) = 3L(z,y) et§ : (z,y) — FL(x,y) sont appedes e@rivees partielles prendres
de f, par rapporta xz et par rapporta y.

On gereralise aigément cette @finition a une fonction de: variables.

On remarque que laédivee partielle par rappoéx, au point(zo, o), n'est autre que la
dérivée, au point, de la fonctionp : = — f(x,yo). Pour la @rivee partielle par rapport
ay, il s'agit de la cerivée, au poiny,, de la fonctiony : y — f(xg,y).

On en eduit la egle pratique : pour&erminer une @rivée partielle, il suffit de @river
comme on en a I'’habitude par rapparta variable consitée, les autres variabl@sant
consicerees comme des constantes.

Exemple A.12 La fonctionf : (z,y) — 5z — xy + 23> est cfinie et continue suR?.
SurR?, elle admet pour @rivées partielles :

of :(z,y) »—>10x—yetg—f C(zyy) o —r 44y
)

ox

Exemple A.13 La fonctionf : (x,y) — 2%siny est cfinie et continue suR?. SurRR?,
elle admet pour @rivées partielles :

of

0
3 (x,y) — 2zsiny et—f (2, y) — 2% cosy
x

dy

Derivees partielles secondes

Les fonctions @rivées partielles preraies, d’une fonctiorf de plusieurs variables, peuvent
elles-némes admettre degrdvées partielles ; on les appellérilées partielles secondes
def.

On peutévidemment envisag@&@galement desativees partielles d’ordre sépeur.

Pour une fonction de deux variablés (z,y) — f(x,y), il faut a priori envisager quatre
déerivees partielles secondes :

2 g _82_f_ " g g an _f//
ox \ox ) ox2 " 7 oy \ox oxdy 'Y

o (0 0? o (0 0?
(UYL gy ()

dx \dy) — oyor oy \oy) oy*

Exemple A.14 La fonction f : (x,y) — 5z* — zy + 2y*admet, surR?, les cerivees
partielles secondes :

02/ o

o2 (xay) — 10 axay<x7y) = —1
0*f .o
8y8x(x’y)H_1 ) ayg ($,y>'—>4
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Exemple A.15 La fonctionf : (x,y) — z%siny admet, sufR?, les cerivees partielles
secondes :

0? , 0?
8_37];<x’y) — 2siny Wafy(x,y) — 21 CoS Y
o*f 0*f

Gyon LY Zrcosy a—yQ(x,y)H—xQSiny

On remarque, sur ces deux exemples que I 0|§§— 8y3:1:

Théoreme A.5 Si, dans le voisinage du poi(t,, yo), la fonctionf : (z,y) — f(z,y)
admet des @rivees partielles prergres continues et si le®dvées partielles secondes
-y €L [, existent et sont continues, on a :

f;/y<x07 yo) = f{,;(xm yU)

On admettra ce #peme qui se gréralise aisment et permet de consictr les @rivations
successives par rapport aux variables dans un ordre quelconque.

Sous éserve de la contin@tdes @rivées partielles, la fonctio!ﬁ (z,y) — f(z,y)
n'admet que trois@rivées partielles secondgé Bzgy et ! et quatre érivées partielles

8 f 33f 03 83
troisiemes 0231 9220y’ Oz0y? t

Exemple A.16 Reprenons la fonctlogﬁ : (x,y) — 2%siny. On peut facilementérifier
I’ égalite des @rivees partielles :

3
o] (x,y) — —2xsiny
0xdydy
D’f ,
y020y (x,y) — —2xsiny
Of ,
y0y0r (z,y) — —2xsiny

On note queaingyQ : (z,y) — —2xsiny.

Théoréeme A.6 Soient les fonctions : x — u(x) etv : x — v(x) dérivables enz;

on poseuy = u(xg) etvy = v(xp). Soit la fonctiong : (u,v) — ¢(u,v) admettant
au voisinage du pointug, vg) des rivées partielles premares continues efu, vo). La
fonction compase F' : x — ¢ [u(x), v(z)] admet pour érivée enz :

F 2 ¢, [u(wo), v(wo)] /(o) + ¢, [u(wo), v(wo)] v'(x0)

On consi@re les valeurs;, et z, + Ax de la variabler. A l'accroissementAz de la
variable correspondent les accroissements :

Au = u(zo+ Ax) — u(xg)
Av = wv(zg+ Ax) — v(zp)
AF = F(xo+ Az) — F(x0)

bar-hen.net



304 Dérivées partielles

On a

F(zo+ Az) — F(zg) = ¢[u(zo+ Ax),v(re+ Ax)] — ¢ [u(xo), v(z0)]
= ¢ (up + Au, vy + Av) — ¢(ug, vy)

On peutécrire :
F(zo+Az)—F(x0) = ¢ (ug + Au, vg + Av)—p(ug, vo+Av)+d(ug, vo+Av)—o(ug, vo)

On applique le thoreme des accroissements fiaifa fonction w — ¢(u, vo + Av), qui
est cerivable :

& (up + Au, vy + Av) — d(ug, vo + Av) = Aug, (ug + 61Au, vy + Av) 0< 6 <1

On applique le thoeme des accroissements figita fonction v — ¢(ug + Au, v), qui
est cerivable :

& (ug,vo + Av) — d(ug, vg) = Ave), (ug, v + 62Av) 0 < by < 1
Il en résulte :
F(xo+ Ax) — F(xg) = Aud), (ug + 01Au,v9 + Av) + Avd., (ug, vg + 02Av)

Et donc :

F(xo+ Az) — F(x)
Az

Lorsqu’on fait tendreAx vers 2ro, étant donies la @rivabilite deu et v et la conti-
nuite de ¢/, et ¢/, on obtient comme limite du second membre’(z,)¢. (uo,vo) +
v'(z0) ¢l (uo, vo). Il €n résulte quer est cerivable en, et que :

F’(xo) = u/(ﬂfo)%(uo, vo) + v’(x0)¢’v(u0, o)

Lorsqueu et v sont cerivables sur un intervallg:, b] et ¢/, et ¢/, sont continues sur le
domaine correspondaata, b] on obtiendra comme fonctiorédvée def" :

Au Av
= A_x¢; (UO + 91Au, Vo + AU) + A_x¢:} (Uo, Vo + QQA/U)

F' =g, +'¢,

Exemple A.17 SoitF : z — %

On obtient :F” = Lo/ — 1o/ = v

Exemple A.18 SoitF' : = — loglu(x)v(z)].
On obtient :F" = %u' + %U/ — % L

Exemple A.19 SoitF' : z — u(z)v(z).
On obtient :F’ = vu' + wv’
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Quelques remarques :
1. Le theoremeA.6 se geréralise aiément au castop est une fonction de variables.
si, par exemple, on &[u(zx), v(x), w(zx)], on obtient :
Fl=d¢y +0'¢, +u'd,
c’esta-dire que l'ona:
F'(x) = u/(x) ¢, [u(x), v(x), w(z)]+0' (2)d),[u(z), v(z), w(@)]+w'(2)d, [u(z), v(z), w(z)]

2. Si on consiére la composition de fonctions de plusieurs variables par une autre

fonction, le tleoemeA.6 s’appliqueegalement auxativées partielles, sougserve
des conditions de validt

Soit par exempld’ : (z,y) — ¢[u(x,y),v(z,y)], on aura:
oF / 6u /8u
Fri u + v T
uay U@y

si les fonctions: etv admettent deséativées partielles efx, y) et sip admet des @rivees
partielles au voisinage de(z,y), v(x,y)) continues en ce point.

Exemple A.20 La fonctionF' : = +— °052 ge” " admet pour @rivées, suR* :

22

2 T
e , cos® x 2 cos® xe
F':2+— —(—2coszsinz) + (21’6”” ) - ——2
x? x? xt

Exemple A.21 La fonctionF : (z,y) — 23132 admet pour drivées partielles, SUR*

2 Ax 2
%_1;(3:’ )'_> x2+y ( 2y) (x2+y) 72y = (x_zfyzy)z
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4 EXxercices

1. Déterminer les domaines défihition des fonctiong et g définies par :
o f(z,y) =20 —a>—y’
o g(z,y) = = siz® —y* # 0, etg(0,0) = 0

2. On designe par :
¢ f lafonctiona valeurs eelles @finie surR? par :

L sio<z<y
= Y -
f(@y) { 0 ailleurs

e g lafonction €éelle cfinie surR par :

_Jye¥ siy>0
g(y)_{o siy <0

e /1 lafonction éelle ctfinie surR? par :

ha,y) = g(y) f(2,y)
(a) Définir D 'ensemble deR? sur lequel la fonctiorh prend des valeurs non
nulles et donner une reggentation gonetrique de cet ensemble.
(b) Calculer l'integrale f(z) = 0+°° h(z,y)dy. (on prendra soin d'utiliser la
question pecedente).
(c) Donner, en fonction de ety, I'expression explicite de :

h(z,y) siz >0
(z.9) { 0 Sl <0

Pour quelles valeurs des variablest y cette quanté est-elle non nulle ?
(d) Calculer I'integrale suivante@pendant du paragtrea :

Qan) = | Ty — @, y)dy

(e) Donner en fonction de: la valeura, du parangtre ¢ qui rend minimum
I'intégrale@(a, z).
3. Déterminer et re@senter graphiqguement le domaine éérdtion des fonctiong
et g définies par :
o f(z,y) =log[(162? — y?)(2? +y* — 4)]
e g(z,y) = /6 — (2z + 3y)
4. Déterminer si les fonction suivantes ont une linfitey) — (0,0) :
222
o filay) - ok
|24yl

o g:(0,y)— 22
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3,,3
o h:(x,y)— e

Ces fonctions, comptées par (0, 0) — 0, sont-elles continues I'origine ?

5. Peut-on rendre continuesl’origine, en les éfinissant en ce point, les fonctions
définies par :
o flx,y) =2ty
o glz,y) = 2

6. Déterminer et re@senter graphiguement le domaine éérdtion de la fonction :

. sinx — siny
fi(zy) - Y

Trouver une fonctiory qui prenne la rame valeur quef partout ai celle-ci est
définie et qui soit continue dans tout le plan.

7. Montrer que la fonctioriz, y) +— % admet une limite lorsque le poidt (z, y)
s’eloignea I'infini.

8. La fonction f, définie parf(x,y) = e ¥ a-t-elle une limite lorsque le point
M (z,y) s’éloignea l'infini.

9. Soit la fonctionf :

A (z,y)—at+2y , si(z,y) #
f‘{@,ywo L sifay) =

Cette fonction est-elle continue au pojnt2) ?

10. Calculer les érivees partielles des fonction suivantes :
o fi(z,y) — 22% — 3zy + 41>
hd f2(x7y> = %+§
o f3(x,y) — sin(2z — 3y)
° f4($,y) s et ey
11. Calculer les érivees partielles secondes des fonction suivantes :
o fi(z,y)— 2%+ 3zy + 9?
— L COSY — Yy CoST

)
)
) — log(zy)
) + arctan ¥

® /s x;y)Hlogm

12. On consi@re la fonctionf :

(0,0
(0,0)

[INN

f{(x>y)'_>gg22xTyy2 ) Si(:(:,y)
| (zy) =0 , si(z,y)

Montrer que les @rivees partielleg; (0, 0) et f, (0, 0) existent. La fonction est-elle
continue au point0, 0) ?
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13.

14.

15.

16.

Montrer que la fonction &finie parU (x, y, 2) = (a:2+y2+y2)‘1/2v'erifie I'eéquation
aux cerivees partielles de Laplace :

0*U 09U  9*U
_l’_

0x? + dy? 022 =0

Soit la fonctionf : (z,y,z) — e=% + e 4 ¢~%. Déterminer le domaine de
déefinition de D de f; la fonction est-elle continue e ? Calculer les driveées
partielles, prengres et secondes, de

Soit la fonctionf : (z,y) — 2z + y*. Calculer, en appliquant le éoEmeA.6, la
dérivee deF : t — f(acost,bsint).

Soit la fonctionF' : r — F(r). On poser = \/z2 + y? + 22, ce qui permet de
définir la fonctionf : (z,y, z) — f(1/x? +y2 + 22). CalculeraxQ + 24 o ;42 822

p : ) a f *f
DéterminerF’ pour que I'on ait =55 + 02 + = 0.
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Annexe B

Int egrales multiples

Intégrale double

Notion d’ineégrale double

Soit une fonctionf : (x,y) — z = f(z,y), définie sur un domain® fermé et suppose
nulle a I'extérieur deD.

L'espaceetant muni d’un re@re orthorné direct(O, 7, 7, ?), lorsque le pointi (z, y)

se ceplace dan®, le pointM (z, y, z) décrit une surfacé.

On designe pawr et b les bornes irérieures et sugrieures des abcisses d’un point de
contour deD et parc etd les bornes iréirieures et sugrieures des ordoges d’un point
de ce néme contour.

On partagéda, b] parlesvaleursy =a <z <2y < ... <2; < ... < Xy, = b

etjc,d] parlesvaleurgy =c <y <ya <...<y; < ...<yn=d

ce qui permet deé&finir un ensemble dewn rectangles recouvrard.

Soit E;; le rectanglelx;_y, z;] X [y;_1,y;], de dimensiong\z; = x; — x;_; et Ay; =

Yi — Yj-1-

On choisit arbitrairement daris;; un pointH;;.

On consi@re lasomme 7| > ™ | f(Hy;) Ar;Ay;.

Si cette somme tend vers une limitelorsquem et n tendent vers I'infini de maerea

ce quesup Az; etsup Ay; tendent vers &o, incependamment de la fagon dont on fait
les partages et dont on choisit les poiftg, on dit quef est inegrable suD, que! est
l'intégrale def surd et on pose :

I=//Df(93,y)dmdy

On peut @montrer en particulier que giest continue sub, I'intégrale existe toujours.

Calcul d’'une ingégrale double

Le calcul d'une inégrale double se ra@ne au calcul de deux &grales éfinies.
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310 Intégrale double

Limitons-nous, dans un premier temps, au cades parakles aux axes qui coupent le
contour de domain® ont en commun avep un segment.

On peut choisir des point&/;; d’abcisse¢;, constante pour tous les rectangles d’'une
rangee paraklea Oy et d'ordonreéen;, constante pour tous les rectangles d’une éang
paralkleaOzx.

On obtient alors la somme double :

n m

D> f& ) AnAy,

i=1 j=1

qgue I'on peutecrire :

Sy Ay (37 £(&m) A

Or lorsquen — +o0 avecsup Ay; — 0, il est clair que :
‘ m $2(&)
> 76 )80 = [ S = FE)
j=1 $1(&i

et lorsquen — +oo avecsup Az; — 0, on obtient :

n b
lim » " F(&)Ax; = / F(x)dz
j=1 “

b #2(&:)
//dxdyz/ dx/ f(x,y)dy
D a 1(&i)

Cetteécriture signifie quey étant fixe, on inegre d’abord par rappoéty ; la fonctiong,
admet pour graphe la partie @rgeure du contour dB, la fonctiong, la partie inerieure.
On obtient alors une fonction dequ’il restea integrer dex ab.

En inversant I'ordre de la mise en facteurs, on obtienégélement :

d ¥2(y)
// dxdy:/ dy/ f(z,y)dx
D c P1(y)

Exemple B.1 [ [, (z + y*)dzdy ou D est cfini par{z > 0,y > 0,z +y < 1}. ll est
facile de repésenter le domaine (premier quadrant en dessous de la dreitd — )
e Premier calcul :

1 1-z 1 y3 1-z
I = / d:c/ (x+y2)dy:/ dx {:cyﬂt—]
0 0 0 3 1o

11 1 41t
= /—(1—x3)da7:— - =2
o 3 3 1], 4

Finalement :
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e Deuxeme calcul :

1.3 Proprietes

1. Ll'intégrale double se calculant par dewénmrales simples successiveséesulte de
la lineéari€ d’une inégrale @finie que I'inegrale double est une expressiorehire
de la fonctiona integrer, lorsque le domaine d’&gration est fig :

/ /D 9@, y) + bz, y)|dedy = / /D oz, y)dady + / /D h(z, y)dzdy
[ [y = A [ [ fpady  2er

2. On peut montreegalement que si le domairig est la Bunion de deux domaines
disjoints D, et Dy, 0n a:

//Df(x,y)dxdyZ/ le(ﬂc,y)dxder/ DZf(x,y)da:dy

Cette propete permet cetendre la notion d’irdgrale doublea des domaines de
forme cerérale.

1.4 Cas particuliers

1. Le domaine d'inégration est un rectangle.

On a alors: , .
| [ ety = [“ar [ s

Les bornes de la presnie inegrale ne sont pas fonction de

2. Le domaine d’ingégration est un rectangle gtz, y) = g(z) f(y).
Dans ce cas :

[ R o / " g() oy
- Uabgmdx] [/Cdf@)dy}

L'int égrale double est alors le produit de deuegrales simples.

bar-hen.net



1.5

312 Int égrale double

Exemple B.2 [ [, zydzdy ol D est cfinipar:0 <z <let0 <y < 2.

2

Ona:I:folxdxf02ydy: [%2}; [%r =1

0

Calcul de volumes et de surfaces

Si f(z,y) est positif ou nul en tout point du domaitg, le produit f (H;;)Az;Ay; est
égal au volume d'un par&@lepipede rectangle de surface de basg Ay, et de hauteur
f(H;;). En sommant sui et surj, on obtient un volume qui la limite, estégal au
volumeV de la portion de cylindre, detgératrices paradllesa Oz, limité par la basé
et par la surfac&. On posera donc :

[ [ s

Par contre, sf(x, y) n’est pas forement positif ou nul, on parlera de volumeé&gique.
Les portions sit@es en dessous du pla®y étant comptes megativement (voir pro-
priete 2).

Si on consiére maintenant la fonctiofi : (z,y) — 1, définie sur un domain®, il est
clair que l'integrale| [, dzdy donne le volume d’un cylindre de baseet de hauteur 1.
Le nombre obtenu est dogalement I'aire de la surfade. On posera donc :

= [ ] ad

Exemple B.3 (Volume d’'une spére). Une sphare de centré) et de rayonk admet pour
équation, par rapporéi un regere orthonorng d’origine O : 22 + 2 + 22 = R?
La demi-spkre S située au-dessus du plarOy a pouréquation :

P+ =Retz >0 2= R?— 12 —2
C’est donc le graphe de la fonctioh: (z,y) — /R? — 22 — y? définie sur le domaine
D:a2?+y* < R%
Le volume limié par la demi-spére S et le planzOy est donc :

I = // R? — x% — y2dxdy

VR2—z2
= / dx Vv R? — x%2 —y2dy sur D, pourz fixe, —vR? — 22 < y < VR? — 22

RQ $2

VR2—22
= / dx VR? — 22 1_R2

VRZ—z2 —(L‘Q
On pose:
/ i Y & J intet — L <t<”
= arcsinl —(—— ———————— = S1I - = -
‘/RQ—CL’Q /RZ_xQ 2 — — 9

= dy =V R?>—x%costdt
V1 —sin®t = |cost| =cost (> 0si—2 <t <7)
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Finalement :

I= /Z(RQ —xQ)dx/g

s
2

R T T 2377 2
cos? tdt = / (R2 — $2)dx— - — [RQZL’ _ _} = Z0R3
_R 2 2 R

D’ou le volume de la sphre

V=2I= §WR3

Exemple B.4 (Aire du cercle) Soit un cercle de centieet de rayonR. On a :

R2712
S:// dedy = / d:c/
D VR2Z—z2

= 2/ vV R? — x2dx
-R
R 2
x
= 2R 1——d
/_RV R
On pose
in & a nuet — - <u< =
u = arcsin — — =sinuet - = <u< —
R R 2= T2
= dr = Rcosudu
V1 —sinu = |cosu| = cosu
On obtient
H 21 2 2
S:2Rz/2 COSQUdU:2R2/2 +C208 ud — 2R? [g sm4 u} :2R2g:7rR2
-5 3 -3

Changement de variables

Soit l'intégrale doublgf [, f(z,y)dzdy.

Pour faciliter les calculs, il est souvent commode de changer de variables. Sans aller
jusqua la justification, relativement complige, du proece, il convient cependant d’en
connatre les egles.

Le changement de variables, dans uregnale double, consiste passer d’'un couple
(z,y) @ un autre coupléu,v) par l'intermédiaire d’'une applicationz,y) — (u,v).
Lorsque le pointH (z, y) décrit le domaineD, son imagek (u, v) va décrire un nouveau
domaineA.

L'application doit dontre bijective.

Consicerons maintenant les fonctiopset v définies par = = ¢(u,v) ety = ¥(u,v),
les formules de changement de variables.

On appelle dterminant fonctionnel ou Jacobien des fonctigret ) le determinant :

D(z,y) _
D(u,v)

u v Y A /)
/ /'_xuyv_xvyu

Yu Yy
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Sous éserve de la continutdes fonctions et et de leurs drivees partielles suky, on

[ [ stwmasas = [ [ ot stn| 5

Application : utilisation des coordonnées polaires
A tout point M du plan muni du regre orthonorra (O, i, j é), on associe ses coor-

donrees cagésiennes ety qui sont telles queOZW =1 4+yjJ.
On peutégalement lui associer ses coordees polaires et ¢ : si w est le vecteur

unitaire parakle et de me sens que M,ona:

OM =r@ (r>0),0=(7,7)0<0<2n)
Dans ces conditions, il est clair que se donney), c'est se donner-(6) et reciproquement ;
I'application(x, y) — (r, ) est bijective.
Ona:r=rcosf ety =rsind

dudv

D(x,y) | cos —rsing | ) o
D(r,0) | sin® rcosh | TP 0 +rsin“f =r
D(z,y)
> pu—
r=0= D(T,@)‘

et on peugcrire :

//Df(x,y)dxdy—//Af(rcose,rsinﬁ)rdrdg

Exemple B.5 On avaita calculer :7 = [ [, \/R? — 22 — y*dzdy
On passe en coordoBas polaires. On obtient :

[ JA VR? —r?rdrdd ou A est cefinipar:0 <r < R,0 < 0 < 2,

D’ou

27 R

I = / d@/ VvV R? — r2rdr cas particulier2 du paragraphel .4
0 0
1 o9
_ o |_1(R2_,2 H| _ 2 p3

T [ 3(R %) h 37rR

et donc A
V =-rR?

3
Exemple B.6 [ [, 2* + y*dzdy ol D est céfini parz > 0,y > 0 eta® +y* < 2.
Dans un plan muni d’un regre orthonorré (O, 7, 7, ?), le domaineD est repeseng
par le quart de cercle, de centr@ et de rayony/2, situé dans le premier quadrant. On

passe en coordo@es polaires et on obtient :
[ = [ [,r*drdd ol A est cifinipar:0 <r <+2,0<6 <%

D'ou s /s
z 2 47Vv2

1:/1w/ ridr = [6] F} -7

0 0 41, 4

[=FNE
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Intégrale triple

Notion d’inegrale triple

Soit une fonctionf : (z,y,z) — t = f(z,y,2), définie sur un domainé® fermé et
suppoge nullea I'extérieur deD.

L'espaceétant muni d’un re@re orthorné direct(O, 7, 7, ?), D peutétre repeseng
par 'ensemble des points d’'un volume lignppar une surface fer@e S.

On désigne parn etb, c etd, e et f les bornes irérieures et sugrieures des abcisses, des
ordonrées et desates des point dé.

On partagéda, b] parlesvaleursy =a <z <2y < ... <2; < ... < Xy, = b

[c,d] parlesvaleurgp =c <y <y < ... <y; < ... <Yy =d

etle, flparlesvaleursy =e < z; <z < ... <z, < ... <z, = f

et on quadrille 'espace par des plans d’'abcisggsy, ..., z,, des plans d’ordorée
Yo, Y1, - - -, Y €t des plans dedte zy, z1, . . ., 2, C€ qui permet deé&finir un ensemble de
mnp paralElepipedes rectangles recouvrant

On désigne patt;;;, le paralklepipede rectangle

(@51, 23] X [yjflayj] X [2k-1, Y|
de dimenSionﬁl’i =T; — Tj—1, Ay] =Y; —Yj—1 et Azk = Zk — Rk—1-
On choisit arbitrairement dans chaque p&lapipedeF;;; un pointi/; .
Soit maintenant la somme :

m n p

DD F(Mige) Ay Ay; Az

i=1 j=1 k=1
Si cette somme tend vers une limitelorsquem, n etp tendent vers I'infini de magre
a ce quesup Az;, sup Ay; etsup Az, tendent vers &ro, independamment de la fagcon
dont on fait les partages et du poihf;;;, on dit quef est inegrable sutD, que! est
I'intégrale triple def surD et on pose :

[ [ ] st 2die

On peut @montrer, en particulier, que, siest continue sub, l'intégrale existe.

Calcul d’'une inggrale triple

Le calcul d’'une inkgrale triple se ragme au calcul d'une iBgrale double et d’'une
integrale simple donc, finalement, au calcul de troiegnéles simples successives.
On peut choisirM;;, = (&, 7, () ; ceci revienta choisir néme abcisse pour tous les
points de premier indicé méme ordonée pour tous les points de deemie indice;j
et meme ©te pour tous les points de trasne indicek. On peut alor€crire la somme
triple :

m n

YD D fEm AT AY Az = Az > S f (&, ) Ay,
k=1

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
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316 Intégrale triple

A la limite, la somme double est l'iagrale double de (z,y, (x) par rapporta z ety,
(. etant fixe, sur un domainé((;) obtenu par I'intersection d® par le plan de @té
Cette inégrale double estvidemment fonction dé&,. Il ne reste plus q& sommer suk:
ce qui,a la limite est une iregigrale simple sut. Onécrira donc successivement :

///Df(af,y,z)da:dydz - /fdz// f(z,y, z)dzdy
[ oo = [Tae [ [ e

Cette notation signifie que et y étant fixées, on intgre d’abord par rappott x ; les
bornes de cette preere ineégrale @pendant en&réral de(y, z). On integre ensuite par
rapportay, z étant fbé ; les bornes de cette dearie inégrale @pendant engyeral de
z. Enfin on inkgre par rappoi z.

Bien entendu l'ordre d'iréigration choisi ici est arbitraire ; on pourrait commenaer
integrer d’abord par rappott z, = ety étant fixes, puis par rappod z, y étant fixe,
enfin par rapporay.

Exemple B.7 [ [ [, zyzdadydz ol D est cfini par:z > 0,y > 0,2 > 0, & + % 4
2 <1(a>0,b>0,c>0).
Le domaineD peut iciétre repeseng par un huiteme d’ellipséde. On a

a b\/lfz—g C\/lfz—gfi—;
1 = / xdx/ ydy/ zdz
0 0 0
a b\/lf';‘—g
= / :cdx/ ydy [C— ( )]
0 0 2

z2
22 2 y r\/l—az

48
Le produitAz; Ay, Az, estégal au volume du paré@lepipede rectangler; ..
Soit maintenant la fonction :

| (z,y,2) +— 1lsurD
g (x,y,2z) — Oailleurs

Il est clair qu’en multipliantAz; Ay, Az, parg(M;;;,) et en sommant sur j etk, on ob-
tient un volume quia la limite, eségal au volume de la portion de I'espace Bsantant
D.
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Changement de variables
Soient les formules de changement de variables :
Tr = ¢(U,U, w) 1 y = ,l/)(U’)U? w) etz = X(U7U7w)

définissant une correspondance bijective entre 'ensemldes pointg«x, y, z) et I'en-
sembleA des pointqu, v, w). On admettra que, sousgerve de la contin@tdes fonc-
tions¢, 1 ety et de leurs @rivées partielles :

D(z,y,z)
///f:cy, dxdydz—///f (u, v, w) (uvw)x(uvw))‘Dwvw) dudvdw
ou g((ji’;) est le Jacobien des fonctionsy) et y défini par le éterminant :

8

/
D(x,y,z) | v o
- yu y'u yw
D(u,v,w) o

Cereralisation

On peut envisager des @grales:-uples de fonctions devariables. Le supportagpreétrique
fera eévidemment totalementéfhut ces quen > 3, ce qui n'est pas &cessairement
génant.

En fait le processus de calcul sera lémme que pour les iagrales doubles et triples.

Rappels de n&canique
L'espace est muni d’'un ré&pe orthonorra Oxyz

Pour un ensemble de points i88l4;(x;, y;, z;) affecés d’'une masse:;, de masse totale
M =3".m;, on cefinit :

le centre de masseG(X, Y, Z) par la relation vectorielld . mZG—AZ — 0. 0nen @&duit
MOG = S m;OA,, d'oll les coordon@es de

1 1 1
= M;mzlﬂz Y = M;miyi X = M;mizi
le moment d’inertie par rappor& un pointa un axe, o un plan :

ou d; est la distance du poimt; au point,a I'axe, ou au plan par rapport auquel le
moment d’inertie est calcél
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Pour une tige poé par 'axeOz, de masse $gifique (lireaire)p(z), (a,b) étant I'en-
semble des abcisses des points de la tige, on obtient :

b b
M:/ p(x)dx,X:%/ zp(z)de , (Y =2 =0)

I= /ab d*(z)p(x)dz

ou d(z) est la distance du poirl(z) de la tige,a I'élément par rapport auquélest
calcuk.

Pour un plaque plane siuwsur le plancOy, de masse ggifique (superficiellep(z, y),
D étant 'ensemble des couplés y) assoads aux points de la plaque, on obtient :

M = //Dp(x?y)dxdy
X = %//D:Up(a:,y)dzrdy
Y = %//Dyp(r,y)drdy,(ZIO)

1= [ [ @ty

ou d(x,y) est la distance du poit(z, y) de la plaquea I'élement par rapport auquél
est calcug.

Pour un solidea 3 dimensions, de masseésffiquep(z,y, z), A étant 'ensemble des
triplets (x, y, z) définissant les points du solide, on a :

M:///p(x,y,z)dxdydz,X:i//acp(a;,y, z)dzdydz
A M J Jp

1 1
Y = M//Dyp(as,y>Z)dxdydz,Z= M//Dz,a(:v,y, z)dzdydz

I= // d*(2,y, 2)p(x, y, z)drdydz
D
ou d(x,y, z) est la distance du poi(z, y, z) du solide,a I'é€lément par rapport auquel

I est calcud.
Si le solide est homame, la masse épifique est constante.
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4 EXxercices

1.
2.

Calculer [ [, zydzdy, ot D est céfini par{z > 0,y > 0,y <1 — 2z}

Calculer, par deux &thodes diérentes if [, wydxdy, o D, est cfini par{z >
0,y > 0,2° +y* < R*} Caleuler [ [}, wydxdy, ol D, est cfini par{z > 0,y >
0,22 +y? < R*z+y>R>0}

3. Calculer[ [, xsin(z + y)dxdy, ouDestefinipar{0 <z <7 0<y<7%

10.

11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.

19.

20.

Calculer [/ [-7° dzdy

( 2+y +a2)2

. Calculer l'aire plane limige par les courbes &ljuations, dans un repe ortho-

normey = z2 ety = 2 — 22

. L'espace est muni d’'un ré&pe orthonorr@ Oxyz. Calculer le moment d’inertie, par

rapporta I'axe Oz, d’une plague homagne sit@ dans le plan:Oy et limitée par
les courbes dquations 3? = 4z, 2 =0,y = 2.

. Déterminer le centre de masse d’une plaque semi-circulaire hemeogle centre

O etde rayonR

. Calculer [ fD Giyrdedy ol D est céfinipar{z > 1,y > 1,z +y < 3}
. Calculer [, =

o3 dxdy ou D estle triangle de sommet&10, 0), A(a, a), B(a,0)
aveca > 0, les trois point€tant représ par rappoid un systme orthonor@zOy.

Calculer [ [, -1 dvdy ou D estfinipar{0 <z <1,0<y <1l,v+y > 1}
Calculer[ [ [, z*dzdydz ol D est céfini par{z? + y* + 2 < R?}

Calculer| [ [, zdzdydz o'V est cfini par{z > 0,y > 0,z > 0,z +y+2z < a}
Calculer[ [ [, zd(z+y+2)dydz otV est cfini par{—h < z < h,2*+y* < R*}

Calculer le volume, la masse, le moment d’inertie par rappson axe deavolution,
d’un cone de evolution homogne, de hauteut et de rayon de bage. Déterminer
son centre de masse.

Calculer[ [, =2+ )dzdy. En ceduire " e ~hdy.
Calculer la surface d’un cercle de rayin
Calculer le volume d’'une sghe de rayorRi.

Calculer l'aire plane limite par les courbes @fjuation ? = 4z ety = 2z — 4,
dans un reere orthonorra.

Calculer l'aire et éterminer le centre de masse d’'une plaque plane heneti-
mitée par une courbe @&juation polaire :

(@) r* = a*cos20 avec—Z <0 < I
(b) r=acosfavec—5 <0 < 7

L'espace est muni d’'un r&pe orthonom’a. Calculer le volume etéderminer le
centre de masse d’'un solide honéog limié par la surface équationz?+12+2 =
9 et le planz = 0.
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21. Calculer le volume et@&erminer le centre de masse du solide hoamegimi€ par
les plans déquations z = 0,y = 0,2 = 0,2 + 4 + 2 =1, (a,b,c € R})

22. Calculer le moment d’inertie par rapp@tune de ses ates d’'une plague rectan-
gulaire homogne.

bar-hen.net



B. INTEGRALES MULTIPLES 321

5 Solutions

1. Ona:
1 1-2z
I = //xydxdy:/ mdx/ ydy
D 0 0
1y 9712z
= / xdx {y_]
0 2]
1 [
= —/ (v — 42® + 42°)dz
2 Jo
1[z? 423 2 1/1 4 1
= |- = 4 S (Rl
212 3 o 2\8 24 16
_ 1
96
2. Soitl, = [ [, wydedy.
(@) ona

I

Il
o\
=
8
o
&
o\
=
|
EL[Q
<
o
<

(b) On peutegalemenécrire, en passant en coordé@es polaires :

I, = // 72 cos 0 sin frdrdd ol A, est cfini par{0 < § < 7,0<r < R}
Aq

7'('/2 R

= / cos 0 sin 6’d6’/ r3dr
0 0

B sin2977 [r41"

a 2 1o L4,

R4

8

Soit maintenant, = [ [, wydzdy. Ona:

R VR2—z2
I, = / xdz / ydy
0 R—x
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R 29 VR2—22
Y
xdx [2}

I
S—

R—x

N | —

x3 2zt R
-

i 1
/ (R?* —2® — R* — 2* + 2Rx)zdr = = {RZ— - —
0 2 0
4

ol =

T 7T/2
I = / xdx/ sin(x + y)dy
0 0

= / xdzx [— cos(x + y)]glz

0

= /Oﬂx<—cos<x+g) —|—cosx) dx

= / x(cosx + sin x)dx
0
On integre par partie§ [ udv = uv — [vdu) en posantt = u = dz = du et
(cosx +sinz)dr = dv = v =sinz — cosz

™

I = [z(sinz — cosz)); / (sinz —cosz)dr =7 — [—coszx —sinz|; =7 — 2
0

4. Soit] = 0+°° 0+°° mdxdy. Le domaine d’inggration peuétre repesené

dans un plan, muni d'un répe orthonorra, par le premier quadrant.
On passe en coordo@es polaires :

J—/ﬂ/sz/M AR o B S
—Jo 0 (7’2+a2)2r_2 r2+a®|, = 2a?

5. Dans un plan muni d’'un re&we orthonorra, I'aire a calculer est limée par deux
paraboles admettantOy pour axe de sygtrie et syngtriques entre elles par rap-
porta la droite déquationy = 1. Ces deux paraboles se coupentHnr-1,1) et
B(l,1):y=2—-2*=2>=2"=1=2==1.0na:

1 2—z? 1 2711 ]
S//dxdy:/ da:/ dy:/ (2 —22%)dr = [225—2—] =-
D -1 2 —1 3 1 3

6. La plaque plane est la surface entre I'é@xg, la droitey = 2 et la courbe)* = 4x.
On a, siD est 'ensemble de@r, y) définissant la plague de massé&siiquep :

2 vy
I = // p(a? + y*)dedy = p/ dy/ (2* +y°)dz
D 0 0
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2
2 23 ) v'h 2 y6 y4
= p/ dy[—+y:c] zp/ <—+—>d
0 3 o o \192 " 4
7 572
_ [y
- ’){1344+20}O
G
~ 1057

Il est d’'usage d’exprimer un moment d’inertie en fonction de la masski solide.
Si S est l'aire de la plaque, on a:

M://pdxdy:p//dxdy:pS
D

y/4 3 2
oo f [ o] a2 3w

7. On choisit le repre orthonorra Oxy de manére queDy soit I'axe de syratrie de
la plaque. Soienp la masse sgcifique (constante) de la plaque, sa masseD
I'ensemble deéz, y) définissant la plaque. Sait(z, y) le centre de masse cheéch

Ona:
// xdxdy = — // r cos frdrdd

, en passant en coorda@es polairesA est cefinipar :{0 <0 < 7,0 <r < R}
T R R3
X = ﬁ/ﬂ C059d9/0 ridr = %?[Smé] =0

Ce iesultatétait pevisible puisqu&y est un axe de syatrie. Le centre de masse
est donc sita surOy et a pour ordonge :

™ R 3
:%//Dydxdy:%//Arsinﬁrdrdﬁzﬁ/o sin@d@/g r%rz%%[—cos&]g

c’'esta-dire 5
p
Y = =R
3M
OrM = [ [, pdedy = p [ [, daedy = 17R?p = £ = . Finalement :

Y = iR ~ 0.4244R
3T

8. Le domaine d’inégration est facil@ repésenter. On a :

[ tamses = [0 /
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Solutions

9.

10.

11.

Soit! = [ [}, ;»+4=dvdy. On passe en coordoges polaires :

2 .
I = //Mrdrw
71—/4 COS
:/ cos@sm@d@/
0

7r/4 a2
= / cos 0 sin 6d6
0

2cos26
B / s sin 9
a COS 9
= [log(cos 9)]

= —log\/_

a2
Zlng

Soit] = ffD da:dy
OnaI:fO dyf1 ymdx—fo dy[log(z + y)]1_, fo log(1 + y)dy.
On intégre par parties ([ udv = uv — [vdu) en posantd = dy = v = y et

log(l+y) =u=du= ﬂy

I = [ylog(l+ Y q
[ylog(1 +y)] / T
= log2— — —d
og / / d
= log2— [log(l + y)]

= 2log2 — 1 ~ 0.3863

Soit/ = [ [ [, z*dzdydz.
L'espaceétant muni d’'un repre orthonorra d’origineO, le domaine d’inégration
peutétre repeseng par 'ensemble des points ssa I'intérieur d’'une spére de
centreO et de rayonR. La synetrie de evolution autour de I'ax®z suggere le
passage aux coordoaes cylindres, c’est-dire le changementr: = rcos6; y =
rsinf; z = z. Le domaine d’'ingégrationA étant &fini par0 < 27,0 < r < R,
22 +r? < R%

cosf —rsinf 0
Le Jacobien de cette transformation gg% =| sinf rcosf O |=r

0 0 1

Dou|J| = |r|=r.
finalement

VR2—r2 R 9 3
[—/// Z rdrd@dz—/ d9/ rdr/ 2—27r/ 5(32_7«2) 2rdr
VR2—2z2 0
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Dbﬂ[::%[—gRQ—ﬁw%Ki:%wR5
12. SoitI = [ [ [, zdzdyd=.
Onremarque que +y + z > 0 = a > 0. Les triplets(z, y, z) du domainé’ sont
tels que :
e 0<zr<a—y—z
e 0 <y<a-=zlaconditionl2impliquanta —y—z2>0=y<a—z
e 0<z<ala conditioanimpquuanta —2>20=2<a
Onenduit! = [ zdz [ “dy [ " de = [ 20z [ (a—y — 2)dy

a 27a—*% a 3 474 4
Y 1 9 [ ,22 z z a
/Ozz[(a 2)y 2]0 /02(a 2)*zdz 595 a3+4 T

L'espaceétant muni d’un repre orthonorra, le domaine d’irégrationV’ peutétre
repeseng par une pyramide de sommet

13. SoitI = [ [ [,,(z +y + z)dzdyd=.
L'espaceétant muni d’'un repre orthonorra Ozyz, le domaine d’inégrationV’
peutétre repesené par I'ensemble des points s&a I'intérieur d’'un cylindre de
révolution autour de 'ax€®z. On a:

VRZ 22
I = / dx/ /(x+y+z)dz

VEZ—22
VRZ_z2 22 h

= / dx/ [mz—i—yz—i— ] dy
VRZ—z? 2 —h
VRZ_z2

= / dx/ h(z + y)dy
R27$2

VEZ=a?
= / 2hdx [:ry+ Y }
“R 2

—VR*=2?
R
= / 2h2xV R? — x2dx

D’ou

2

I:%{—%R aﬁ%} ~0

3 -R
On aurait pu obtenir le me Esultat en passant en coordées cylindriques (voir
exercicell).

14. On choisit un repre orthonorra Oxyz dont l'origine est le sommet duboe et
Oz l'axe de Evolution. SoitD I'ensemble des tripletgr, y, z) correspondant aux
points sit@sa 'intérieur du éne. On @signera par V' le volume du éne,p sa
masse sgcifique (constante))/ sa masse/ son moment d’inertie par rappaat
Oz, etG(X,Y, Z) son centre de masse. On a:

://mem://Ammm
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en passant en coordoges cylindriques.

Le domaine d'inégrationA est cefinipar{0 < 0 <27;0< z< H;0<r <
L2},

Doch:f d@fo dszH rdr—27r2 0 H2
OnaM = [ [ [, pdedydz = pV = ;7 R*Hp
Onal = ffpo 2’ +y?)dzdydz = p [ [ [ rxr?drdddz = pfo% dg fUH dz f0%2r3d7" =
2mps f H4z4dz —Wp%%s = =mpR'H = S MR?

Le coneétant homogne, il estvident que le centre de masséX, Y, Z) est sur

'axe Oz, doncX =Y = 0 (a \eérifier). On a:

Z = 5; [ [ [ppedadydz = 5 [ [ [ zrdrdidz = OQW do fOH 2dz fO%Z rdr =
JH
17273 fo 2%z = £ 4L [z—] = irZR*H? =3H
0

3

H
R z 1
22dz = T [—3 }0 = §7TR2H

M HZ |4
15. llestclairquelonay = [ [, Re*i PHdedy = [T e de [T eV dy =
Ix1=T1*enposanf = [ e 2" du
Or si on passe en coordoges polaires, ond = [ [, e~ 2" rdrdd ol A est cfini
par:{0 <0 < 2m,r >0}
2m +oo _1 2 _1,2]F®
doncJ = [, dd [, 2 rdr = [0)27 [—e 2" ] =2t x1=2x
0

On en @duit/ = /27 et doncffoc;o Sme i du =1
16. OnasS = [ [, dzdy ol D est cefini parz? + y* < R®. En passant en coordoges
polaires, on obtientS = [ [, rdrdd ol A est cfini par{0 < § < 27,r < R

2

R
doncS = [*"do [ rdr = 02 H = R?
0

2

17.0Ona:V = [ [ [, dzdydz ol D est cfini parz? + y? + 2 < R?. En passant
en coordonées polaires, on obtientV, = [ [ [, rdrdfdz ol A est cfini par
{0<0<2m,0<r<R,22+r*<R?}

doncV = fozﬂ dd fOerrf \Zz;iridz = 0 "do fo r2vR? — r2dr = 27 | —2(R? — 1"2)3/2
4. p3
§7TR

bar-hen.net



	Table des matières
	0 Analyse combinatoire
	1 Arrangements
	1.1 Dénombrement

	2 Permutations
	2.1 Dénombrement

	3 Combinaisons
	3.1 Dénombrement
	3.2 Deux relations importantes

	4 Applications
	4.1 Développement du binôme de Newton
	4.2 Le triangle de Pascal

	5 Exercices

	1 Premiers éléments de théorie des probabilités
	1 Notion d'expérience aléatoire
	2 L'ensemble fondamental 
	3 Les événements
	4 Algèbre des événements
	5 La probabilité P
	5.1 Notion d'espace de probabilité

	6 Le cas élémentaire
	7 Rappel de combinatoire : applications
	7.1 Arrangements avec répétition
	7.2 Arrangements
	7.3 Combinaisons

	8 Probabilité conditionnelle
	8.1 Probabilité conditionnelle
	8.2 Formule de Bayes

	9 Indépendance
	9.1 Indépendance de deux événements
	9.2 Indépendance de plusieurs événements

	10 Exercices
	11 Solutions

	2 Variables aléatoires discrètes
	1 Variable aléatoire à valeurs dans R
	1.1 Loi de probabilité
	1.2 Fonction de répartition
	1.3 Propriétés de la fonction de répartition
	1.4 Fonction de répartition et loi de probabilité

	2 Variables aléatoires discrètes
	2.1 Fonction de répartition en escalier
	2.2 Représentation graphique : l'histogramme

	3 Paramètres descriptifs d'une distribution discrète
	4 Variable indicatrice
	4.1 Loi de probabilité
	4.2 Paramètres descriptifs

	5 Loi discrète uniforme
	5.1 Définition
	5.2 Paramètres descriptifs

	6 La loi hypergéométrique
	6.1 Schéma du tirage exhaustif ou sans remise
	6.2 Paramètres descriptifs

	7 La loi binomiale
	7.1 Schéma de Bernoulli
	7.2 Paramètres descriptifs
	7.3 Formes de la distribution
	7.4 Approximation d'une loi hypergéométrique

	8 La loi de Poisson
	8.1 Calcul pratique des probabilités
	8.2 Paramètres descriptifs
	8.3 Forme de la distribution
	8.4 Processus de Poisson
	8.5 Approximation d'une loi binomiale

	9 La loi géométrique
	9.1 Paramètres descriptifs

	10 Exercices
	11 Solutions

	3 Variables aléatoires à densité
	1 Densité de probabilité
	1.1 Variable aléatoire de distribution continue
	1.2 Densité de probabilité
	1.3 Densité de probabilité et loi de probabilité
	1.4 Propriétés d'une densité de probabilité
	1.5 Représentation graphique

	2 Paramètres descriptifs d'une distribution à densité
	2.1 Mode
	2.2 Espérance
	2.3 Moment d'ordre k
	2.4 Variance

	3 Loi uniforme
	3.1 Fonction de répartition
	3.2 Paramètres descriptifs

	4 Loi exponentielle
	4.1 Fonction de répartition
	4.2 Paramètres descriptifs

	5 Loi normale
	5.1 Paramètres descriptifs
	5.2 Notation
	5.3 Forme de la distribution
	5.4 Calcul des probabilités
	5.5 Utilisation de la table 11.6
	5.6 Utilisation de la table 11.7
	5.7 Utilisation de la table 11.8
	5.8 Importance de la loi normale
	5.9 Approximation d'une loi binomiale
	5.10 Approximation d'une loi de Poisson

	6 Autres lois
	6.1 La loi gamma
	6.2 La loi log-normale

	7 Mélanges de distributions
	7.1 Introduction
	7.2 Mélanges de distribution discrètes
	7.3 Mélange de distributions à densité
	7.4 Cas intermédiaire

	8 Exercices
	9 Solutions

	4 Fonction d'une variable aléatoire
	1 Généralités
	1.1 Fonction d'une variable discrète
	1.2 Fonction d'une variable à densité

	2 Un cas particulier : Y=aX+b
	2.1 X est une variable discrète
	2.2 X est une variable à densité
	2.3 Variable centrée--variable réduite

	3 Espérance de Y=(X)
	4 Exercices
	5 Solutions

	5 Tests d'hypothèses
	1 Problématique
	1.1 Hypothèse

	2 Niveau et puissance
	3 Stratégie d'un test d'hypothèse
	4 Tests non paramétriques
	5 Quelques applications pratiques des méthodes de statistique non paramétrique
	5.1 Cas d'un échantillon isolé
	5.2 Un test d'ajustement : le test binomial
	5.3 Test des signes
	5.4 Test des rangs appliqué au cas d'échantillons appariés (Wilcoxon)
	5.5 Test des rangs appliqué au cas des échantillons indépendants (Mann-Whitney)

	6 Exercices
	7 Solutions

	6 Variables aléatoires à valeurs dans R2
	1 Introduction
	1.1 Loi de probabilité
	1.2 Fonction de répartition
	1.3 Les couples de variables discrètes
	1.4 Les couples à densité

	2 Lois marginales
	2.1 Couples de variables discrètes
	2.2 Couples à densité

	3 Variables indépendantes
	3.1 Couples de variables discrètes
	3.2 Couples à densité

	4 Lois conditionnelles
	4.1 Couples de variables discrètes
	4.2 Couple à densité

	5 Espérances conditionnelles et courbes de régression
	6 Covariance et coefficient de corrélation
	6.1 Définition
	6.2 Covariance
	6.3 Coefficient de corrélation

	7 Variables aléatoires dans Rn
	7.1 Indépendance

	8 Exercices
	9 Solutions

	7 Fonctions de plusieurs variables aléatoires
	1 Espérance
	2 Variable somme
	2.1 couple de variables discrètes
	2.2 Couples de variables à densité
	2.3 Somme de n variables
	2.4 Application à la loi binomiale
	2.5 Généralisation : combinaisons linéaire de variables

	3 Variable différence
	4 Variable moyenne
	4.1 Cas d'un n-échantillon
	4.2 Application a la loi binomiale

	5 Variable produit
	6 Variable quotient
	7 Variable variance
	8 Inégalité de Schwarz
	8.1 Applications

	9 Exercices
	10 Solutions

	8 L'estimation
	1 Préliminaires
	1.1 Une inégalité importante
	1.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebichev

	2 Estimation ponctuelle
	2.1 Estimateur
	2.2 Écart quadratique moyen
	2.3 Écart quadratique moyen et variance
	2.4 Biais d'un estimateur
	2.5 Suite consistante d'estimateurs
	2.6 Exemples

	3 Estimation par intervalle
	3.1 Intervalle de confiance
	3.2 Principe
	3.3 Utilisation de la loi binomiale
	3.4 Utilisation de la loi de Poisson
	3.5 Utilisation de la loi normale
	3.6 Absence de loi

	4 Exercices
	5 Solutions

	9 Les modèles gaussiens et leur utilisation à l'étude des moyennes et des variances
	1 Les lois du chi-deux
	1.1 Densité de probabilité
	1.2 Propriété d'additivité
	1.3 Espérance et variance
	1.4 Formes de la distribution
	1.5 Convergence en loi
	1.6 Calcul de probabilités

	2 Les lois de Fisher-Snedecor
	2.1 Densité de probabilité
	2.2 Espérance et variance
	2.3 Forme de la distribution
	2.4 Calcul de probabilités

	3 Application à l'étude des variances
	3.1 Problèmes à un échantillon

	4 Test d'hypothèse sur 2
	4.1 Intervalle de confiance d'une variance
	4.2 Problèmes à deux échantillons
	4.3 Comparaison de deux variances. Test F

	5 Les lois de Student
	5.1 Densité de probabilité
	5.2 Espérance et variance
	5.3 Forme de la distribution
	5.4 Convergence en loi
	5.5 Calcul des probabilités

	6 Application à l'étude des moyennes
	6.1 Problèmes à un échantillon
	6.2 Test d'hypothèse sur 
	6.3 Intervalle de confiance d'une espérance
	6.4 Problèmes à deux échantillons
	6.5 Comparaison de deux espérances

	7 Exercices
	8 Solutions

	10 Le test chi-deux
	1 Introduction
	2 Test sur une loi multinomiale
	2.1 Distribution à deux classes
	2.2 Distribution à r classes

	3 Test d''ajustement
	3.1 Principe
	3.2 Estimation de paramètres

	4 Tests d'homogénéité
	4.1 Principe
	4.2 Généralisation
	4.3 À propos d'un cas particulier

	5 Exercices
	6 Solutions

	11 Tables de valeurs numériques
	Factorielles
	Test du signe
	Intervalle de confiance d'une probabilité (loi binomiale)
	Lois de Poisson
	Intervalle de confiance pour une espérance (loi de Poisson)
	Loi normale centrée réduite
	Loi normale centrée réduite
	Loi normale centrée réduite
	Lois de Student
	Lois du chi-deux
	Lois de Fisher-Snedecor
	Lois de Fisher-Snedecor
	Valeurs critiques du test de Mann-Whitney
	Valeur critique du test du nombre de paires
	Test de Mann-Whitney
	Test de Wilcoxon

	A Fonction de plusieurs variables
	1 Introduction
	1.1 Représentation graphique
	1.2 Limite
	1.3 Continuité

	2 Fonctions composées
	2.1 Fonction de fonction
	2.2 Fonction composée
	2.3 Autre cas

	3 Dérivées partielles
	3.1 Dérivées partielles secondes

	4 Exercices

	B Intégrales multiples
	1 Intégrale double
	1.1 Notion d'intégrale double
	1.2 Calcul d'une intégrale double
	1.3 Propriétés
	1.4 Cas particuliers
	1.5 Calcul de volumes et de surfaces
	1.6 Changement de variables

	2 Intégrale triple
	2.1 Notion d'intégrale triple
	2.2 Calcul d'une intégrale triple
	2.3 Changement de variables
	2.4 Généralisation

	3 Rappels de mécanique
	4 Exercices
	5 Solutions


