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11 Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
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1 Variable aĺeatoireà valeurs dansR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.1 Loi de probabilit́e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .33
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9 La loi géoḿetrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .50
9.1 Param̀etres descriptifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .50

10 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51
11 Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .57
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1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .157

1.1 Loi de probabilit́e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .158
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2.2 Couples de variablesà densit́e . . . . . . . . . . . . . . . . . . .193
2.3 Somme den variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .195
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2.1 Distributionà deux classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .263
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Chapitre 0

Analyse combinatoire

L’analyse combinatoire fournit des méthodes de d́enombrement particulièrement utiles
en th́eorie des probabilités. Une application intéressante est la démonstration du d́eveloppement
du bin̂ome de Newton ; ce d́eveloppement sera beaucoup utilisé par la suite.

1 Arrangements

Définition 0.1 Étant donńe un ensemble den objets, on appelle arrangements dep objets
toute suite dep de ces objets.

Cette d́efinition implique que, pour obtenir un arrangement, il faut choisirp objets parmi
n et les ordonner, par exemple en leur attribuant une place parmip ou un nuḿero de 1à
p. Dans le langage de la théorie des ensemble, on dit :
”Soit un ensembleE à n éléments. On appelle arrangement dep éléments deE, une
injection de l’ensemble{1, 2, 3, . . . , p} dansE”.
Deux arrangements forḿes dep objets peuvent donĉetre distincts soit par la nature des
objets, soit par leur ordre. On précise parfois ”arrangement sans réṕetition”, parce qu’̀a
un objet ne peut̂etre attribúe qu’une place.

Exemple 0.1 Combien d’arrangements peut-on réaliser en prenant deux objets parmi
4 ?
Soient les objetsa, , b, c, d. En choisissant 2 objets et en les ordonnant, par exemple en
les alignant, on peut obtenir 12 arrangements :

a, b a, c a, d b, c b, d c, d
b, a c, a d, a c, b d, b d, c

1.1 Dénombrement

On se propose de dénombrer les arrangements possibles dep objets parmin. On notera
Apn le nombre de ces arrangements.

1



2 Arrangements

Il est aiśe de calculerA1
n = n, puisA2

n = n(n− 1) ; il existe en effetn façons de choisir
le premier objet et(n− 1) façons de choisir le deuxième lorsqu’on a d́ejà le premier.
Pour d́eterminerApn, on raisonne par récurrence. On supposeAp−1

n connu. On en d́eduit :

Apn = Ap−1
n (n− p+ 1)

Il existe en effetAp−1
n façons de choisir les(p − 1) premiers objets de la suite et pour

chacune de ces possibilité, il resten− (p− 1) = (n− p+ 1) façons de choisit le dernier.
On a donc successivement :

A1
n = n

A2
n = n(n− 1)

A3
n = n(n− 1)(n− 2)
... =

...

Apn = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− p+ 1)

On peutécrire :Apn = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− p+ 1) (n−p)(n−p−1)···(2)(1)
(n−p)(n−p−1)···(2)(1)

Si pourk ∈ N etk 6= 0, on notek! = 1× 2× 3× . . .× (k− 1)× k (k! se lit : factorielle
k), on a plus simplement :

Apn =
n!

(n− p)!
(1)

Exemple 0.2 En prenant 3 objets parmi 4, on peut réaliserA3
4 = 4!

1!
= 24 arrangements.

Pour v́erifier ce ŕesultat, on peut utiliser l’exemple0.1. Soient les objetsa, b, c, d. Les ar-
rangements forḿes de trois objets parmi ces quatre s’obtiennent en ajoutant un troisième
objet aux arrangements forḿes de deux objets. On obtient :

a, b, c a, c, b a, d, b b, c, a b, d, a c, d, a
a, b, d a, c, d a, d, c b, c, d b, d, c c, d, b

b, a, c c, a, c d, a, b c, b, a d, b, a d, c, a
b, a, d c, a, d d, a, c c, b, d d, b, c d, c, b

On a bienA3
4 = A2

4 × 2 = 12× 2

Un arrangement dep objets choisis parmin peutêtre obtenu en tirant d’abord un objet
parmi lesn, puis un deuxìeme parmi les(n− 1) restants, etc. Le rang du tirage sert alors
à ordonner les objets retenus.
On peut imaginer un type de tirage entièrement diff́erent : on tire d’abord un objet, on
le remet parmi lesn apr̀es avoir not́e sa nature, et on rép̀etep fois l’opération. La suite
obtenue s’appelle un ”arrangement avec réṕetition ” dep objets parmin.
Il est clair que le nombre d’arrangements avec réṕetition dep objets parmin estnp.
On a en effetn possibilit́es pour chaque place, soitn × n × · · · × n = np possibilit́es
d’arrangement.

bar-hen.net



0. ANALYSE COMBINATOIRE 3

2 Permutations

Définition 0.2 Étant donńe un ensemble den objets, on appelle permutation toute suite
de cesn objets.

Une permutation est donc obtenue en ordonnant l’ensemble de cesn objets. C’est un
arrangement particulier où tous les objets sont choisis ; deux permutations den objets
donńes ne peuvent donc différer que par l’ordre de ces objets.

Exemple 0.3 Avec deux objetsx et y, on peut obtenir 2 permutations :x, y et y, x si on
les ordonne en les alignant.

2.1 Dénombrement

Soit Pn le nombre de permutations possibles avecn objets donńes. Le calcul dePn est
simple.
On a en effet :Pn = Ann = n(n− 1)(n− 2) · · · 1
D’où

Pn = n! (2)

Exemple 0.4 Avec trois objetsa, b, c on obtientP3 = 3! = 6 permutations,̀a savoir :
a, b, c b, c, a c, a, b c, b, a b, a, c a, c, b

3 Combinaisons

Définition 0.3 Étant donńe un ensemble den objets distincts, on appelle combinaison
dep de ces objets tout ensemble dep de ces objets.

La notion d’ordre a maintenant complètement disparu. Deux combinaisons contenantp
objets peuvent donc seulement différer par la nature des objets.

Exemple 0.5 Soient les nombre 1, 2 , 3, 4. En choisissant 2 nombres, on peut obtenir 6
combinaisons :{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4},

3.1 Dénombrement

On se propose de dénombrer les combinaisons possibles dep objets pris parmin. On

noteCp
n le nombre de ces combinaisons. On note aussi parfois

(
n
p

)
.

On remarque qu’on peut ordonner une combinaison contenantp objets donńes dep!
manìeres (autant que de permutations). En procédant de m̂eme pour chacune desCp

n

combinaisons, on doit obtenirApn arrangements.
On a donc :

p!Cp
n = Apn
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4 Combinaisons

D’où :

Cp
n =

n(n− 1)(n− 2) . . . (n− p+ 1)

p!

ce que l’on peut́ecrire

Cp
n =

n!

p!(n− p)!
(3)

La definition0.2implique :C1
n = n etCn

n = 1. Pour ǵeńeraliser la relation3 à ce dernier
cas, on posera par convention :0! = 1.
Ceci permet d’́ecrire :1 = n!

n!0!
= C0

n ; si on ne prend aucun objet parmin, on obtient
l’ensemble vide.

3.2 Deux relations importantes

1.
Cp
n = Cn−p

n (4)

On a en effet, d’apr̀es la relation3 : n!
p!(n−p)! = n!

(n−p)!p!
On peut aussi remarquer qu’à tout sous-ensemble dep objets correspond son complémentaire
formé des(n− p) objets restants.

2.
Cp
n = Cp

n−1 + Cp−1
n−1 (5)

En explicitant on a successivement :

Cp
n−1 + Cp−1

n−1 =
(n− 1)!

(n− 1− p)!p!
+

(n− 1)!

(n− 1− p+ 1)!(p− 1)!

=
(n− 1)(n− 2) . . . (n− p)

p!
+

(n− 1)(n− 2) . . . (n− p+ 1)

(p− 1)!

=
(n− 1)(n− 2) . . . (n− p+ 1)

p!
(n− p+ p)

=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− p)

p!
= Cp

n

On peut aussi d́emontrer la relation5 en notant que, si on désignèa l’avance un ob-
jet parmin, les combinaisons possibles avec cesn objets prisp àp se d́ecomposent
en deux cat́egories :
• celles qui contiennent cet objet. Il y en aCp−1

n−1 ; pour compĺeter chaque combi-
naison il suffit en effet de choisir(p− 1) objets parmi les(n− 1) restants.

• celles qui ne contiennent pas cet objet. Il y en aCp
n−1 ; pour les obtenir il faut en

effet choisirp objets parmi les(n− 1) qui sont diff́erents de l’objet d́esigńe.
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0. ANALYSE COMBINATOIRE 5

4 Applications

4.1 Développement du binôme de Newton1

L’analyse combinatoire permet aisément le d́eveloppement de(a+x)n oùn est un entier
strictement positif (n ∈ N, n 6= 0)
Élever(a + x) à la puissancen revientà multipliern binômes identiques̀a (a + x). Le
résultat est une somme ; chaqueélément de cette somme est le produit den facteurs, du
typea oux, choisis chacun dans un binôme diff́erent.
On obtient donc des termes de la formeapxn−p (0 ≤ p ≤ n). Chacun d’eux sera présent
autant de fois qu’il existe de façons de choisir lesp facteursa, c’est-̀a-dire de choi-
sir p binômes parmi lesn (les bin̂omes òu l’on choisit les facteursx sont alors bien
détermińes) ; il y en a doncCp

n. SommerCp
n termes identiques̀a apxn−p revientà multi-

plier apxn−p par le coefficient nuḿeriqueCp
n. On obtient ainsi, sin ∈ N etn 6= 0 :

(a+x)n = xn+C1
nax

n−1 + · · ·+Cp
na

pxn−p+ · · ·+Cn−2
n an−2x2 +Cn−1

n an−1x+an (6)

CommeCn−p
n = Cp

n cette expression met enévidence la syḿetrie des coefficients nuḿeriques
du d́eveloppement du bin̂ome de Newton ranǵe suivant les puissances croissantes dea
(ou dex).

Exemple 0.6 En donnant̀a n successivement les valeurs 1, 2, 3 on obtient :

(a+ x)1 = 1a+ 1x

(a+ x)2 = 1a2 + 2ax+ 1x2

(a+ x)3 = 1a3 + 3a2x+ 3ax2 + 1x3

4.2 Le triangle de Pascal2

On consid̀ere les d́eveloppements :

(x+ a)n−1 = C0
n−1x

n−1 + C1
n−1ax

n−2︸ ︷︷ ︸+ · · ·+ Cp−1
n−1a

p−1xn−p + Cp
n−1a

pxn−p−1︸ ︷︷ ︸+ · · ·

(x+ a)n = C0
nx

n + C1
nax

n−1 + · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·+ Cp
na

pxn−p + · · ·

On s’aperçoit que le coefficientCp
n, d’apr̀es la relation5 peutêtre obtenu par l’addition de

Cp
n−1 et deCp−1

n−1. D’où l’id ée du triangle de Pascal qui permet d’obtenir, par récurrence,
les coefficients nuḿeriques du d́eveloppement du bin̂ome de Newton.

Exemple 0.7 En utilisant le triangle de Pascal (Table1), on peut́ecrire :

(a+ x)6 = x6 + 6ax5 + 15a2x4 + 20a3x3 + 15a4x2 + 6a5x+ a6

1NEWTON Issac (1642-1727), mathématicien et physicien anglais
2PASCAL Blaise (1623-1662), mathématicien, physicien, philosophe etécrivain français
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6 Applications

L’analyse combinatoire conduità utiliser des factorielles.
Quand on sait que20! ≈ 2.432 1018, on se rend compte des difficultés rencontŕees dans
les calculs. Par la suite il sera surtout intéressant de connaı̂tre l’ordre de grandeur d’une
probabilit́e. Il est donc utile d’obtenir une valeur approchée den! pour les valeurśelev́ees
den ; ceci est possible par l’interḿediaire de la formule de Stirling3 :

n! = nne−n
√

2πn[1 + ε(n)] (7)

où ε(n) → 0 lorsquen→ +∞
Si n est suffisamment grand, on peut donc, dans les calculs,écrire :

n! ≈ nne−n
√

2πn (8)

En utilisant les logarithmes, il est alors facile d’obtenir une bonne approximation den!

Exemple 0.8 On se propose d’estimer20! en utilisant l’́equation8.

log(20!) ≈ 20 log 20− 20 log e+
1

2
log 20 + log

√
2 +

1

2
log π

≈ 20.5 log 20− 20 log e+ 0.39908

On obtient :log(20!) ≈ 18.38439, d’où 20! ≈ 2.423 1018, soit une erreur relative qui est
seulement de l’ordre de4.3 10−3

3STIRLING James (1698-1770), mathématicien anglais
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0. ANALYSE COMBINATOIRE 7

Tableau 1 – Triangle de Pascal

n
p

0 1 2 3 4 5 6 7
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1

On lit : C2
5 = 10. Ce ŕesultat s’obtient en ajoutantC2

4 (même colonne, ligne du dessus) et
C1

4 (colonne de gauche, ligne du dessus)

bar-hen.net



8 Exercices

5 Exercices

1. Combien de nombres peut-on former avec les chiffres 0,1,2,3,4,5,6,7, chaque chiffre
n’étant pŕesent q’une fois, de façon que chaque nombre commence par un 7 et soit
divisible par 5,
• si les nombres sont de 8 chiffres ?
• si les nombres sont de 6 chiffres ?
Réponses : 1440 ; 720

2. Cinq hommes et quatre femmes vont au cinéma. Ils disposent d’une rangée de
neuf places. De combien de façons différentes peuvent-ils s’asseoir si l’on veut
que chaque femme soit entourée de deux hommes ?
Réponse : 2880

3. On dispose den boules. On veut formerk groupes contenant respectivementr1, r2, . . . , rk
boules, en utilisant toutes les boules (r1 +r2 + · · ·+rk = n). De combien de façons
peut-on le ŕealiser ?
Réponses : n!

r1!r2!···rk!

4. On dispose de 5 billes rouges, 2 blanches et 3 bleues. Si les billes de même couleur
sont indiscernables, de combien de façons peut-on les aligner ?
Réponses : 2520

5. Un groupe de 5 math́ematiciens et 7 physiciens doitélire un comit́e repŕesentatif
formé de 2 math́ematiciens et 2 physiciens. Quel est le nombre de résultats pos-
sibles si :
• les 12 personnes sontéligibles ?
• un physicien est́elu d’office ?
• 2 math́ematiciens ne sont paséligibles ?
Réponses : 210 ; 60 ; 63

6. Le jeu de l’́ecart́e se joue avec 32 cartes, chaque joueur en recevant 5.
• combien de mains différentes peut avoir un joueur ?
• combien y-a-t-il de mains contenant 2 atouts et 2 seulement ?
Réponses : 201376 ; 56672

7. Quel est le nombre de groupes de six personnes que l’on peut former avec 4 garçons
et 6 filles si l’on veut qu’ils contiennent obligatoirement 2 garçons,
• donńes ?
• seulement ?
• au moins ?
Réponses : 70 ; 90 ; 185

8. Démontrer les trois relations :
n∑
i=0

Ci
n = 2n (9)

n∑
i=1,i impair

Ci
n =

n∑
i=1,i pair

Ci
n = 2n−1 (10)
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0. ANALYSE COMBINATOIRE 9

(11)

9. Développer :(P +Q)10

Réponse :Q10+10PQ9+45P 2Q8+120P 3Q7+210P 4Q6+252P 5Q5+210P 6Q4+
120P 7Q3 + 45P 8Q2 + 10P 9Q+ P 10

10. Estimerc50
100

Réponse :1.011 1029
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Chapitre 1

Premiers éléments de th́eorie des
probabilit és

Le but de la th́eorie des probabilités est de d́egager des ḿethodes permettant de faire des
prédictions, qualitatives ou quantifiées, sur le d́eroulement des phénom̀enes qui sont ŕegis
par le hasard. On va d’abord préciser et isoler l’objet de notréetude :

1 Notion d’expérience aĺeatoire

Dans chaque cas, le phénom̀eneétudíe peutêtre conçu comme une ”expérience” dont
le résultat est aléatoire : lorsqu’on reproduit l’exṕerience (dans des conditions préciśees)
le résultat de l’exṕerience varie et semble dépendre du hasard. On dit qu’il s’agit d’une
exṕerience aĺeatoire; on la repŕesentera par la lettreE .

Exemple 1.1 on jette deux d́es de couleurs différentes : le ŕesultat de l’exṕerience est
expriḿe par la donńee des nombres affichés par chacun des dés.

Exemple 1.2 On tire ”au hasard” successivement et sans remise, deux boules d’une
urne contenant 10 boules numérot́ees de 1̀a 10 : le ŕesultat peut̂etre expriḿe par la
succession des deux numéros des boules tirées.

Exemple 1.3 On note la taille d’un individu pris ”au hasard” dans une population
donńee, le nombre consiste en un nombre réel (l’unité de longueur ayant́et́e choisie)

Remarquons que très souvent le hasard résulte, ou bien d’un manque d’informations sur
les conditions exṕerimentales, ou bien de l’impossibilité pratique d’exploiter les données
exṕerimentales pour prévoir le ŕesultat.

Exemple 1.4 jeux de cartes, roulettes, jeu de dés, etc.

Pour étudier un ph́enom̀ene aĺeatoire, il faudra d’abord l’assimiler̀a une exṕerience
aléatoire (qui est presque toujours une notion idéale ou virtuelle) et associer ensuiteà
ce ph́enom̀ene unmod̀ele math́ematique; c’est sur ce mod̀ele qu’on pourra le plus com-
mod́ement raisonner et calculer. Cette modélisation est l’objet des paragraphes suivants.
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12 L’ensemble fondamentalΩ

2 L’ensemble fondamentalΩ

On appelle ensemble fondamental associéàE , tout ensembleΩ dont leśeléments repŕesentent
toutes les issues (ou résultats) possibles deE . Pour chacun des trois exemples mentionnés
préćedemment, on a :

Exemple1.1 Ω = {[a, b]; a, b entiers compris entre 1 et 6}
Exemple1.2 Ω = {[a, b]; a, b entiersdistinctscompris entre 1 et 10}
Exemple1.3 Ω = R+ = [0,+∞[. On pourra en pratique se restreindreà un intervalle

plus petit

Exemple 1.5 (jeu de pile ou face) siE consistèa jouer 2 foisà pile ou face

Ω = {PP, PF, FP, FF}

On a un mod̀ele presque identique pour l’expérienceE suivante : on choisit au hasard
une famille parmi les familles de 2 enfants, et on note le sexe des enfants, celui du plus
jeune, puis celui de l’âıné : Ω = {FF, FG,GF,GG}.
Si on note seulement le sexe des enfants sans se préoccuper de l’ordre des naissances, on
aura un ensembleΩ différentΩ = {FF, FG,GG}

Exemple 1.6 (mod̀ele mend́elien de transmission d’un caractère) on consid̀ere un ĝene
admettant deux allèlesA eta ; E consiste en l’observation du descendant direct de deux
hét́erozygotes ; on prendΩ = {AA,Aa, aa} (ensemble des génotypes possibles).
Si on consid̀ere à la fois deux ĝenes, admettant chacun deux allèlesA, a et B, b, on
prendraΩ = {AABB,AABb,AaBB, . . .} (il y 9 issues possibles).

3 Lesévénements

Consid́erons une propriét́e (ou qualit́e)E li ée au ŕesultat (ouà l’issue) de l’exṕerience
aléatoireE : à chaque mise en œuvre deE , ou bienE est ŕealiśee, ou bienE n’est pas
réaliśee.

Exemple 1.7 Dans l’exemple1.1, on aE=”les deux d́es affichent des nombres pairs” ;
dans l’exemple1.2, on aE=”on a tir é au moins une boule de numéro impair”, etc.

Une telle propríet́e E permet de partager l’ensemble fondamentalΩ en deux parties :
d’une part, l’ensembleAE des pointsω ∈ Ω repŕesentant une issue deE pour laquelleE
a lieu, et d’autre part, la partieAE ⊂ Ω formée des pointsω ∈ Ω assocíesà une issue ne
réalisant pasE.
On obtient ainsi une représentation de la propriét́eE par une partieAE deΩ.
On dit queAE est l’év́enementattach́eà la propríet́eE ; on dit aussi queAE est l’événement
”E est ŕealiśe”. On voit imḿediatement queAE est aussi uńevénement, c’est l’́evénement
”nonE est ŕealiśe”, c’est-̀a-dire ”E n’est pas ŕealiśe”.
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1. PREMIERS ÉL ÉMENTS DE TH ÉORIE DES PROBABILIT ÉS 13

Exemple 1.8 Dans l’exemple1.1, l’ év́enement ”la somme des nombres obtenus est 6”
est l’ensembleA = {(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1)}
Dans l’exemple1.6, consid́erons que le mod̀ele de transmission d’un caractère lié à un
gêne admettant deux allèlesA, a soit une couleur : vert líe àA, ou jaune líe à a et suppo-
sonsA dominant. L’́ev́enement ”le descendant présente le caractère vert” est repŕesent́e
par {AA,Aa}.

Événement certain : c’est l’événement líe à une propríet́e ŕealiśee lorsqu’on effectue
E ; cetévénement est l’ensembleΩ tout entier.

Événement impossible :c’est l’événement associéà une propríet́e qui n’est jamais ŕealiśee ;
cetévénement est la partie vide deE, not́ee∅.

Événement compĺementaire : si A est unévénement, on dit queA est l’événement
compĺementaire deA dansΩ. On retiendra queA est l’événement ”nonA”.

Événementélémentaire : on qualifie ainsi leśevénements líesà E qui ne sont ŕealiśes
que pour une issue deE ; ce sont les parties deΩ réduites̀a un point.

4 Algèbre desévénements

Outre l’oṕeration de complémentation, il existe deux autres opérations importantes sur
l’ensembleA desévénements líesà une exṕerience aĺeatoire donńeeE :

La r éunion : si A et B sont deuxévénements (pourE), l’ événement ”A ou B” est la
partie deΩ réunion des parties deA etB, et on a : ”A ouB”=A ∪B.

L’intersection : l’ événement ”A etB” est la partie deΩ intersection deA etB, et on a :
”A etB”=A ∩B.

Exemple 1.9 sur le jeu de pile ou face (exemple1.5) avec deux lancers : l’év́enement
élémentaire ”PP ” (2 fois pile) est intersection de l’év́enementA=”d’abord pile”= {PP, PF},
avec l’́ev́enementB=”Pile au 2 ème lancer”={PP, FP}.
L’ év́enement ŕeunionA ∪ B est l’év́enement ”au moins une fois pile” ; l’év́enement
compĺementaireA ∪B deA ∪ B est l’év́enement ”jamais pile”, c’est-̀a-dire ”deux fois
face”.

L’ensembleA desévénements est donc naturellement muni des opération de complémentation,
de ŕeunion et d’intersection ; on traduit ce fait en disant queA est une alg̀ebre de parties
deΩ. Uneétude approfondie de la théorie des probabilités ńecessite aussi la considération
de ŕeunion (ou d’intersection) de suitesinfiniesd’événements.
Dans ce cours, on se limitera presque toujoursà des oṕerations portant sur un nombre
fini d’ événements.

Événements incompatibles :on dit que leśevénementsA et B (relatifs à une m̂eme
exṕerience aĺeatoire) sont incompatibles, si ils ne peuventêtre ŕealiśes simultańement,
autrement dit siA ∩B = ∅.
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14 La probabilit é P

Syst̀eme complet d’́evénements : on appelle ainsi toute suiteA1, . . . , An d’événements
deuxà deux incompatibles, telle queA1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An = Ω ; les ensemblesAi,
1 ≤ i ≤ n, forment alors une partition deΩ.

Exemple 1.10E= lancer de deux d́es ; on pose, pouri = 1, 2, . . . , 6, Ai =”le premier
dé affichei”.

Pour achever de décrire le mod̀ele math́ematique associé à l’expérience aĺeatoire, il reste
à introduire la notion de probabilité.

5 La probabilit é P

On admet qu’̀a chaquéev́enementA ∈ A est assocíe un nombreP(A), compris entre 0
et 1 et qui mesure la probabilité de ŕealisation deA.
Intuitivement,P(A) est la fŕequence de réalisation deA au cours d’un tr̀es grand nombre
de mises en œuvre de l’expérience aĺeatoire consid́eŕee.
P est une application, définie surA, (l’algèbre deśevénements attachésàE) et à valeurs
dans l’intervalles[0, 1] :

P : A 7→ [0, 1]

Il est clair qu’on doit avoirP(∅) = 0 etP(Ω) = 1.
Consid́erons maintenant deux́evénementsincompatiblesA etB ; imaginons qu’on ef-
fectue l’exṕerienceE N fois (N très grand) et qu’on notenA etnB le nombre de fois òu
on a observ́eA etB (respectivement) au cours de cesN réalisations deE .
CommeA etB sont incompatibles, il est clair que le nombrenA∪B de ŕealisations de ”A
ouB” est exactementnA∪B = nA + nB. D’où

nA∪B
N

=
nA
N

+
nB
N

autrement dit, la fŕequence de réalisation deA ∪ B est la somme des fréquences de
réalisation deA et deB. Ce raisonnement conduità la propríet́e suivante :
SiA etB sont deux́evénements incompatibles, on a :

P(A ∪B) = P(A) + P(B)

Plus ǵeńeralement, siA1, A2, . . . , An sont deux̀a deux incompatibles :

P(A1 ∪ · · · ∪ An) = P(A1) + · · ·+ P(An)

Conśequences :

1. pour toutévénementA ∈ A :

P(A) = 1− P(A)
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2. siA ∈ A, B ∈ A :

P(A ∪B) + P(A ∩B) = P(A) + P(B)

et en particulier
P(A ∪B) ≤ P(A) + P(B)

On pourráetablir ces relations̀a titre d’exercice.
Soulignons encore un propriét́e ǵeńerale des probabilités : SoientA ∈ A, B ∈ A, si
A ⊂ B, la réalisation deA entrâıne celle deB et on dit queA impliqueB ; comme
P(B) = P(B ∩ A) + P(B ∩ A) (pourquoi ?), on voit que :

siA ⊂ B, alorsP(A) ≤ P(B)

5.1 Notion d’espace de probabilité

On dit que le triplet(Ω,A,P) constitúe par la donńee deΩ, de l’alg̀ebre deśevénements
A et de la probabilit́e P, est un espace de probabilité. C’est le mod̀ele math́ematique
qu’on associèa l’expérience aĺeatoireE .
Dans chaque problème concret, des hypothèses naturelles, ou des faits expérimentaux,
permettent de d́eterminer la probabilit́eP ou du moins celle de certainsévénements qu’on
est conduit̀a consid́erer.
Consid́erons un premier exemple :

6 Le casélémentaire

Supposons l’ensemble fondamentalΩ fini, et supposons que toutes les issues ont la même
probabilit́e (on dit qu’elles sont́equiprobables). Il est alors facile de déterminerP :
Notons|A| le nombre d’́eléments de la partieA de Ω. CommeP(Ω) est la somme des
probabilit́es deśevénementśelémentaires{ω}, (ω parcourantΩ) et comme lesP({ω})
sont par hypoth̀eseśegaux entre eux, on obtient :

∀ω ∈ Ω : P({ω}) =
1

|Ω|

SiA est une partie deΩ, P(A) =
∑

ω∈A P({ω}) ; d’où :

P(A) =
|A|
|Ω|

c’est-̀a-dire le rapport du nombre des issues ”favorables” au nombre de toutes les issues
possibles.
Dans ce cas, le calcul de la probabilité d’un événement peut donĉetre rameńe à un
dénombrement.
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16 Rappel de combinatoire : applications

Exemple 1.11PrenonsE= on joue deux fois avec un dé.

Ω = {[a, b]; a, b entiers, 1 ≤ a, b ≤ 6}

Si le d́e est́equilibré, il est naturel de supposer lesév́enementśelémentaireśequiprobables,
d’où, P({ω}) = 1/36 pour toutω ∈ Ω.
La probabilit́e que la somme des nombres obtenus soit 6 est5/36.

7 Rappel de combinatoire : applications

7.1 Arrangements avec réṕetition

SoientX1, X2, . . . , Xn n ensembles finis etX = X1×X2×· · ·×Xn le produit cart́esien
de ces ensembles :

X = {(x1, x2, . . . , xn);x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xn ∈ Xn}

(Rappel : unn-uple, tel que(x1, x2, . . . , xn) est une suite den éléments ranǵes dans un
certain ordre)
Alors, le cardinal (ou nombre d’éléments) deX est le produit des cardinaux deX1, X2, . . . , Xn :

|X| = |X1| × |X2| × · · · × |Xn|

Exemple 1.12On jette trois d́es (= E).
Alors Ω = {(a, b, c); a, b, c entiers,1 ≤ a, b, c ≤ 6} contient6× 6× 6 = 216 éléments.
La probabilit́e d’obtenir deux 1 et un 3 est3/216.
Remarque : on a mod́elisé l’exṕerience en faisant comme si les trois désétaient distin-
guables ; c’est ce qui permet de supposer toutes les issueséquiprobables.

SoientX un ensemblèa n éléments etp un entier. On appellep-arrangement (avec
réṕetition) d’éléments deX la donńee dep éléments deX, non ńecessairement distincts,
ranǵes dans un certain ordre.
Il revient au m̂eme de se donner unéléments deXp = X ×X × . . .×X︸ ︷︷ ︸

p fois

.

Il y a doncnp p-arrangements (avec réṕetition) d’éléments deX.

7.2 Arrangements

Consid́erons un ensembleX à n éléments etp un entier compris entre 0 etn. Un p-
arrangement d’éléments deX est la donńee dep élémentsdistinctsdeX, ranǵes dans un
certain ordre. Le nombreApn de tels arrangements est donné par la formule :

Apn = n(n− 1) · · · (n− p+ 1)
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Il y a en effetn façons de choisir le 1er élément de l’arrangement, puis, ce choixétant
fait, (n−1) choix de pour le 2̀eme, . . ., et(n−p+1) choix possibles pour lepèmeéléments
de l’arrangement lorsqu’on a choisi lesp− 1 premiers. Ce qui justifie la formule.
En utilisant la notation factorielle (k! = 1 × 2 × . . . × k si k entier etk ≥ 1, et par
convention0! = 1), on peut aussíecrire :

Apn =
n!

(n− p)!

Prenonsp = n : un n-arrangement d’éléments deX est la donńee d’un ordre total sur
X ; on dit aussi que c’est unepermutationdeX. Il y a en toutn! = Ann permutations de
X.

Exemple 1.13E=”on jette 3 dés”. Il y a 3! = 6 manìeres d’obtenir un 1, un 2 et un 5.
La probabilit́e de cet́ev́enement est donc6/216= 1/36.

Exemple 1.14E= ”on tire au hasard et sans remise 3 boules dans une urne contenant
10 boules dont 5 rouges, 3 noires et 2 blanches. Cherchons la probabilité d’obtenir suc-
cessivement une boule rouge, une boule noire et une boule blanche (év́enementRNB).
On prend (en imaginant une numérotation des boules) :

Ω = {(a, b, c); a, b, c entiers 2à 2 distincts,1 ≤ a, b, c ≤ 10}

Ω contientA3
10 = 10×9×8 = 720 éléments qu’il est naturel de supposeréquiprobables.

Le nombre d’issues ”favorables” est5× 3× 2 = 30. D’où P(RNB) = 30/720 = 1/24

7.3 Combinaisons

Une p-combinaisons d’́eléments deX est la donńee d’une partie deX à p éléments
(sans qu’on ait d́efini un ordre de succession de ceséléments). Le nombreCp

n desp-
combinaisons deX (X ayantn éléments) est donné par la formule :

Cp
n =

Apn
p!

=
n!

p!(n− p)!

Chaquep-combinaison donne naissanceà p! p-arrangements, obtenus en choisissant un
ordre de succession sur leséléments de la combinaison.
En particulierCp

n = Cn−p
n , et on v́erifie :Cp+1

n+1 = Cp
n + Cp+1

n

Exemple 1.15Au jeu de Bridge, quelle est la probabilité d’avoir 4 As dans une main de
13 cartes ? (on utilise un jeu de 52 cartes)..
Se donner une main de 13 cartes, c’est se donner une 13-combinaison extraite de l’en-
semble des 52 cartes.
Prenons pourE l’observation des 13 cartes d’un jeu donné, et doncΩ = l’ensemble
des 13-combinaisons pris dans l’ensemble des 52 cartes. Si on admet que toutes les
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issues sont́equiprobables, chaque issue a la probabilité 1/C13
52

; comptons alors les 13-
combinaisons comprenant les 4 As : il y en a autant que de 9 combinaisons parmi 48
cartes, d’òu :

P(4 As) =
C9

48

C13
52

=
(48)!(13)!

(52)!(9)!
=

10× 11× 12× 13

49× 50× 51× 52
≈ 2.64 10−3

Remarque : on aurait pu prendre pourE l’observation des cartes d’un joueur donné
dans l’ordre òu elles ont́et́e distribúees ; alorsΩ est l’ensemble desA13

52 13-arrangements
possibles ; le nombre de ces arrangements contenant les 4 As est :

m = A4
13 × A9

48

Il y a A4
13 dispositions possibles pour les 4 As, et, cette dispositionétant fix́ee, il y aA9

48

arrangements possibles.
Comme les diff́erents 13-arrangements sontéquiprobables, on trouve :

P(4 As) =
A4

13 × A9
48

A13
52

=
10× 11× 12× 13

49× 50× 51× 52

c’est-̀a-dire le m̂eme ŕesultat que pŕećedemment mais par un raisonnement plus difficile.

Les notions deprobabilité conditionnelleet d’indépendancejouent un r̂ole fondamental
dans toute la suite ; elles sont indispensables dans la conduite des calculs dès qu’on sort
du casélémentaire consid́eŕe pŕećedemment. D’ailleurs m̂eme dans ce cas, et dès qu’on
a acquis un peu l’habitude, elles permettent souvent des calculs plus simples et plus sûrs.

8 Probabilit é conditionnelle

8.1 Probabilit́e conditionnelle

Consid́erons une exṕerience aĺeatoireE d’espace de probabilité assocíe (Ω,A,P).

Définition 1.1 SoientA,B ∈ A et supposonsP(A) 6= 0. La probabilit́e conditionnelle
deB, A étant donńeest le nombre :

P(B|A) =
P(A ∩B)

P(A)

On dit aussi queP(B|A) est laprobabilit́e deB sachantA.

Signification : imaginons qu’on effectue l’exṕerienceE et qu’on donnèa un individu
l’information queA aét́e observ́e lors de cette ŕealisation deE ; on ne donne aucune infor-
mation (en dehors de la description deE). Pour cet individu, la probabilité de ŕealisation
deB sera en ǵeńeral différente de ce qu’elléetait avant de savoir queA a ét́e ŕealiśe.

bar-hen.net
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Exemple 1.16On tire 5 cartes parmi 52. Si on sait que la première carte est l’as de trèfle
(év́enementA), la probabilité d’avoir 4 As (́ev́enementB) est intuitivement :

p =
48

C4
51

=
4!48!

51!

Il y a C4
51 combinaisons possibles pour les quatre dernières cartes, et 48 de ces combi-

naisons comportent les 3 As manquants.
D’autre partP(A) = 1/52 etP(A ∩B) = 1/5P(B) = 48

5C5
52

= 5!48!
5×52!

= 4!48!
52!

On v́erifie que :p = P(A∩B)

P(A)

Exemple 1.17On jette un d́e ; si on sait que le nombre obtenu est pair, et en l’absence
de toute autre information, la probabilité d’avoir 2 est intuitivement1/3, celle d’avoir 1
estévidemment 0 ; ce qui est en accord avec la définition pŕećedente deP(B|A).

La formule de la probabilit́e conditionnelle peut se justifier intuitivement. Effectuons
l’expérienceE N fois, (N très grand) ; on noteNA, NA∩B le nombre de fois òu ”A” et
”A etB” ont ét́e effectivement ŕealiśes. La fŕequence de réalisation deB lorsqu’on ne
consid̀ere que les ŕealisation deE (parmi lesN effectúes) qui ont conduit̀aA est :

f =
NA∩B

NA

=
NA∩B

N
× N

NA

D’après la signification de la probabilité d’un événement :NA∩B

N
≈ P(A ∩B) et NA

N
≈

P(A) (dans la mesure oùN est grand).

On voit quef ≈ P(A∩B)

P(A)
= P(B|A)

Par convention, siA,B ∈ A et siP(A) = 0, on convient queP(B|A) = 0
Les formules suivantes (formules des probabilités compośees) découlent imḿediatement
de la d́efinition de la probabilit́e conditionnelle. Elles sont néanmoins tr̀es importantes
dans les calculs (pratiques ou théoriques) :

SiA,B ∈ A P(A ∩B) = P(A)P(B|A)

SiA,B,C ∈ A P(A ∩B ∩ C) = P(A)P(B|A)P(C|A ∩B)

Et plus ǵeńeralement, siA1, . . . , An ∈ A alors :

P(A1 ∩ . . . ∩ An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ∩ A2) . . .P(An|A1 ∩ . . . ∩ An−1)

Exemple 1.18On va calculer des probabilités attach́eesà l’expérience du tirage sans
remise de 3 boules d’une urne ; on suppose que l’urne contient initialement 10 boules
dont 5 rouges, 3 noires et 2 blanches. Calculonsà l’aide des probabilit́es conditionnelles
P(RNB) (voir exemple1.14). On a :

RNB = A1 ∩ A2 ∩ A3
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20 Probabilit é conditionnelle

où A1=”la 1ère boule tiŕee est rouge”,A2 =”la 2 ème boule tiŕee est noire” etA3=” la
3èmeboule tiŕee est blanche”.
ClairementP(A1) = 5/10 = 1/2 (toutes les boules ayant la même probabilit́e d’être d’abord
tir ées) ; de plusP(A2|A1) = 3/9 = 1/3 et P(A3|A1 ∩ A2) = 2/8 = 1/4. D’où d’après la
formule des probabilit́es compośees :

P(RNB) =
5

103
9

2
8

=
1

2× 3× 4
=

1

24

À titre d’exercice on peut calculerP(NRB) etP(NBR). Est-céetonnant de trouver1/24?

8.2 Formule de Bayes

La formule deśevénements complémentaires permet d’écrire que pour toutA ∈ A, on

P(A) + P(A) = 1

Pour tout couple d’́evénementsA,B la formule des probabilités compośees devient donc :

P(A|B) =
P(A)P(B|A)

P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A)

Cette formule s’appelle laformule de Bayes. On parle aussi formule des probabilités des
causes.

Exemple 1.19 (efficacit́e d’un test de d́epistage). On a mis au point un test permettant de
dépister une maladie ; ce test n’étant pas infaillible, on souhaite connaı̂tre la probabilit́e
d’être atteint par la maladie pour un individu présentant un test positif.
On suppose connues :

1. la proportion de la population atteinte par la maladie ;

2. la probabilité pour un sujet malade de présenter un test positif ;

3. la probabilité pour un sujet sain de fournir un test positif.

L’expérience aĺeatoire consiste icìa prendre ”au hasard” un individu (dans la popu-
lation consid́erée) età lui faire subir le test. On noteT,M, S les év́enements ”le test
est positif”, ”l’individu est malade”, ”l’individu est sain”. Le probl̀eme est de trouver
P(M |T ) connaissantP(M), P(T |M), P(T |S). On a :

P(M |T ) =
P(M ∩ T )

P(T )

=
P(M)P(T |M)

P(T ∩M) + P(T ∩ S)

=
P(M)P(T |M)

P(M)P(T |M) + P(S)P(T |S)

Exemple nuḿerique :si P(M) = 1/100, P(T |M) = 0.8, P(T |S) = 0.1, on trouve un
résultant surprenant :P(M |T ) ≈ 0.075. Dans ce cas, le test est d’une efficacité presque
nulle. AvecP(M) = 1/1000, P(T |M) = 0.95, P(T |S) = 0.05, P(M |T ) ≈ 0.013.
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9 Indépendance

9.1 Ind́ependance de deuxév́enements

SiA etB sont deux́evénements (associésà une exṕerience aĺeatoireE), on dit queA et
B sont ind́ependants si :

P(A ∩B) = P(A)P(B)

Il revient au m̂eme de dire queP(B|A) = P(B) : ainsi, savoir queA a ét́e ŕealiśe lors
d’une mise en œuvre particulière deE ne modifie pas la probabilité de ŕealisation deB
(et donc ne nous apprend rien de nouveau sur la probabilité queB ait lieu).
Attentionà ne pas confondreindépendantset incompatibles. SiA etB sont incompatibles
A∩B = ∅ etP(A∩B) = 0 ; A etB ne pourront donĉetre ind́ependants que siP(A) = 0
ouP(B) = 0.

Exemple 1.20On tire une carte au hasard dans un jeu de 52 cartes ; lesév́enements
”Pique” et ”Valet” sont indépendants (̀a vérifier), mais non incompatibles (pourquoi ?).
Lesév́enements ”Pique” et ”Tr̀efle” sont incompatibles mais ils ne sont pas indépendants.

SiA etB sont ind́ependants,A etB, A etB, A etB sontégalement ind́ependants (deux
à deux).
Vérifions le par exemple pourA etB : commeA ∩ B etA ∩ B sont incompatibles, et
comme(A ∩B) ∪ (A ∩B) = A, on a :

P(A ∩B) + P(A ∩B) = P(A)

D’où :

P(A ∩B) = P(A)− P(A ∩B)

= P(A)− P(A)P(B)

= P(A)(1− P(B))

= P(A)P(B)

9.2 Ind́ependance de plusieursév́enements

Consid́erons d’abord le cas de 3́evénementsA,B,C (relatifs à E). On dira qu’ils sont
indépendants (dans leur ensemble) si ils sont indépendants 2̀a 2 et si de plus :

P(A ∩B ∩ C) = P(A)P(B)P(C)

On peut montrer que cette définition signifie que toute information sur la réalisation de
deux d’entre eux au cours d’une mise en œuvre deE ne modifie pas la probabilité de
réalisation du troisìeme.
Calculons par exempleP(A|B ∩ C) = P(A∩B∩C)

P(B∩C)

D’après ce qui pŕec̀ede,B etC sont ind́ependants etP(B ∩ C) = P(B)P(C)
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D’autre part :P(A∩B ∩C) = P(A∩B)− P(A∩B ∩C) carA∩B ∩C etA∩B ∩C
sont incompatibles et leur réunion vautA ∩B.
D’où, P(A ∩B ∩ C) = P(A)P(B)− P(A)P(B)P(C) = P(A)P(B)P(C) et donc finale-
mentP(A|B ∩ C) = P(A)
Si lesévénementsA,B,C sont deux̀a deux ind́ependants, onne peutpasen d́eduire en
géńeral qu’ils sont ind́ependants (dans leur ensemble).

Exemple 1.21PrenonsE=”on jette deux fois un d́e”, A=”on a obtenu 6 au1er jet”,
B=”on a obtenu 6 au2ème jet”, C=”on a obtenu le m̂eme ŕesultat les 2 fois”. Il est
à peu pr̀es intuitif que ces troiśev́enements sont indépendantsdeux à deux. En effet
P(A) = P(B) = P(C) = 1/6 (par dénombrement, en remarquant qu’il y a en tout 36
issueśequiprobables), etA ∩ B = B ∩ C = A ∩ C = ”on a obtenu deux fois 6” ; d’òu
P(A ∩B) = P(B ∩ C) = P(A ∩ C) = 1/36.
Par contreP(A ∩B ∩ C) = P(A ∩B) = 1/36, alors queP(A)P(B)P(C) = 1/63 = 1/216

De manìere ǵeńerale on dit que leśevénementsA1, A2 . . . , An sont ind́ependants dans
leur ensemble si pour chaque choix d’une partie{i1, . . . , ik} de{1, . . . , n} (les ij étant
suppośes distincts), on a :

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik)

On peut montrer que cette définition équivaut̀a dire que pour chaqueJ = {i1, . . . , ik} de
{1, . . . , n} et chaquei 6∈ J , 1 ≤ i ≤ n, on a :

P(Ai|Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik) = P(Ai)

Cette relation donne une signification intuitive de l’indépendance.
Il est important de noter que :
• si lesévénementsA1, A2, . . . , An sont ind́ependants, il en est de même pourA1, A2, . . . , An−1, An.

Plus ǵeńeralement on peut remplacer certains (ou tous)Ai par leur compĺementaireAi
sans perdre la propriét́e d’indépendance ;

• SiA1, A2, . . . , An sont ind́ependants, toute ”sous-suite”(Ai1 , Ai2 , . . . , Aik) {i1, . . . , ik} ∈
{1, . . . , n} est encore une suite d’événements ind́ependants.

Exemple 1.22 (sch́ema de Bernoulli)E consistèa jouer 3 foisà pile ou face ; on suppose
que la probabilit́e d’obtenir pile au cours d’un lancer estp (0 ≤ p ≤ 1), (celle d’obtenir
face est doncq = 1− p) et on suppose que les lancers sont indépendants.
p n’est pas forćement́egalà 1

2
.

On peut repŕesenter le ŕesultat par un mot : ”pile, pile, pile”, ”pile, face, pile”, ”face,
face, pile”, etc. On a, par exemple, :

P(pile, pile, face) = P(pile)P(pile)P(face) = p2q

Ce ŕesultat peut s’́enoncer de manière ǵeńerale : pourn entier fix́e, si on jouen fois à
pile ou face : la probabilit́e d’un év́enement́elémentaireA, (c’est-̀a-dire unév́enement
de la forme ”pile, face,. . .” mot de longueurn formé de pile et de face) estpiqj où i est
le nombre de pile requis parA et j le nombre de faces (i+ j = n).
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10 Exercices

1. Dans une loterie, 400 billets, dont 4 gagnants, sont mis en vente. Si on achète 10
billets, quelle est la probabilité de gagner au moins un lot ?

2. Soit le labyrinthe ci dessous, dans lequel on fait péńetrer des rat. Quelles sont les
probabilit́es, pour un animal de sortir parA,B,C,D,E ouF ?

F

E

D C

B ↑ Entŕee

A

3. Trois chasseurs tirent sur un oiseau. Quelle est la probabilité pour que l’oiseau soit
touch́e, sachant que les probabilités de toucher l’oiseau, pour chaque homme, sont
P(A) = 1/2, P(B) = 2/3, P(C) = 1/4 ?

4. Une population est composée de 40% d’hommes et de 60% de femmes ; 50% des
hommes et 30% des femmes fument. Quelle est la probabilité pour qu’un fumeur,
choisi au hasard soit une femme ?

5. Deux amis se trouvent dans la queueà l’entŕee du restaurant universitaire. Sachant
que la queue comporten personnes aligńes, quelle est la probabilité pour qu’ils
soient śepaŕes par 5 personnes exactement ?

6. Quelle est la probabilité pour que, dans un groupe de 25 personnes, au moins 2
personnes aient leur anniversaire le même jour ?

7. On vous pŕesente un homme. Dans la brève conversation qui suit, vous apprenez
que cet homme a deux enfants dont au moins une fille. Quelle est la probabilité
pour qu’il ait 2 filles ?

8. On consid̀ere des d́esà jouer ŕeguliers. Est-il plus probable d’obtenir au moins une
fois la face 6 en jetant quatre fois un dé ou d’obtenir au moins une fois le double 6
en jetant vingt quatre fois deux dés ?

9. Soit une esp̀ece diplöıde. Un caract̀ere est ǵeŕe par un couple d’allèles ; tout indi-
vidu porte donc donc deux de ces allèles qui sont ici de typeA ou a. On suppose
qu’aux trois ǵenotypes possibles correspondent seulement deux phénotypes :D
pourAA etAa, R pouraa ; de plus, le caractère n’est pas líe au sexe et les accou-
plements ont lieu au hasard.
On d́esigne parui, vi, wi les probabilit́es pour qu’un individu, choisi au hasard
dans la ǵeńerationFi, soit respectivement de génotypeAA, Aa, ouaa. EnF0, on
avait seulement des individus de typeD, avecu0 = 1/3 et v0 = 2/3. on s’int́eresse
maintenant̀a la ǵeńerationF1 :

(a) calculerw1, puisv1, puisu1 ;

(b) si on choisit au hasard un individu de phénotypeD, quelle est la probabilité
pour qu’il soit de ǵenotypeAA?
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10. On a ḿelanǵe, par inadvertance, des graines de deux provenances différentes :A et
B. On a ainsi un ensemble de graines dont1/3 provient deA et 2/3 deB. La moitié
des graines deA et les trois quarts des graines deB sont noires.
On choisit une graine au hasard : elle est noire. Quelle est la probabilité pour qu’elle
provienne deA?

11. Cinq hommes et quatre femmes vont au cinéma. Ils disposent de 9 places alignées.
Ils s’assoient au hasard, mais de manière à ce que chaque femme soit entourée
de deux hommes. Quelle est la probabilité pour que monsieurP soit à ĉoté de
mademoiselleC ?

12. On dispose de quatre jetons :A,B,C,D tels queA etB ont deux faces blanches,
C a une face noire et une face blanche,D a deux faces noires. On tire un jeton au
hasard et on ne voit que l’une de ses faces : elle est blanche. Calculer la probabilité
pour que l’autre face soit blanche.

13. Soit une urne contenant 10 boules rouges, 5 blanches, 3 noires et 2 jaunes.

(a) On tire successivement 4 boules (tirage exhaustif) :
• calculer la probabilit́e d’obtenir dans l’ordre : 1 rouge, 1 noire, 1 blanche,

1 jaune ;
• calculer la probabilit́e d’obtenir seulement 3 boules rouges sur les 4 tirées ;
• calculer la probabilit́e pour que la deuxième boule soit rouge.

(b) On tire successivement 3 boules (tirage non exhaustif) :
• calculer la probabilit́e d’obtenir seulement 2 boules rouges sur les 3 tirées ;
• calculer la probabilit́e d’obtenir au moins 2 boules rouges sur les 3 tirées ;
• calculer la probabilit́e pour que la deuxième boule soit rouge.

14. On admet le mod̀ele suivant :
• La coloration de l’iris, chez l’homme, est géŕee par un couple d’allèles ; elle est

indépendantes du sexe ; la coloration bleue est récessive.
• Madame Dupont n’a pas les yeux bleus, ses parents n’avaient pas les yeux bleus,

mais elle a un fr̀ere qui a les yeux bleus.
• Monsieur Dupont n’a pas les yeux bleus, mais il a eu d’un premier mariage, un

enfant aux yeux bleus.

(a) Monsieur et Madame Dupont vont avoir leur premier enfant. Quelle est la
probabilit́e pour qu’il ait les yeux bleus ?

(b) Monsieur et Madame Dupont ont déjà eu un premier enfant qui n’a pas les
yeux bleus, quelle est la probabilité pour que cet enfant puisse transmettre la
coloration bleue ?

(c) si Monsieur et Madame Dupont ont déjà eu un premier enfant aux yeux bleus,
quelle est la probabilité pour que leur deuxième enfant ait les yeux bleus ?

15. On consid̀ere deux locus homologues d’une plante diploı̈de et on admet que les
gènes correspondants ont deux allèlesA eta.
Partant d’une plante hét́erozygote (̀a la ǵeńeration 0) on constitue par autofécondation
des ǵeńerations successives.
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On d́esigne parxn, yn et zn les probabilit́e des ǵenotypesAA, Aa et aa à lanème

géńeration (x0 = z0 = 0, y0 = 1).

(a) Calculerxn, yn et zn en fonction dexn−1, yn−1 et zn−1 ;

(b) en d́eduirex1, y1, z1, puisx2, y2, z2, puisx3, y3, z3 ;

(c) calculerxn, yn, zn ;

(d) soit pn la probabilit́e pour qu’une plante de lanème géńeration soit homozy-
gote. Quels sont les nombresn1 et n2 de ǵeńerations successives pour que
pn1 ≥ 0.95 etpn2 ≥ 0.999 ?

16. Dix couples sont ŕeunis dans une soirée. On admet que, pour danser, chaque homme
choisit une femme au hasard.
• Quelle est la probabilité pour que chacun des 10 hommes danse avec sonépouse ?
• Quelle est la probabilité pour que monsieur Dupond danse avec sonépouse ?
• Quelle est la probabilité pour que monsieur Dupond et monsieur Durand dansent

avec leuŕepouse ?
• Quelle est la probabilité pour que monsieur Dupond ou monsieur Durand dansent

avec sońepouse ?

17. Dans une population donnée, un individu peut̂etre atteint d’une affectionA avec la
probabilit́epA = 1/100et d’une affectionB, indépendante deA, avec une probabilité
pB = 1/20. Quelle est la probabilité pour qu’un individu choisi au hasard soit atteint
d’au moins une des deux maladies ?

18. On appelle ”duŕee de vie” d’un composant́electronique le temps pendant lequel
ce composant mis sous tension, fonctionne correctement. Un critère d́efinissant la
qualit́e d’une fabrication donńee est : la probabilité pour que la durée de vie d’un
composant soit au moinségalèa 10000 heures est de 80%. On admet que les pannes
de composants différents sont deśevénements ind́ependants.

(a) Avec 3 composants, on réalise un premier montage. Il suffit que l’un des
composants soit d́efectueux pour que le système ŕealiśe ne remplisse plus
sa fonction (montage ”série”). Calculer la probabilit́e pour que le système
fonctionne correctement au moins 10 000 heures.

(b) Avec 3 composants, on réalise un deuxième montage. Dans ce cas, pour que
le syst̀eme ne remplisse plus sa fonction, il faut que les trois composants
soient d́efectueux (montage ”parallèle”).
• calculer la probabilit́e pour que le système fonctionne au moins 10 000

heures ;
• le syst̀eme ayant́et́e laisśe sous tension pendant 10 000 heures, on vient

vérifier son fonctionnement : il est correct ; quelle est la probabilité de
trouver au moins un composant défectueux ?
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11 Solutions

1. On consid̀ere l’exṕerience aĺeatoire qui consistèa choisir successivement 4 numéros
parmi 400 pour d́esigner les gagnants (schéma de tirage exhaustif).
Soit un individu qui poss̀ede 10 billets. On noteAi (i = 1, . . . , 4) l’ événement : ”le
ièmenuméro tiŕe n’est pas sur l’un des 10 billets.
SoitE l’ événement : ”l’individu gagne au moins un lot”.E est donc l’́evénement :
”l’individu ne gagne aucun lot”.
On aP(E) = 1− P(E) (événements contraires).
E = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4. D’où :

P(E) = P(A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4)

LesévénementsA1, A2, A3, A4 ne sont pas ind́ependants (tirage exhaustif). Donc :

P(E) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A2 ∩ A1)P(A4|A3 ∩ A2 ∩ A1)

=
390

400

389

399

388

398

387

397
≈ 90.33%

D’où P(E) ≈ 9.67%

2. L’expérience consistèa faire entrer un rat dans le labyrinthe età observer la sortie
choisie. Si on admet que le rat,à chaque embranchement choisit indifféremment
l’une des deux voies qui s’offrent̀a lui : G (pour gauche) etG (pour droite),
on aura,à chaque embranchement :P(G) = P(G) (absence de latéralisation et
indépendance des choix successifs).
Dans cette hypoth̀ese, on a :

P(A) = P(G) =
1

2

P(B) = P(G ∩ C) = P(G)P(G) =
1

4

P(C) = P(G ∩G ∩G) =
1

8

P(D) = P(G ∩G ∩G ∩G) =
1

16

P(E) = P(G ∩G ∩G ∩G ∩G) =
1

32

P(F ) = P(G ∩G ∩G ∩G ∩G) =
1

32

On peut v́erifier que leśevénementsA,B,C,D,E, F forment, mutuellement in-
compatibles, forment un système complet :

P(A) + P(B) + P(C) + P(D) + P(E) + P(F ) = 1
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3. L’expérience est : les chasseursA,B,C tirent. On noteE l’ événement ”l’oiseau
est touch́e” etE l’ événement ”l’oiseau n’est pas touché”.
On a :P(E) = 1− P(E) (événements contraires).
SoitA l’ événement ”l’oiseau n’est pas touché parA”.
On a de m̂emeP(A) = 1− P(A) = 1− 1

2
= 1

2
.

Avec les m̂emes notations, on áegalementP(B) = 1 − P(B) = 1
3

et P(C) =
1− P(C) = 3

4
.

On peut alorśecrireE = A∩B ∩C et doncP(E) = P(A)P(B)P(C) = 1
2

1
3

3
4

= 1
8
,

en supposant leśevénementsA,B,C indépendants. On en déduit donc que

P(E) =
7

8

4. L’expérience est le choix d’un individu, au hasard dans la population. On note :

H l’ événement : l’individu choisi est un homme
F l’ événement : l’individu choisi est une femme
T l’ événement : l’individu choisi fume

On veut calculer la probabilité conditionnelleP(F |T ).

Par d́efinitionP(F |T ) = P(F∩T )

P(T )

• P(F ∩ T ) = P(F )P(T |F ) = 0.6× 0.3 = 0.18
• T = (H ∩ T ) ∪ (F ∩ T ) et doncP(T ) = P(H ∩ T ) + P(F ∩ T ) puisque les

événements sont incompatibles.
• P(T ) = P(H)P(T |H)+P(F )P(T |F ) = 0.4×0.5+0.6×0.3 = 0.2+0.18 = 0.38
Et donc finalementP(F |T ) = 0.18

0.38
≈ 47.37%

5. n étudiants s’alignent̀a l’entŕee du restaurant. SoitE l’ événement ”les deux amis
sont śepaŕes parr personnes”. Pour que l’événement soit possible, il fautn ≥ r+2.
Si on ne tient pas compte de l’ordre relatif des deux amis, il y a, a priori,C2

n =
n(n−1)

2
couples de places possibles pour eux, touséquiprobables, donc chacun de

probabilit́e 2
n(n−1)

.
L’intervalle fermé d́elimité par les deux amis comprendr + 2 places. Il y autant
de couples ŕealisantE que de manìeres de choisir la place la plus près de l’entŕee,
c’est-̀a-dire :

n− (r + 2) + 1 = n− r − 1

Les différenteśeventualit́es ŕealisantE étant mutuellement incompatibles, on a :

P(E) =
2(n− r − 1)

n(n− 1)

6. En ce qui concerne les jours de naissance, le groupe est considéŕe comme choisi
au hasard dans une population. L’année comprend 365 jours et forme un ensemble
A de 365éléments ; on suppose a priori, hypothèse discutable, que chaque jour est
également probable comme jour d’anniversaire d’un personne choisie au hasard.
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L’ événementF : 2 personnes du groupe, au moins, ont leur anniversaire le même
jour”, a pourévénement contraireF : ”toutes les personnes du groupe ont des jours
d’anniversaire diff́erents”.
On choisit successivement les 25 personnes. On note :
• Ak le jour d’anniversaire de lakèmepersonne,k ∈ {1, 2, . . . , 25} ;
• Bk l’ensemble{A1, A2, . . . , Ak} etBk le compĺementaire deBk dansA ;
• Ek l’ événement ”lesk premìeres personnes ont des anniversaires différents”.
On note qu’alorsBk contientk éléments etBk contient(365 − k) éléments. On a
successivement :

P(E2) = P(A2 6= A1)P(A2 ∈ B1) =
364

365

(
1− 1

365

)

P(Ek+1 = P(Ek ∩ Ak+1 ∈ Bk) = P(Ek)P(Ak+1 ∈ Bk|Ek) = P(Ek)

(
1− k

365

)
D’où par ŕecurrence :

P(F ) = P(E25) =

(
1− 1

365

)(
1− 2

365

)
. . .

(
1− 24

365

)
ce que l’on peut́ecrire :

P(F ) =
364

365

363

365
. . .

341

365
=

365!

340!

1

36525

Et donc

P(F ) = 1− 365!

340!

1

36525

Calcul nuḿerique :P(F ) ≈ 1− 0.4313 = 56.87%

7. On rencontre au par hasard un homme qui a deux enfants. En supposant qu’à
chaque naissance la probabilité d’avoir un garçonG, égaleà celle d’avoir une fille
F est de1/2, quatreéventualit́es sont̀a envisager :G∩G,G∩F , F ∩G, F ∩F . On
en d́eduit :

P(F ∩ F |G ∩G) =
P((F ∩ F ) ∩ (G ∩G))

P(G ∩G)
=

P(F ∩ F )

1− P(G ∩ C)
=

1/4
1− 1/4

=
1

3

8. On consid̀ere d’abord l’́evénement le jet de 1 dé. On d́esigńe par 6 l’́evénement ”la
face est six”. et par6 l’ événement contraire : ” la face n’est pas six”. On aP(6) = 1

6

etP(6) = 5
6
.

Pour quatre jets de 1 dé, on a :

P(au moins un6) = 1− P(pas de 6 en 4 jets) = 1− P(6 ∩ 6 ∩ 6 ∩ 6)

et à cause de l’ind́ependance deśevénements successifs !

P(au moins un 6) = 1−
(

5

4

)6

≈ 51.77%
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Pour un jet de deux d́es, on aP(double 6) = P(6 ∩ 6) = 1
36

D’où P(double 6) =
1− 1

36
= 35

36

Pour vingt quatre jets de 2 dés, on obtient, en raisonnant comme dans le cas
préćedent :

P(au moins un double 6)1− P(double 6) = 1−
(

35

36

)24

≈ 49.14%

N.B. : le chevalier de Ḿeŕe pour qui les deux́eventualit́esétaient́egales, ne voulait
pas admettre la solution de Pascal.

9. Il faut d’abord d́enombrer les croisements possibles dans la géńerationF0 et calcu-
ler leur probabilit́e :
Croisement I : (H(AA) ∩ F (AA))

P(I) = P(H(AA))P(F (AA)) = u2
0 =

1

9

Croisement II :((H(AA) ∩ F (Aa)) ∪ (H(Aa) ∩ F (AA))

P(II) = P(H(AA))P(F (Aa)) + P(H(Aa))P(F (AA)) = 2u0v0 =
4

9

Croisement III :(H(Aa) ∩ F (Aa))

P(III) = P(H(Aa))P(F (Aa)) = v2
0 =

4

9

Les troiséventualit́es forment un système complet d’́evénements.
Il faut ensuite, pour chaque croisement, calculer la probabilité pour qu’un descen-
dant est un ǵenotype donńe. Il est facile de trouver :

P(AA|I) = 1 ; P(Aa|I) = 0 ; P(aa|I) = 0

P(AA|II) =
1

2
; P(Aa|II) =

1

2
; P(aa|II) = 0

P(AA|III) =
1

4
; P(Aa|III) =

1

2
; P(aa|III) =

1

4
On a alors, en appliquant l’axiome des probabilités totales et la relation des proba-
bilit és compośes :

w1 = P(aa) = P(III ∩ aa) = P(III)P(aa|III) =
4

9

1

4
=

1

9
v1 = P(Aa) = P(II ∩ Aa) + P(III ∩ Aa) = P(II)P(Aa|II) + P(III)P(Aa|III)

=
4

9

1

2
+

4

9

1

2
=

4

9

u1 = P(AA) = P(I ∩ AA) + P(II ∩ AA) + P(III ∩ AA) =
1

9
+

4

9× 2
+

4

9× 4
=

4

9

On vérifie que les 3́eventualit́es forment un système complet.
Enfin, on a :

P(AA|D) =
P(AA ∩D)

P(D)
=

P(AA)

1− w1

=
1

2
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10. L’expérience consistèa choisir une graine au hasard dans le mélange. On

P(A|N) =
P(A ∩N)

P(N)
=

1/6
4/6

=
1

4

En effet :

P(A ∩N) = P(A)P(N |A) =
1

3

1

2
=

1

6

P(B ∩N) = P(B)P(N |B) =
2

3

3

4
=

1

2

P(N) = = P(A ∩N) + P(B ∩N) =
4

6

11. Réponse :2
5

12. Réponse : L’exṕerience consistèa choisir un jeton et̀a le poser sur une table ; on
ne voit ainsi qu’une face, la deuxième est cach́ee. On a :

P(B2|B1) =
P(B2 ∩B1)

P(B1)
=

P(A ∪B
B1

=
4/8
5/8

=
4

5

En effetP(A ∪B) = P(A) + P(B) = 1
2

(événement incompatibles et
P(B1) = P(A∪B∪(C∪B1)) = P(A)+P(B)+P(C)+P(B1|C) = 1

4
+ 1

4
+ 1

4
× 1

2
= 5

8

13. (a) 5/1938; 80/323; 1/2

(b) 3/8 ; 1/2 ; 1/2

14. On notea l’all èle correspondant̀a la coloration bleue etA l’all èle correspondant
à la coloration non bleue ;A dominea. On aura besoin d’envisager deux types de
croisement

Croisement de type I H(Aa)× F (Aa)
On a 4événementśequiprobables pour le descendant :AA,Aa, aA, aa ;

Croisement de type II H(Aa)× F (AA)
On a 4événementśequiprobables pour le descendant :AA,Aa, aA,AA

Le génotype de Monsieur Dupont est certainementAa, puisqu’il n’a pas les yeux
bleus mais qu’il peut transmettrea. Pour le ǵenotype de Madame Dupont, qui n’a
pas les yeux bleus, on a le choix entre deuxéventualit́es :AA ouAa ; comme elle
est issue d’un croisement de type I et qu’elle n’a pas les yeux bleus, on en déduit,
pour le croisement des Dupont :

P(II) = P(F (AA)|F (non aa))
P(F (AA ∩ F (nonaa)

P(F (nonaa))
=

P(F (AA))

P(F (nonaa))
=

1/4
3/4

= 1/3

P(I) = P(F (Aa)|F (non aa))
P(F (Aa ∩ F (nonaa)

P(F (nonaa))
=

P(F (Aa))

P(F (nonaa))
=

2/4
3/4

= 2/3

En effet siE1 ⊂ E2 ⇒ E1 ∩ E2 = E1
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1. PREMIERS ÉL ÉMENTS DE TH ÉORIE DES PROBABILIT ÉS 31

En ce qui concerne l’enfant des Dupont, on peut enfinécrire :

P(AA|I) =
1

4
; P(Aa|I) =

1

2
; P(aa|I) =

1

4

P(AA|II) =
1

2
; P(Aa|II) =

1

2
; P(aa|II) = 0

(a) L’expérience consistèa observer la couleur des yeux du premier enfant. On
a : (yeux bleus)=(enfantaa)=(I∩ enfantaa)∪(II∩ enfantaa) ; d’où, en ap-
pliquant l’axiome des probabilités totales et la relation des probabilités com-
pośees :

P(enfantaa) = P(I)P(enfantaa|I)+P(II)P(enfantaa|II) =
2

3

1

4
+

1

3
0 =

1

6

(b) Il s’agit de la m̂eme exṕerience. On a

P(enfantAa|enfant nonaa) =
P(enfantAa)

P(enfant nonaa)
=

3/6
5/6

=
3

5

(c) L’incertitude de Madame Dupont est levée. On est certain d’être dans le cas
I. D’où

P(2eaa|1eaa) = P(2eaa|I) =
1

4

15. (a) On d́esigne parEn le génotype d’une plante choisie au hasard dans laème

géńeration et parEn−1 son ascendant imḿediat. Comme on passe d’une
géńerationà l’autre par autof́econdation, on a :

P(En(AA)|En−1(AA)) = 1 ; P(En(AA)|En−1(Aa)) =
1

4
; P(En(AA)|En−1(aa)) = 0

P(En(Aa)|En−1(AA)) = 0 ; P(En(Aa)|En−1(Aa)) =
1

2
; P(En(Aa)|En−1(aa)) = 0

P(En(aa)|En−1(AA)) = 0 ; P(En(aa)|En−1(Aa)) =
1

4
; P(En(aa)|En−1(aa)) = 1

On peut alorśecrire :

P(En(AA)) = P((En−1(AA)∩En(AA))∪(En−1(Aa)∩En(AA))∪(En−1(aa)∩En(AA)))

En appliquant successivement l’axiome des probabilités totales et la relation
des probabilit́es compośees, on obtient :

xn = P(En−1(AA))P(En(AA)|En−1(AA)) + P(En−1(Aa))P(En(AA)|En−1(Aa))

+P(En−1(aa))P(En(AA)|En−1(aa))))

En raisonnant de m̂eme pouryn et zn, on obtient :

xn = 1xn−1 +
1

4
yn−1 + 0zn−1

yn = 0xn−1 +
1

2
yn−1 + 0zn−1

zn = 0xn−1 +
1

4
yn−1 + 1zn−1
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(b) On part dex0 = z0 = 0, y0 = 0 En utilisant les ŕesultat pŕećedent, on
obtient :

x1 = z1 =
1

4
, y1 =

1

2

x2 = z2 =
1

4
+

1

8
=

1

4

(
1 +

1

2

)
, y2 =

1

22

x3 = z3 =
1

4
+

1

8
+

1

16
=

1

4

(
1 +

1

2
+

1

4

)
, y2 =

1

23

(c) On supposexn−1 = zn−1 = 1
4

(
1 + 1

2
+ . . .+ 1

2n−2

)
, yn−1 = 1

2n−1 .
On d́eduit de la question préćedente :xn = zn = 1

4

(
1 + 1

2
+ . . .+ 1

2n−1

)
,

yn = 1
2n . Par ŕecurrence,̀a partir den = 2, ceségalit́es sont bien v́erifiées.

On reconnâıt, entre parenth̀eses, la somme desn premiers termes d’une suite
géoḿetrique, de terme 1 et de raison1/2.

1

4

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

2n−1

)
=

1

4

1− 1
2n

1− 1
2

=
1

2

(
1− 1

2n

)
Finalement

xn = zn =
1

2

(
1− 1

2n

)
, yn =

1

2n

(d)

Pn1 = xn1 + zn1 = 1− 1

2n1
; Pn1 ≥ 0.95 ⇒ 1

2n1
≤ 0.05 ⇒ n1 ≥ 5

Pn2 = xn2 + zn2 = 1− 1

2n2
; Pn2 ≥ 0.999 ⇒ 1

2n2
≤ 0.05 ⇒ n2 ≥ 10

On remarque quexn+yn+zn = 1, ce qui est normal puisque lesévénements
AA, Aa etaa forment un syst̀eme complet.

16. Réponse :1/10! ; 1/10 ; 1/90 ; 17/90

17. L’expérience consistèa choisir un individu au hasard dans la population. On a :

P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B)

= P(A) + P(B)− P(A)P(B)

ou encoreP(A ∪B) = 1− P(A ∩B) = 1− P(A)P(B).
Réponse : 5.95%

18. Montage śerie :
P(E) = (0.8)3 = 0.512

Montage parall̀ele :
P(E) = 1− (0.2)3 = 0.992

P(F |E) =
3(0.2)(0.8)2 + 3(0.2)2(0.8)

0.992
≈ 0.484
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Chapitre 2

Variables aléatoires discr̀etes

1 Variable aléatoire à valeurs dansR
Définition 2.1 Soit un espace de probabilité{Ω,A,P} assocíeà une exṕerience aĺeatoire
E . On appelle variable variable aléatoireà valeurs dansR une applicationX, deΩ dans
R, posśedant la propríet́e :

Pour tout intervalleI ⊂ R, {ω|X(ω) ∈ I} ∈ A (2.1)

Cette d́efinition comporte trois points :

1. Tout d’abord une variable aléatoire permet d’associerà toutévénement́elémentaireω
un nombre ŕeelX(ω) ; ceci permet de ”traduire” une observation par un nombre
réel. L’ensembleX(Ω) s’appelle l’ensemble des observables

2. La propríet́e 2.1 signifie que{ω|X(ω) ∈ I} fait partie de la tribuA. On d́esigne
par ”X ∈ I” cet événement que l’on exprime en langage courant par ”la variable
aléatoireX prend une valeur dans l’intervalleI”.
On sera ameńe, par la suite,̀a distinguer les types d’intervalle :
• si I = [a, b[, ”X ∈ I”=” a ≤ X < b” ;
• si I = [a, b], ”X ∈ I”=” a ≤ X ≤ b” ;
• si I = [a], ”X ∈ I”=”X = a”, etc.
Néanmoins, ce qui est essentiel c’est que l’introduction d’une variable aléatoire
permet̀a tout intervalle,́eventuellement réduità un point, de représenter uńevénement.

3. Puisque l’́epreuve{Ω,A} est probabiliśe, on a :

P({ω|X(ω) ∈ I}) = P(X ∈ I)

La définition d’une variable aléatoire permet d’attribuer une probabilité à tout in-
tervalleI identifié à l’événement dont il est l’image.

1.1 Loi de probabilit́e

La loi de probabilit́e d’une variable aléatoireX, on dit aussi la distribution deX, est le
mode de ŕepartition de la probabilité deΩ sur l’ensemble des observables.
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34 Variable aléatoire à valeurs dansR

Il en résulte que connaı̂tre la loi de probabilit́e deX, c’est être capable d’attribuer une
probabilit́e à toutévénement ”X ∈ I”.

1.2 Fonction de ŕepartition

Si on consid̀ere, en particulier, l’intervalle] −∞, t[, qui d́efinit l’ événement(X < t) =
{ω|X(ω) < t}, la d́efinition de la variable aléatoireX implique qu’̀a tout ŕeel t on peut
associer la valeurP(X < t) ; il existe donc une fonctionFX , définie surR et telle que
FX(t) = P(X < t) :

Définition 2.2 Étant donńee une variable aléatoireX, à valeurs dansR, on appelle
fonction de ŕepartition la fonction :

FX :

{
R → [0, 1]
t 7→ FX(t) = P(X < t)

1.3 Propríet́es de la fonction de répartition

1. La fonction de ŕepartition d’une variable aléatoireà valeurs dansR est une fonction
croissante au sens large.
En effet, siA = (X < a) et B = (X < b), a < b ⇒ A ⊂ B. On en d́eduit
P(A) ≤ P(B) (voir chapitre1) c’est-̀a-direFX(a) ≤ FX(b)

2. limt→+∞ FX(t) = 1−, limt→−∞ FX(t) = 0+

En effet

lim
t→+∞

FX(t) = lim
t→+∞

P(X < t) = P(X ∈ R) = P(Ω) = 1−

par valeurs inf́erieures puisqu’une probabilité est un nombre inférieur ouégalà 1.

lim
t→−∞

FX(t) = lim
t→−∞

P(X < t) = P(∅) = 0

par valeurs suṕerieures puisqu’une probabilité est un nombre supérieur ouégalà 0

3. Si a < b, FX(b)− FX(a) = P(a ≤ X < b).
En effet si siA = (X < a) etB = (X < b), a < b⇒ A ⊂ B.
A ∈ A etB ∈ A⇒ B ∩ A ∈ A etB ∩ A ∈ A.
On peutécrireB = (B ∩ A) ∪ (B ∩ A).
D’où :

P(B) = P(B ∩ A) + P(B ∩ A) événements incompatibles

= P(A) + P(B ∩ A) (A ⊂ B ⇒ B ∩ A = A)

On en d́eduitP(B ∩ A) = P(B)− P(A).
Or (B ∩ A) = (X < b ∩X < a) = (X < b ∩X ≥ a) = (a ≤ X < b)

Finalement :P(a ≤ X < b) = P(X < b)− P(X < a) = FX(b)− FX(a).
La fonction de ŕepartition d’une variable aléatoireX permet de calculerP(X ∈ I)
pour tout intervalleI, fermé à droite, ouvert̀a gauche.
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2. VARIABLES AL ÉATOIRES DISCR ÈTES 35

4. La fonction de ŕepartition d’une variable aléatoireà valeurs dansR est continuèa
gauche en tout point.
Il r ésulte de la propriét́e3 que pour toutt et pour toutε positif, on a :

P(t− ε ≤ X < t) = FX(t)− FX(t− ε)

⇒ lim
ε→0+

P(t− ε ≤ X < t) = FX(t)− lim
ε→0+

FX(t− ε)

Si on admetlimε→0+ P(t− ε ≤ X < t) = P(∅) = 0, alors

lim
ε→0+

FX(t− ε) = FX(t)

1.4 Fonction de ŕepartition et loi de probabilit́e

Comme on va le montrer par la suite, la loi de probabilité d’une variable aléatoire,à va-
leurs dansR, est parfaitement d́efinie par sa fonction de répartition, le calcul deP(X = t)
en tout pointt combińe avec la propríet́e 3 permettra en effet d’ouvrir ou de fermer les
intervallesà volont́e. La fonction de ŕepartition, concept commuǹa toutes les variables
aléatoires, va jouer un rôle essentiel ; il convient donc d’en connaı̂tre parfaitement la
définition et les propríet́es.
C’est à partir de la fonction de répartition que l’on va diff́erencier diff́erents types de
distribution ; pour chaque type on montrera qu’il existe une autre manière de d́efinir la
loi de probabilit́e.

2 Variables aĺeatoires discr̀etes

2.1 Fonction de ŕepartition en escalier

Un premier type de distribution est caractériśe par un fonction de répartitionFX dite ”en
escalier” ; le graphe deFX présente une suite croissante (finie ou non) de discontinuités :
{x1, x2, . . . , xn, . . .} et est constitúe de paliers successifs d’ordonnées croissantes compte
tenu des propriét́es deFX .

-

6

.

xi xi+1 xn
x

XX(t)
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36 Variables aléatoires discr̀etes

En chaque pointxi de discontinuit́e,FX est continuèa gauche (limε→0+ FX(xi − ε) =
li = FX(xi)) et admet un limitèa droite (limε→0+ FX(xi+ε) = li+1 = FX(xi+1)). Partout
ailleurs,FX est continue.
Si on prend un pointt et un pointt + ε (ε > 0) situés dans l’intervalle]xi, xi+1[, on a,
puisque les points correspondants du graphe sont sur le même palier :

FX(t+ ε)− FX(t) = li+1 − li = 0 = P(t ≤ X < t+ ε)

On en d́eduit
P(X = t) = lim

ε→0+
P(t ≤ X < t+ ε) = 0

Toute valeur ŕeelle distincte d’un point de discontinuité et tout intervalle ne comportant
pas de point de discontinuité sont affect́es d’une probabilit́e nulle.
Par contre, pour tout pointxi de discontinuit́e, on peut́ecrire, si0 < ε < xi+1 − xi :

FX(xi + ε)− FX(xi) = li+1 − li = P(xi ≤ X < +ε)

On en d́eduit
P(X = xi) = lim

ε→0+
P(xi ≤ X < xi + ε) = li+1 − li

La conclusion de cette analyse est que l’ensemble dénombrable{x1, x2, . . . , xn, . . .} re-
groupe les valeurs de probabilité non nulle et que la probabilité deΩ est ŕepartie uni-
quement sur ces points. L’ensemble{x1, x2, . . . , xn, . . .} est donc l’ensemble des obser-
vables deX et la probabilit́e attribúeeà chacun de ces points est la hauteur de la marche
correspondante.
Réciproquement, si on connaı̂t l’ensemble des observables{x1, x2, . . . , xn, . . .} et les
probabilit́es attribúees̀a chacune d’elles, il est facile de retrouver la fonction de répartition
et de d́eterminer la probabilit́e attribúeeà tout intervalle :
• Si a ∈]xi, xi+1], (X < a) = (X = x1) ∪ (X = x2) ∪ · · · ∪ (X = xi). On en d́eduit,

lesévénementśetant incompatibles :

FX(a) = P(X < a) = P(X = x1)+P(X = x2)+ · · ·+P(X = xi) =
i∑

k=1

P(X = xk)

• Si a ∈]xi, xi+1] et b = xi+3, (a ≤ X ≤ b) = (X = xi+1)∪ (X = xi+2)∪ (X = xi+3).
On en d́eduit, lesévénementśetant incompatibles :

P(a ≤ X ≤ b) = P(X = xi+1) + P(X = xi+2) + P(X = xi+3)

Définition 2.3 Une variable aĺeatoireX, à valeurs dansR, dont la fonction de ŕepartition
FX est en escalier, est dite variable aléatoirediscr̀ete. Les valeurs observables deX, qui
correspondent aux discontinuités deFX forment un ensemble dénombrable{x1, x2, . . . , xn, . . .}.
La loi de probabilit́e deX est d́efinie par la loi de correspondance :

P :

{
{x1, x2, . . . , xn, . . .} → [0, 1]
xi 7→ P(X = xi) = pi
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2. VARIABLES AL ÉATOIRES DISCR ÈTES 37

Dans la pratique, c’est par la loiP que l’on d́efinit la loi de probabilit́e d’une variable
aléatoire discr̀ete. Il est clair que les probabilités pi vérifient la relation

∑
i pi = 1,

puisque l’ensemble desévénements(X = xi) forme une partition deΩ

Exemple 2.1 La fonction de ŕepartition d’une variable aĺeatoire est d́efinie par :

F :


t 7→ 0 , si t ≤ 1
t 7→ 2

6
, si 1 < t ≤ 2

t 7→ 5
6
, si 2 < t ≤ 4

t 7→ 1 , si t > 4

On en d́eduit la loi de probabilit́e de cette variable, d́efinie par :

valeurs observablesxi 1 2 4
probabilités pi 2/6 3/6 1/6

Exemple 2.2 On tire une carte d’un jeu de 32 cartes. SoitX la variable aĺeatoire qui
associèa la carte tiŕee une valeur nuḿerique suivant la r̀egle du jeu de bridge : 4 pour
un as, 3 pour un roi, 2 pour une dame, 1 pour un valet et 0 pour une autre carte.
La loi de probabilit́e deX est d́efinie par :

valeurs observablesxi 0 1 2 3 4
probabilités pi

16
32

4
32

4
32

4
32

4
32

ou par la fonction de ŕepartitionFX :

t t ≤ 0 0 < t ≤ 1 1 < t ≤ 2 2 < t ≤ 3 3 < t ≤ 4 t > 4
FX(t) 0 4/8 5/8 6/8 7/8 1

2.2 Repŕesentation graphique : l’histogramme

Consid́erons un ensemble den donńees :

(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn) = (xi|1 ≤ i ≤ n)

Le jeu de donńees peut constituer uńechantillon issu de l’observation d’une distribution
aléatoire ou bien un répertoire exhaustif den valeurs enregistrées lors d’une oṕeration de
compilation.
Parrall̀element, soit une partition enm intervalles deI, un intervalle deR contenant
l’ensemble du jeu de données :

(I1 = [b1, b2[, . . . , Ij = [bj, bj+1], . . . , Im = [bm, bm+1]) = (Ij|1 ≤ j ≤ m)

I1, . . . , Im étant une partition, nous avons :⋃
j

Ij = I et∀(j, k)Ij ∩ Ik = ∅

On parle de la classej pour d́esigner les valeurs de(xi|1 ≤ . . . ≤ n) appartenant̀a Ij.
La classej est caract́eriśee par :
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38 Paramètres descriptifs d’une distribution discrète

• son amplitudeaj = bj+1 − bj ;
• nj, le nombre d’observationsxi appartenant̀a la classej. On parle aussi de fréquence

absolue.
∑

j nj = n ;
• fj =

nj

n
, la fréquence relative.

∑
j fj = 1.

L’histogramme est une représentation dans un diagramme cartésien qui associe les fréquences
fj aux classesj. De manìere pratique, l’histogramme est obtenu en juxtaposant des rec-
tangles dont la base estégaleà l’amplitude de la classe et dont la surface estégaleà la
fréquence de la classe.
Si l’amplitude de toutes les classes estégale, la hauteur des rectangles correspondà la
fréquence de chacune des classes et la largeur des rectangles correspondà l’amplitude
des classes.
Dans le cas de classes d’amplitudes différentes, la hauteur des rectangles vautfi

ai
. Cette

correction s’explique par la volonté de proposer une représentation en rapport avec l’in-
terpŕetation visuelle, laquelle est sensibleà la surfacesj du rectangle :sj =

fj

aj
aj et donc∑

j sj = 1.
Il existe donc autant d’histogrammes que de partitions deI. Ainsi le choix de la partition
conduità une repŕesentation plus ou moins informative.

3 Paramètres descriptifs d’une distribution discrète

SoitX une variable aĺeatoire discr̀ete dont la loi de probabilité est d́efinie par

P :

{
{x1, x2, . . . , xn, . . .} → [0, 1]
xi 7→ P(X = xi) = pi

Dans le cadre de ce cours, nous utiliserons les paramètres descriptifs qui suivent ; l’exposé
n’est pas exhaustif.

Mode

On appelle mode de la variableX, ou de la distribution deX, une valeurx pour laquelle
P(X = x) présente un maximum.
Les distributions discr̀etes classiques présentent en ǵeńeral un seul mode (parfois deux
modes successifśequiprobables) et sont dites unimodale, par opposition aux distributions
à plusieurs ”bosses” dites plurimodales.
Dans l’exemple2.1, le mode deX est la valeur 2 ; dans l’exemple2.2, le mode deX est
la valeur 0

Espérance

On appelle esṕerance deX, et on noteµX ouE(X), le nombre ŕeel, s’il existe, d́efini par

µX = E(X) =
∑
i

(xiP(X = xi)) =
∑
i

(xipi)
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La réserve ”s’il existe” concerne le cas où l’ensemble des observables contient un nombre
infini de valeurs ; l’existence deE(X) dépend alors de la convergence de la somme.
Analogie ḿecanique :imaginons une tige sans masse sur laquelle on place des masses
”ponctuelles” :à l’abscissexi se trouve la massemi. L’abscissex du centre de masse
de ces points est donné par(

∑
imi)x =

∑
i(mixi). L’esṕerance deX définit donc le

barycentre de points matérielsxi de massepi, de masse totale 1, situés sur un axe.
On peut́egalement donner une autre définition deE(X) : À tout événement́elémentaireω,
de probabilit́eP(ω), correspond une imageX(ω). On peut́ecrire :

E(X) =
∑
ω∈Ω

X(ω)P(ω)

En effet, si on regroupe dans cette dernière somme leśevénementśelémentaires de m̂eme
image, on obtient :

E(X) =
∑
i

 ∑
ω|X(ω)=xi

P(ω)

 =
∑
i

xiP(X = xi) =
∑
i

xipi

On dit que le mode et l’espérance, qui représentent une certaine tendance centrale, sont
des param̀etres de position.

Moments d’ordre k

On appelle moment d’ordrek (k ∈ N) deX, et on noteE(Xk), le nombre ŕeel, s’il existe,
défini par :E(Xk) =

∑
i[x

k
i P(X = xi)] =

∑
i x

k
i pi On a

E(X0) =
∑
i

pi = 1

E(X1) =
∑
i

xipi = E(X)

On utiliseraE(X2) =
∑

i x
2
i pi

Variance

On appelle variance deX, et on noteV(X) ouσ2
X , le nombre ŕeel, s’il existe, d́efini par :

V(X) = σX =
∑
i

(xi − µX)2pi

On appelléegalement la variance deX le moment centŕe d’ordre 2 deX et on note :

E
(
(X − µX)2

)
= E

(
(X − E(X))2

)
On notera qu’une variance, somme de termes positifs, ne peut avoir qu’une valeur posi-
tive. Une valeuŕelev́ee de la variance signifie que les valeurséloigńees de l’esṕerance ont
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40 Paramètres descriptifs d’une distribution discrète

une forte probabilit́e ; on dit que la variance est un paramètre de dispersion. Une valeur
nulle de la variance signifie qu’il n’existe qu’une seule valeur observable de valeurégale
à l’esṕerance (dispersion minimum).
L’analogie ḿecanique de la variance est le moment d’inertie de masses ponctuelles par
rapportà leur centre de masse.
On peutécrire :V(X) =

∑
i(x

2
i − 2µXxi + µ2

X)pi
D’où V(X) =

∑
i(x

2
i pi)− 2µX

∑
i(xipi) + µ2

X

∑
i pi

Or
∑

i pi = 1 et
∑

i pixi = µx doncV(X) =
∑

i(x
2
i pi)− µ2

X

D’où la relation (th́eor̀eme de Guldin) :

V(X) = E(X2)− E2(X)

Cette relation est très commode dans le calcul de la variance.

Écart-type

On appelléecart-type deX la racine carŕe de sa variance. On noteσX .
Un écart-type est donc un réel positif ; il s’agit d’un indice de dispersion qui présente
l’avantage d’avoir la m̂eme unit́e que les observables.

Exemple 2.3 Reprenons l’exemple2.1On a

E(X) =
2

6
1 +

3

6
2 +

1

6
4 = 2

E(X2) =
2

6
1 +

3

6
4 +

1

6
16 = 5

V (X) = 5− 4 = 1

σX = 1

Exemple 2.4 Reprenons l’exemple2.2On a :

E(X) =
16

32
0 +

4

32
1 +

4

32
2 +

4

32
3 +

4

32
4 =

40

32
=

5

4

E(X2) =
16

32
0 +

4

32
1 +

4

32
4 +

4

32
9 +

4

32
16 =

120

32
=

60

16

V (X) =
60

16
− 25

16
=

35

16
σX ≈ 1.479

On peutégalement calculerV(X) en utilisant la d́efinition deV(X) :

V(X) =
16

32

(
0− 5

4

)2

+
4

32

(
1− 5

4

)2

+
4

32

(
2− 5

4

)2

+
4

32

(
3− 5

4

)2

+
4

32

(
4− 5

4

)2

=
1

32

(
25 +

1

4
+

9

4
+

49

4
+

121

4

)
=

35

16
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4 Variable indicatrice

Définition 2.4 Soit une exṕerience aĺeatoireE pouvant entrâıner l’observation d’uńelément
E ou de son contraireE. On appelle variable indicatrice de l’év́enementE une variable
aléatoireX qui associèaE la valeur un et̀aE la valeur źero.

4.1 Loi de probabilit́e

On poseP(E) = p etP(E) = q = 1− p. On a

P(X = 1) = P(E) = p

et
P(X = 0) = P(E) = q = 1− p

La loi deX est donc d́efinie par :

k 0 1
P(X = k) 1− p p

4.2 Param̀etres descriptifs

E(X) = 0(1− p) + 1p = p

E(X2) = 0(1− p) + 1p = p

V(X) = E(X2)− E2(X) = p− p2 = p(1− p) = pq

Le mode est 1 sip > 1
2
, et 0 sip < 1

2
. Il n’y a pas de mode sip = 1

2

5 Loi discrète uniforme

5.1 Définition

Soit une exṕerience aĺeatoireE à laquelle est associée une variable aléatoireX dont l’en-
semble des observables contient un nombre fini de valeurs réelles :X(Ω) = {x1, x2, . . . , xn}.
La loi de probabilit́e deX est dite uniforme si elle est définie par

P(X = xi) =
1

n
∀i ∈ {1, 2, . . . , n}

Exemple 2.5 Dans le jet d’un d́e régulier, siX est la variable aĺeatoire qui associèa la
face obtenue le nombre de points qu’elle représente, la loi deX est d́efinie par :

k 1 2 3 4 5 6
P(X = k) 1

6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

La loi deX est uniforme sur{1, 2, 3, 4, 5, 6}
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5.2 Param̀etres descriptifs

E(X) =
n∑
i=1

xiP(X = xi) =
1

n

n∑
i=1

xi

E(X2) =
n∑
i=1

x2
iP(X = xi) =

1

n

n∑
i=1

x2
i

V(X) = E(X2)− E2(X)

Une distribution uniforme ne présente,́evidemment, pas de mode.
Un cas particulier int́eressant est celui où l’ensemble des observables est constitué desn
premiers entiers. On obtient alors :

E(X) =
1

n

n∑
i=1

i =
1

n

n(n+ 1)

2
=
n+ 1

2

E(X2) =
1

n

n∑
i=1

i2 =
1

n

n(n+ 1/2)(n+ 1)

3
=

(2n+ 1)(n+ 1)

6

V(X) =
(2n+ 1)(n+ 1)

6
− (n+ 1)2

4
=
n2 − 1

12

6 La loi hypergéométrique

6.1 Sch́ema du tirage exhaustif ou sans remise

Une urne contientN boules donta sont rouges etN − a ”non-rouges”.
On consid̀ere l’exṕerienceE qui consisteà pŕelever, sans remise, uńechantillon den
boules de l’urne (n ≤ N ). SiX est la variable aléatoire associant̀a un teléchantillon le
nombre de boules rouges qu’il peut contenir, la loi de probabilité deX est d́efinie par :

P(X = k) =
Ck

aC
n−k
N−a

Cn
N

Un tel sch́ema est utiliśe dans les sondages.

Définition 2.5 On dit qu’une variables aléatoireX, à valeurs dansN, suit une loi hy-
perǵeoḿetrique si la loi de probabilit́e est d́efinie par :

P(X = k) =
Ck
aC

n−k
N−a

Cn
N

où k, n, a,N sont des entiers positifs tels que0 ≤ n ≤ N , 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ k ≤ a,
0 ≤ n− k ≤ N − a.
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6.2 Param̀etres descriptifs

On notera,̀a titre d’information, les ŕesultats suivants :

E(X) =
a

N
n ; V(X) = n

a

N

N − a

N

N − n

N − 1

7 La loi binomiale

7.1 Sch́ema de Bernoulli

Soit une suite finie den exṕeriences aĺeatoiresE1, E2, . . . , En, ob́eissant aux conditions
suivantes :

1. chaque exṕerience peut entraı̂ner l’observation d’uńevénementE ou de son contraire
E ;

2. la probabilit́e deE, not́eep, est la m̂eme pour chaque expérience ; ceci est alors
également vraie pour la probabilité deE, not́eeq = 1− p ;

3. le résultat d’une exṕerience est ind́ependant des résultats des autres expériences.

On noteEk l’ événement ”E se ŕealiseà la kème exṕerience” etAk l’ événement ”E se
réalise exactementk fois dans la suite d’exṕeriences”.
L’ événementAk peut se ŕealiser de plusieurs manières mutuellement incompatibles. La
probabilit́e deAk est donc la somme des probabilités de chacune de ceséventualit́es.
L’une d’elles est, par exemple : ”E1 ∩ · · · ∩ Ek ∩ Ek+1 ∩ · · · ∩ En ; sa probabilit́e est
pkqn−k, à cause de l’ind́ependance deśevénements. Toute autreéventualit́e ŕealisantAk
aura la m̂eme probabilit́e, obtenue par le produit dek termeśegauxàp et den−k termes
égauxà q.
Pour obtenir la probabilité deAk, il suffit donc de d́enombrer leśeventualit́es qui ŕealisent
Ak. Il est clair qu’il y en a autant que de manières de choisir, parmi lesn exṕeriences,
celles qui ŕealisentE, c’est-̀a-direCk

n et onécritP(Ak) = Ck
np

kqn−k.
Ce sch́ema, dit de Bernoulli, s’applique par exemple,à une suite de jets d’une pièce de
monnaie (E=pile) ou un tirage avec remise, ou non exhaustif, den boules dans une urne
à deux cat́egories (E=boule tiŕee est rouge).
Si on associèa une suite d’exṕerience de Bernoulli la variable aléatoire repŕesentant le
nombre d’́evénementsE que l’on peut observer, l’événementAk s’écrit ”X = k” et on
a :P(X = k) = Ck

np
kqn−k.

Définition 2.6 On dit qu’une variable aĺeatoireX, à valeurs dansN, suit une loi bino-
miale si sa loi de probabilit́e est donńee par :

P(X = k) = Ck
np

kqn−k

aveck ∈ {0, 1, 2, . . . , n}, où n est un entier donńe et òu p est un ŕeel tel que0 < p < 1.

Le nom de cette loi provient du fait queP(X = k) est donńe par le terme de rangk+1 du
développement, suivant les puissances croissantes dep, du bin̂ome de Newton :(p+ q)n.
On vérifie immédiatement que

∑n
k=0C

k
np

kqn−k = (p+ q)n = 1.
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Une loi binomialeétant parfaitement d́efinie par les param̀etresn et p, on écrit symboli-
quement :X suit une loiB(n, p).

Exemple 2.6

1. SiX est la variable aĺeatoire qui repŕesente le nombre de ”piles” que l’on peut obtenir
en jetant 10 fois une pièce ŕegulìere,X suit une loiB

(
10, 1

2

)
. On a :

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P(X = k) 1

1024
10

1024
45

1024
120
1024

210
1024

252
1024

210
1024

120
1024

45
1024

10
1024

1
1024

2. Une urne contient des boules rouges en proportion1/4. On tire successivement 25 boules
en remettant chaque fois la boule tirée. SiY est le nombre de boules rouges que l’on peut
obtenir,Y suit un loiB

(
25, 1

4

)
(tirage non exhaustif ou avec remise).

3. La probabilit́e pour qu’un individu, issu d’un certain croisement, possède le ph́enotype
R est de3/4. SiZ est la variable aĺeatoire repŕesentant le nombre d’individus portant le
phénotypeR, que l’on peut observer sur 50 descendants issus d’un tel croisement,Z suit
une loiB

(
50, 3

4

)
7.2 Param̀etres descriptifs

On admettra les résultats qui suivent ; il est recommandé d’en connâıtre une d́emonstration
(voir par exemple le corriǵe de l’exercice11)
SiX est une variable aléatoire de loiB(n, p),
• L’espérance deX est donńe parµX = E(X) = np
• La variance deX est donńee parσ2

X = V(X) = np(1− p) = npq
• la distribution est de type unimodal et admet pour mode l’entier, en géńeral unique,

situé dans l’intervalle[(n + 1)p − 1, (n + 1)p] ou exceptionnellement deux modes
successifs,́equiprobables, bornes de l’intervalle ci-dessus lorsque(n+1)p a une valeur
entìere.

Exemple 2.7

1. SiX suit une loiB
(
10, 1

2

)
, on a

E(X) = 10
1

2
= 5

Vérifions :

E(X) =
10∑
k=0

kCk
np

kqn−k

=
1

1024
(0 + 10 + 90 + 360 + 840 + 1260 + 1260 + 840 + 360 + 90 + 10)

=
5120

1024
= 5
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V(X) = 10
1

2

1

2
= 2.5

Vérifions :

E(X2) =
10∑
k=0

k2Ck
np

kqn−k

=
1

1024
(0 + 10 + 180 + 1080 + 3360 + 6300 + 7560 + 5880 + 2880 + 910 + 100)

=
28160

1024
= 27.5

⇒ V(X) = E(X2)− E2(X) = 2.5

Le mode est 5, entier de l’intervalle[4.5, 5.5]

2. SiY suit une loiB
(
25, 1

4

)
, on a

E(X) =
25

4
, V(X) =

75

16
, le mode est6 ∈ [5.5, 6.5]

3. SiZ suit une loiB
(
50, 3

4

)
, on a

E(X) =
150

4
, V(X) =

150

16
, le mode est38 ∈ [37.25, 38.25]

7.3 Formes de la distribution

La forme d’une distribution binomiale se déduit aiśement de l’́etude du mode :

1. si p = 1
2

= q, forme en cloche syḿetrique.

En effetP(X = k) = Ck
n

(
1
2

)k
= P(X = n − k). CarCk

n = Cn−k
n . Deux modes

successifśequiprobables pourn impair

2. Si 1
n+1

< p < 1
2
, forme en cloche dissyḿetrique, le modéetant d́eplaće vers la

gauche.́Eventuellement, deux modes successifséquiprobables.

3. Si p ≤ 1
n+1

, forme en L ; mode=0,́eventuellement deux modes 0 et 1.

4. Si 1
2
< p < n

n+1
, forme en cloche dissyḿetrique, le modéetant d́eplaće vers la

droite.Éventuellement, deux modes successifséquiprobables.

5. Si p ≥ n
n+1

, forme en J ;́Eventuellement, deux modes enn− 1 etn.

Comme on le verra plus loin, il est très important, en statistique, de savoir déterminer la
forme d’une distribution.

Exemple 2.8

1. SiX suit une loiB
(
10, 1

2

)
,la distribution est en cloche symétrique par rapport au mode

5, valeurégale aussìa l’esṕerance deX.
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2. SiY suit une loiB
(
25, 1

4

)
, la distribution est en cloche dissymétrique ; le mode 6 est plus

proche de 0 que de 25.

3. SiX suit une loiB
(
50, 3

4

)
,la distribution est en cloche dissymétrique ; le mode 38 est

plus proche de 50 que de 0.

7.4 Approximation d’une loi hypergéoḿetrique

SoitX une variable aĺeatoire de loi hyperǵeoḿetrique. On a :

P(X = k) =
Ck
aC

n−k
N−a

Cn
N

=
a!

k!(a− k)!

(N − a)!

(n− k)!(N − a− n+ k)!

n!(N − n)!

N !

=
n!

k!(a− k)!

a(a− 1) . . . (a− k + 1)

N(N − 1) . . . (N − k + 1)

(N − a)(N − a− 1) . . . (N − a− n+ k + 1)

(N − k)(N − k − 1) . . . (N − n+ 1)

= Ck
n

a

N

a− 1

N − 1
. . .

a− k + 1

N − k + 1

N − a

N − k

N − a− 1

N − k − 1
. . .

N − a− n+ k + 1

N − n+ 1

Si on suppose maintenant queN → +∞ et que a
N
→ p, on a :

• a
N
→ p, a−1

N−1
=

a
N
− 1

N

1− 1
N

→ p, . . . , a−k+1
N−k+1

=
a
N
− k−1

N

1− k−1
N

→ p ;

on d́enombrek fractions de ce type.

• N−a
N−k =

1− a
N

1− k
N

→ 1 − p, . . . , N−a−n+k+1
N−n+1

=
1− a

N
−n−k−1

N

1−n−1
N

→ 1 − p ; on d́enombren − k

fractions de ce type.
En conclusion : siN → +∞ et si a

N
→ p, on a :

Ck
aC

n−k
N−a

Cn
N

→ Ck
np

k(1− p)n−k

Ce ŕesultat math́ematique peut̂etre utiliśe de la manìere suivante :
La variableX repŕesente le nombre d’individus d’un type donné (de couleur rouge pour
une boule) que l’on peut trouver dans unéchantillon de taillen extrait d’une popula-
tion de tailleN (l’urne) contenanta individus du type consid́eŕe. L’échantillon peut̂etre
obtenu parn tirages successifs sans remise. Si la taille de la population est très grande
devant celle de l’individu (n � N ), de manìere à ce que l’on puisse considérer qu’̀a
chaque tirage la probabilité d’obtenir un individu du type considéŕe demeure pratique-
ment égaleà celle du premier tirage (a

N
), la loi deX peut être assimiĺee à une loi bi-

nomialeB
(
n, p = a

N

)
. On remarquera, en particulier, que cette approximation conserve

l’espérance :

E(X) = n
a

N
= np

et, pratiquement, la variance :

V(X) = n
a

N

(
1− a

N

)(1− n
N

1− 1
N

)
≈ np(1− p)

car
(

1− n
N

1− 1
N

)
≈ 1
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8 La loi de Poisson

Définition 2.7 On dit qu’une variable aĺeatoireX, à valeurs dansN, suit une loi de
Poisson de param̀etre λ si, λ étant un ŕeel donńe strictement positif, la loi deX est
définie par :

P(X = k) = e−λ
λk

k!
où k ∈ N

Une loi de Poissońetant parfaitement d́efinie par le param̀etreλ, on écrit alors :X suit
une loiP(λ). On note que :

+∞∑
k=0

e−λ
λk

k!
= e−λ

+∞∑
k=0

λk

k!
= e−λeλ = 1

8.1 Calcul pratique des probabilités

Les différentes probabilités se calculent aisément gr̂aceà la formule de ŕecurrence :

P(X = k + 1) = P(X = k)
λ

k + 1

Si, par exemple, on suppose queX suit une loiP(2, 2), on a :

P(X = 0) = e−2.2 ≈ 0.110803

P(X = 1) = P(X = 0)
2.2

1
≈ 0.243767

P(X = 2) = P(X = 1)
2.2

2
≈ 0.268144

P(X = 3) = P(X = 2)
2.2

3
≈ 0.196639

etc.

On trouvera dans la table11.4les valeurs deP(X = k), avec quatre chiffres significatifs,
pour différentes valeurs deλ. On peut, pour une valeur deλ non tabuĺee, proćeder par
interpolation lińeaire.
Si, par exemple,X suit une loiP(2, 2), on obtient :

Pourλ =2 P(X = 1) ≈0.2707
Pourλ =2.5P(X = 1) ≈0.2052

}
Pourλ = 2.2 P(X = 1) ≈ 0.2702−2

5
(0.2707−0.2052)

D’où P(X = 1) ≈ 0.2445 ; la comparaison avec la valeur trouvée plus haut donńe une
idée de la pŕecision du proćed́e.
On notera que la somme des probabilités des observables concentrées autour du mode
est pratiquement́egaleà un. Ceci explique que les probabilités affect́ees aux observables
ext́erieures̀a cette zone ne sont pas tabulées ; il convient cependant de préciser que non
seulement chacune de ces probabilités est ńegligeable mais qu’il en est́egalement de
même de la somme de ces probabilité (attention, cette dernière remarque n’est pas tri-
viale : cette somme comprend un nombre infini de termes !).
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8.2 Param̀etres descriptifs

On admettra les résultats qui suivent ; il est recommandé d’en connâıtre une d́emonstration
(voir par exemple le corriǵe de l’exercice10)
SiX est une variable aléatoire de loiP(λ),
• L’espérance deX est donńe parµX = E(X) = λ
• La variance deX est donńee parσ2

X = V(X) = λ
• la distribution est de type unimodal et admet pour mode l’entier, en géńeral unique,

situé dans l’intervalle[λ−1, λ] ou exceptionnellement deux modes successifs,équiprobables,
bornes de l’intervalle ci-dessus lorsqueλ a une valeur entière. La position du mode se
déduit aiśement de la formule de récurrence donńee dans le paragraphe préćedent.

8.3 Forme de la distribution

La forme d’une distribution de Poisson se déduit de la valeur du mode :
• Forme en L siλ ≤ 1 ;
• forme en cloche dissyḿetrique pourλ > 1. Le mode se d́eplace vers la droite lorsque
λ augmente.

8.4 Processus de Poisson

L’ étude de certains phénom̀enes aĺeatoires, qui sont dits suivre un processus de Poisson
(voir exercice28) permet d’introduire directement la loi de Poisson. C’est ainsi que le
nombre d’impulsions que l’on peut enregistrer par unité de temps, lors de la mesure d’un
rayonnement par un compteur, est une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson ;
l’espérance de cette loi, qui caractérise le rayonnement, est le paramètre qu’il convient
de connâıtre.

Exemple 2.9 Le mouvement propre d’un compteur, mesuré pendant 30 secondes, est
une variable aĺeatoireX qui suit une loiP(10). Quelle est la probabilit́e d’observer
un nombre d’impulsions compris dans l’intervalle[8; 12] lors d’un comptage de 30 se-
condes ?
On a :

P(8 ≤ X ≤ 12) = P(X = 8) + P(X = 9) + P(X = 10) + P(X = 11) + P(X = 12)

= 0.1126 + 0.1251 + 0.1251 + 0.1137 + 0.0948

≈ 57%

8.5 Approximation d’une loi binomiale

On utilisera, le plus souvent, la loi de Poisson comme approximation d’une loi binomiale.
SoitX une variable aĺeatoire de loiB(n, p). On cherche la limite deP(X = k) lorsque :
n tend vers l’infini,p tend vers źero, le produitnp tend vers une valeur finieλ. On a :

P(X = k) =
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k =

n!

(n− k)!nk
(np)k

k!

(1− p)n

(1− p)k
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• limn→+∞
n!

(n−k)!nk = 1 car :

n!

(n− k)!nk
=

n

n

n− 1

n

n− 2

n
. . .

n− k + 1

n

= 1

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
• limp→0(1− p)k = 1
• log(1− p)n = n log(1− p) ≈ −np lorsquen→ +∞ etp→ 0.
On en d́eduit que :

lim
n→+∞,p→0,np→λ

(1− p)n = e−λ

En conclusion, lorsquen tend vers l’infini,p tend vers źero, le produitnp tend vers une
valeur finieλ, la loi binomialeB(n, p) converge vers une loi de poissonP(λ) puisque :

Ck
np

k(1− p)n−k → e−λ
λk

k!

Dans la pratique nous utiliserons ce résultat math́ematique de la manière suivante : lorsque
n a une valeuŕelev́ee (n ≥ 100) et une valeurp très faible (p ≤ quelques pour cent), une
loi binomialeB(n, p) peutêtre approch́ee par une loi de PoissonP(λ = np)

Exemple 2.10La probabilit́e d’observer une mutation sur un individuétant de10−4,
combien d’individus faut-il s’attendrèa examiner pour̂etre ”pratiquement ŝur” d’obser-
ver au moins un mutant ?
Soitn ce nombre et soitX la variable aĺeatoire qui associèa cesn individus le nombre
de mutants que l’on peut observer parmi eux.
X suit une loiB (n, 10−4). Comme10−4 est une valeur tr̀es faible et quen a certainement
une valeuŕelev́ee, on peut dire queX suit pratiquement une loiP (λ = n10−4).
Si on consid̀ere comme pratiquement sûr un év́enement de probabilité au moinśegaleà
0.95, onécrit :

P(X ≥ 1) ≥ 0.95 ⇔ P(X < 1) ≤ 0.05

Or P(X < 1) = P(X = 0) etP(X = 0) = e−λ pour une loi de PoissonP(λ).
On veut donce−n10−4 ≤ 0.05. D’où :

−n10−4 ≤ log 0.05

n10−4 ≥ − log 0.05

n ≥ 2.99573 10+4

⇒ n ≥ 29958

Exemple 2.11Le tableau ci-dessous donne une idée de l’approximation
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B (300, 10−2) P(3)
P(X = 0) 0.0490 0.0498
P(X = 1) 0.1486 0.1493
P(X = 2) 0.2244 0.2240
P(X = 3) 0.2252 0.2240
P(X = 4) 0.1689 0.1680
P(X = 5) 0.1010 0.1008
P(X = 6) 0.0501 0.0504
P(X = 7) 0.0212 0.0216
P(X = 8) 0.0079 0.0081

9 La loi géométrique

Soit une suite d’exṕeriences aĺeatoiresE1, E2, . . . , En, . . . obéissant aux conditions du
sch́ema de Bernoulli :

1. chaque exṕerience peut entraı̂ner l’observation d’uńevénementE ou de son contraire
E ;

2. la probabilit́e deE, not́eep, est la m̂eme pour chaque expérience ;

3. le résultat d’une exṕerience est ind́ependant des résultats des autres expériences.

On noteEk l’ événement ”E se ŕealiseà lakèmeexṕerience”.
Si on consid̀ere maintenant la variable aléatoireX qui associèa toute suite de résultats le
rang du premieŕevénementsE, on a :

P(X = k) = P(E1 ∩ E2 ∩ · · · ∩ Ek−1 ∩ Ek)

L’indépendance deśevénement permet d’écrire :

P(X = k) = P(E1)P(E2) · · ·P(Ek−1)P(Ek) = (1− p)k−1p

ou, en posantq = 1− p = P(E) :

P (X = k) = qk−1p

on remarque le fait quek ∈ N∗.

Définition 2.8 On dit qu’une variable aĺeatoireX, à valeurs dansN∗, suit une loi ǵeoḿetrique,
ou de Pascal, si sa loi de probabilité est d́efinie parP(X = k) = (1− p)k−1p où k ∈ N∗

et òu p est un ŕeel tel que0 < p < 1.

9.1 Param̀etres descriptifs

On d́emontre (voir exercice18) les ŕesultats suivants :

E(X) =
1

p
, V(X) =

1− p

p2
=

q

p2

La formule de ŕecurrenceP(X = k + 1) = P(X = k)(1− p) montre, puisque0 < 1 −
p < 1, que les probabilit́es successives décroissent constamment ; le mode a donc pour
valeur 1.
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10 Exercices

1. Paul a dans sa poche deux boı̂tes d’allumettes indiscernables ; l’une contient 5
allumettes, l’autre 2. Il choisit au hasard une des boı̂tes, allume sa cigarette avec
une seule allumette, puis remet la boı̂te dans sa poche si elle n’est pas vide, ou
la jette lorsqu’elle est vide. SoitX la variable aĺeatoire repŕesentant le nombre de
cigarettes alluḿees avant de jeter une des deux boı̂tes.
Déterminer la loi deX. Calculer l’esṕerance et la variance deX.

2. Un sac contient trois tickets numérot́es 1,2,3

(a) SoitX le nuḿero que l’on peut obtenir en tirant un ticket. Quelle est sa loi
de probabilit́e ? Calculer son espérance et sońecart-type.

(b) SoitX2 la variable repŕesentant la moyenne arithmétique des deux nuḿeros
que l’on peut obtenir en tirant deux tickets. Déterminer sa loi de probabilité
et calculer son espérance et sońecart-type selon les deux modes de tirages :
exhaustif et non exhaustif.

(c) Même question pourX3, moyenne arithḿetique des trois nuḿeros que l’on
peut obtenir en tirant trois tickets.

3. Un gardien de nuit a 10 clés, dont une seule marche, pour ouvrir une porte. Il
emploie deux ḿethodes :

A : méthode rationnelle ;̀a jeun, il retire les cĺes d́ejà essaýees.

B : ivre, chaque cĺe peutêtre essaýee plusieurs fois.

SoitXA le nombre de cĺes d́ejà essaýees avant d’ouvrir, y compris la bonne, dans
le casA,XB dans le casB.

(a) Déterminer la loi de probabilité et la fonction de ŕepartition deXA etXB ;

(b) Calculer les esṕerance deXA etXB ;

(c) on sait que le gardien est ivre un jour sur trois. Un jour, après avoir essaýe 8
clés, le gardien n’a toujours pas ouvert la porte. Calculer la probabilité pour
qu’il soit ivre.

4. Chez une esp̀ece v́eǵetale, la longueur des entre-nœuds séparant deux feuilles suc-
cessives ayant terminé leur croissance est gouverné par un couple d’allèlesAa. Les
longueurs des entre-nœuds des génotypesAA,Aa, aa sont respectivementégales̀a
3cm, 5cm et 2cm.
On consid̀ere une population composée des trois types d’individus avec les fréquences
(1−q)2 pour le ǵenotypeAA, 2q(1−q) pour le ǵenotypeAa etq2 pour le ǵenotype
aa.

(a) i. Un individu est tiŕe au hasard dans la population. Quelles sont les pro-
babilités :
• de tirer un individu de ǵenotypeAA ;
• de tirer un individu de ǵenotypeAa ;
• de tirer un individu de ǵenotypeaa?
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ii. Calculer, en fonction deq, l’esṕerance math́ematiqueµ1 de la variable
aléatoireX1 égaleà la longueur des entre-nœuds de l’individu tiré au
hasard dans la population etétudier les variations deµ1, lorsqueq varie
de 0à 1 (bornes incluses).

iii. Pour quelle valeur deq, l’esṕerance math́ematique de la longueur des
entre-nœuds est-elle maximum ? Quelles sont alors les probabilités de
tirer :
• de tirer un individu de ǵenotypeAA ;
• de tirer un individu de ǵenotypeAa ;
• de tirer un individu de ǵenotypeaa?

iv. Calculer, en fonction deq, les probabilit́es pour qu’un gam̀ete issu d’un
individu tiré dans la population :
• porte l’allèleA ;
• porte l’allèlea.

(b) Un śelectionneur d́ecide d’́eliminer de la reproduction tous les individus dont
la longueur des entre-nœuds estégaleà 2 cm.

i. Calculer, en fonction deq, pour un individu tiŕe au hasard dans la po-
pulation, la probabilit́e :
• d’être de ǵenotypeAA ;
• d’être de ǵenotypeAa?

ii. Calculer, en fonction deq, l’esṕerance math́ematique de la variable
aléatoireX2 égaleà la longueur des entre-nœuds d’un individu tiré dans
la population conserv́ee pour la reproduction etétudier les variations de
µ2, lorsque0 ≤ q < 1.

iii. Calculer, en fonction deq, les probabilit́es pour qu’un gam̀ete issu d’un
individu tiré dans la population conservée pour la reproduction :
• porte l’allèleA ;
• porte l’allèlea.
Comparer ces deux probabilitésà celles de la question préćedente.

N.B. 1 On supposera toujours que tous les individus de la population ont la
même probabilit́e d’être tiŕes lors du tirage au hasard.

N.B. 2 On rappelle qu’un individu de ǵenotypeAA produit des gam̀etes por-
tant l’allèle A avec la probabilit́e 1, qu’un individu de ǵenotypeaa
produit des gam̀etes portant l’all̀elea avec la probabilit́e 1 et qu’un in-
dividu de ǵenotypeAa produit des gam̀etes portant l’all̀eleA avec la
probabilit́e 1/2, et portant l’all̀elea avec la probabilit́e 1/2.

5. Un groupe de 10 personnes est composé de 4 hommes et de 6 femmes. On choisit
dans ce groupe uńechantillon de 4 personnes. Déterminer la loi de probabilité du
nombre de femmes que l’on peut observer dans un teléchantillon ; calculer son
esṕerance et sa variance.
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6. Déterminer la loi de probabilité, le mode, l’ esṕerance et l’́ecart-type de variable
aléatoire donńee par la fonction de répartition :

F (t) = 1 , si t > 3

F (t) =
4

5
, si 2 < t ≤ 3

F (t) =
1

5
, si 1 < t ≤ 2

F (t) = 0 , si t ≤ 1

7. Une urne contient 10 boules numérot́ees : 3 nuḿeros 1, 2 nuḿeros 2, 5 nuḿeros
3. On tire deux boules et on considère la variable aléatoire repŕesentant le total des
nombres marqúes sur les deux boules :
• déterminer sa loi de probabilité ;
• déterminer sa fonction de répartition ;
• calculer son esṕerance et sa variance ;
• quelle est la probabilité pour que ce total prenne une valeur au moinségalà 6 ?

strictement compris entre 2 et 6 ?

8. Combien de fois faut-il envisager de lancer une pièce de monnaie pourêtre ”prati-
quement ŝur” d’observer au moins une fois l’événement ”face” ?

9. Soit un restaurant de 50 places. La probabilité, pour qu’une personne, ayant réserv́e
une table, ne vienne pas, est de 20%. Un jour, le patron a pris 52 réservations.
Quelle est la probabilité pour qu’il se trouve dans une situation embarrassante ?

10. On consid̀ere deux races de plantes pures d’une même esp̀ece diplöıdes, l’uneà
fleurs rouges, l’autrèa fleurs blanches ; la coloration de la fleur est détermińee par
un couple d’all̀eles. On effectue un croisement pour obtenir la géńerationF1, la
géńerationF2 étant obtenue par autofécondation.
• Les plantes observés enF1 sont rouges. D́eterminer la loi de probabilité deX,

nombre de plantes̀a fleurs rouges que l’on peut observer enF2 sur cinq plantes.
• Les plantes observés enF1 sont roses. D́eterminer la loi deY , nombre de plantes

à fleurs roses, que l’on peut observer enF2, toujours sur 5 plantes.
• Comparer la forme de ces trois distributions.

11. Soit la variableX, de loi binomialeP(X = k) = Ck
np

kqn−k aveck ∈ {0, 1, 2, . . . , n},
n un entier donńe etp un ŕeel tel que0 < p < 1.
• Calculer l’esṕerance et la variance deX ;
• déterminer le mode deXet en d́eduire la forme des distributions de l’exercice

préćedent.

12. Soit la variable aĺeatoire repŕesentant le nombre de filles que l’on peut observer
dans une famille de 6 enfants. Déterminer sa loi de probabilité, son mode, son
esṕerance, sa variance.

13. Un amplificateur est fabriqúe à l’aide de 100 composantsélectroniques. Chaque
composant a une probabilité de10−3 de se ŕevéler d́efectueux̀a la mise en service.
On admet qu’il suffit que l’un des composants soit défectueux pour que l’amplifi-
cateur ne fonctionne pas et qu’il n’y a pas d’autres causes de panne.
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• SoitP la probabilit́e pour qu’un amplificateur ne fonctionne pas. On posera pour
la suiteP = 1

10
. Justifier ce ŕesultat.

• Soit le nombre d’amplificateurs défectueux que l’on peut obtenir dans une série
de 4. D́eterminer sa loi de probabilité.

14. On consid̀ere deux races d’une m̂eme esp̀ece. La premìere est caractériśee par ses
fleurs rouges et ses feuilles découṕees, la deuxième par ses fleurs blanches et ses
feuilles entìeres.
On observe enF1, apr̀es croisement, des plantesà fleurs rouges età feuilles d́ecouṕees.
On admet les hypoth̀eses suivantes : chaque caractère est d́etermińe par un couple
d’allèles, les populations parentales sont pures, les deux couples d’allèles sont
indépendants.
Soit X la variable aĺeatoire repŕesentant le nombre de plantesà fleurs blanches
et à feuilles entìeres qu’on peut observer, sur 100 plantes obtenues enF2 par au-
tofécondation. Quelle est la loi deX ? Déterminer le mode deX et donner la forme
de sa distribution. Calculer l’espérance et la variance deX.

15. Deux personnes lancent, 5 fois chacune, une pièce de monnaie. Calculer la proba-
bilit é pour qu’elles obtiennent le m̂eme nombre de faces.

16. Dans un stock de boı̂tes de lait de longue conservation, il peut exister des boı̂tes
non st́eriles et donc d́efectueuses ; on noteraN le nombre de bôıtes de lait du stock,
D le nombre de celles qui sont défectueuses etq = D

N

Pour s’assurer que la proportion de boı̂tes d́efectueuses est suffisamment faible, on
contr̂ole unéchantillon den bôıtes pŕelev́e dans le stock sous les conditions :
Chaque bôıte a la m̂eme probabilit́e 1/N d’être pŕelev́ee. La taillen de l’échantillon
est petite par rapportà la tailleN du stock et on peut faire l’approximation que les
prélèvements desn bôıtes sont deśevénements ind́ependants.

(a) Quelle est, sous ces conditions, la loi de la variable aléatoireX égale au
nombre de bôıtes non st́eriles dans l’́echantillon ?
Quelles sont les probabilitésα etβ des deux́evénements :
• les bôıtes de l’́echantillon sont toutes stériles ;
• une bôıte au moins de l’́echantillon est non stérile.

(b) On veut que la probabilité β soit suṕerieure oúegaleà 0.95 siq dépasse un
seuil fixé q0 (q0 est la valeur̀a partir de laquelle on estime que la qualité du
produit est inacceptable).
Quel nombren de bôıtes faut-il pŕelever pour que cette condition soit satis-
faite ?
Donner la valeur minimale den si q0 = 0.01

17. On jette simultańement deux d́es ŕeguliers. On s’int́eressèa l’événement ”sortie
d’une paire” ; quel est sa probabilité ?
• SoitX le nombre de paires que l’on peut obtenir en jetant les deux dés quatre

fois de suite. D́eterminer sa loi de probabilité. Calculer son espérance et son
écart-type.
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• Laurent proposèa Paul le jeu suivant : tous deux misent la même somme puis
Paul lance quatre fois les deux dés ; s’il obtient au moins une paire il emporte la
mise, si non c’est Laurent. Le jeu est-iléquitable ?

18. On consid̀ere une suite chronologique d’expériences aĺeatoires :E1, E2, . . . , En, . . ..
Chaque exṕerience n’admet que deux résultats possibles : l’événementA, de pro-
babilité P ou l’événementB de probabilit́e 1 − P ; ces deuxévénements sont
incompatibles et les réalisations successives sont indépendantes. SoitU la variable
aléatoire associantà la suite d’exṕeriences le rang du premierévénementA :
• déterminer la loi de probabilité deU ;
• calculer l’esṕerance et la variance deU .

19. On consid̀ere une variable aléatoireX dont la loi de probabilit́e est une loi de
Poisson :P(X = k) = e−λ λ

k

k!
, pour k ∈ N, λ étant un ŕeel donńe strictement

positif. Montrer queE(X) = V(X) = λ. Déterminer le mode deX et en d́eduire
la forme de la distribution.

20. Soit une variable aléatoireX, dont la loi est une loi de Poisson d’espéranceλ = 0.43.
Calculer,à10−4 près, la probabilit́e de chacune des premières valeurs deX ; justi-
fier l’arrêt des calculs.

21. On admet que la probabilité d’apparition d’une mutation sur un individu est10−6.
Combien d’individus faut-il s’attendrèa examiner pour̂etre pratiquement sûr d’ob-
server au moins un mutant ?

22. On choisit au hasard une famille dans une population donnée. SoitX le nombre
d’enfants qu’elle peut contenir ; on admet queX est une variable de Poisson d’espéranceµ.
On sait, d’autre part, qu’à chaque naissance la probabilité d’avoir un garçon est1/2.
• Comparer les histogrammes de la loi deX dans les casµ = 2 etµ = 3.5 ;
• exprimer la probabilit́e d’observerk garçons dans une famille dont on sait qu’elle

contientn enfants,
• déterminer la loi de probabilité du nombre de garçons que l’on peut observer

dans une famille extraite de la population.

23. Le bureau d’́etude d’un centre spatial doit donner son avis sur un projet de fusée.
Le moteur et l’́equipement́electronique se composent de 1500000 pièces distinctes.
Chaque pìece a une chance sur 10 millions de se révéler d́efectueuse ; la d́efectuosit́e
d’une seule pìece suffità emp̂echer le bon fonctionnement de la fusée, les causes
de d́efectuosit́e des diverses pièceśetant ind́ependantes.
Que penser du projet ?

24. La probabilit́e pour que l’injection d’un certain sérum provoque une réaction aller-
gique, sur un individu choisi au hasard, est de 0.1%. Quelle est la probabilité pour
que, sur 900 individus traités on observe l’allergie dans :
• exactement 3 cas ;
• au plus 3 cas ;
• au moins 3 cas ?

25. Dans une esp̀ece donńee, la proportion des albinos est de 0.2%. Calculer la proba-
bilit é d’observer au moins 2 albinos dans unéchantillon de 230 individus.
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26. Dans une population humaine, la proportion de gauchers est de 1%. Quelle est la
probabilit́e d’observer au moins 4 gauchers dans unéchantillon de 230 personnes ?

27. Une usine fabrique des petits gâteaux aux raisins. La pâte et les raisins sont ḿelanǵes
avant le d́ecoupage des gâteaux. Quel nombre moyen de raisins faut-il prévoir par
gâteau si l’on veut que la probabilité pour qu’un ĝateau contienne au moins un
raisin soit de 99% ?

28. (Processus poissonien). On considère une suite d’événements identiques qui se
succ̀edent dans le temps. Le nombre d’événements qui se produisent dans une in-
tervalle de temps est aléatoire. Soitwk(t) la probabilit́e d’avoirk événements dans
un intervalle de temps de longueurt. Calculerwk(t) en supposant :

(a) wk(t) ne d́epend que de la longueurt de l’intervalle de temps et pas de l’ins-
tant initial ;

(b) la probabilit́e d’observer uńevénement dans un intervalle de temps dt est un
infiniment petit du m̂eme ordre que dt, doncéquivalent̀aλdt (λ = constante
positive) ;

(c) la probabilit́e d’observer plus d’uńevénement dans un intervalle de temps dt
est un infiniment petit d’ordre supérieurà dt ;

(d) si t et t′ sont des intervalles de temps sans partie commune, le nombre
d’événements se produisant danst est ind́ependant du nombre d’événements
se produisant danst′.
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11 Solutions

1. L’expérienceE consisteà allumer successivement 7 cigarettes. On noteX la va-
riable qui associèaE le nombre de cigarettes allumées avant de jeter une des deux
bôıtes.X est une variable discrète. On se propose de calculerP(X = k) avec
k ∈ {2, 3, 4, 5, 6}
Soient leśevénements :

A : pour une cigarette on tire la première bôıte (de 5 allumettes) ;

B : pour une cigarette on tire la deuxième bôıte (de 2 allumettes) ;

(iA, jB) : les(i+ j) premiers choix ont donńe i foisA et j foisB ;

(dernier A) le dernier choix estA ;

(dernier B) le dernier choix estB

On a :P(A) = P(B) = 1
2

tant qu’il y a deux bôıtes etP((iA, jB)) = Ci
i+j

(
1
2

)i+j
,

si (iA, jB) 6= 0.
On écrit successivement

P(X = 2) = P(1B ∩ dernierB) = P(B)P(B) =
1

4

P(X = 3) = P((1A, 1B) ∩ dernierB) = P((1A, 1B))P(B) = C1
2

(
1

2

)2
1

2
=

2

8

P(X = 4) = P((2A, 1B) ∩ dernierB) = P((2A, 1B))P(B) = C1
3

(
1

2

)3
1

2
=

3

16

P(X = 5) = P((3A, 1B) ∩ dernierB) + P(4A ∩ dernierA) (événements incompatibles)

= P((3A, 1B))P(B) + P((4A)P(B) = C3
4

(
1

2

)4
1

2
+

(
1

2

)4
1

2
=

5

32

P(X = 26) = P((4A, 1B) ∩ dernierA ∪B) = P((4A, 1B)) = C1
5

(
1

2

)5

=
5

32

D’où la loi de probabilit́e :

xi 2 3 4 5 6
pi

8
32

8
32

6
32

5
32

5
32

On vérifie que
∑

i pi = 1.
On en d́eduit :

E(X) =
n∑
i=1

xipi =
1

32
(16 + 24 + 24 + 25 + 30) =

119

32
≈ 3.719

E(X2) =
n∑
i=1

x2
i pi =

1

32
(32 + 72 + 96 + 125 + 180) =

505

32
≈ 15.78

V(X) = E(X2)− E2(X) =
1999

1024
≈ 1.95
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2. (a) X est une variable aléatoire discr̀ete de loi uniforme sur{1, 2, 3}

P(X = 1) = P(X = 2) = P(X = 3) =
1

3

E(X) = µ =
1

3
(1 + 2 + 3) = 2

V(X) = E
(
(X − µ)2

)
=

1

3
(1 + 0 + 1) =

2

3

σ(X) =

√
2√
3

On note, pour la suiteX, Y etZ les nuḿeros tiŕes en premier, deuxième et
troisième rang.

(b) Tirage exhaustif On a pour ŕesultat possibles :(
X2 =

3

2

)
= (X = 1 ∩ Y = 2) ∪ (X = 2 ∩ Y = 1)(

X2 = 2
)

= (X = 1 ∩ Y = 3) ∪ (X = 3 ∩ Y = 1)(
X2 =

5

2

)
= (X = 2 ∩ Y = 3) ∪ (X = 3 ∩ Y = 2)

En appliquant l’axiome des probabilités totales (́evénements incompa-
tibles) puis la relation des probabilités compośees (́evénementsdépendants,
on a, par exemple, :

P
(
X2 =

3

2

)
= P(X = 1)P (Y = 2|X = 1) + P(X = 2)P (Y = 1|X = 2)

=
1

3

1

2
+

1

3

1

2

=
1

3

On a la loi :

xi
3
2

2 5
2

P(X2 = xi)
1
3

1
3

1
3

On en d́eduit :

E(X2) = µ =
1

3
(3/2 + 0 + 5/2) = 2 = E(X)

V(X2) = E
(
(X2 − µ)2

)
=

1

3
(1/4 + 1/4) =

1

6

σ(X2) =
1√
6
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Tirage non exhaustif On a pour ŕesultat possibles :(
X2 = 1

)
= (X = 1 ∩ Y = 1)(

X2 =
3

2

)
= (X = 1 ∩ Y = 2) ∪ (X = 2 ∩ Y = 1)(

X2 = 2
)

= (X = 1 ∩ Y = 3) ∪ (X = 2 ∩ Y = 2) ∪ (X = 3 ∩ Y = 1)(
X2 =

5

2

)
= (X = 2 ∩ Y = 3) ∪ (X = 3 ∩ Y = 2)(

X2 = 3
)

= (X = 3 ∩ Y = 3)

En appliquant l’axiome des probabilités totales (́evénements incompa-
tibles) puis la relation des probabilités compośees (́evénementsindépendants,
on a, par exemple, :

P
(
X2 = 2

)
= P(X = 1)P (Y = 3) + P(X = 2)P (Y = 2) + P(X = 3)P (Y = 1)

= 3
1

3

1

3

=
3

9

On a la loi :

xi 1 3
2

2 5
2

3
P(X2 = xi)

1
9

2
9

3
9

2
9

1
9

On en d́eduit :

E(X2) = µ =
1

9
(1 + 3 + 6 + 5 + 3) = 2 = E(X)

V(X2) = E
(
(X2 − µ)2

)
=

1

9
(1 + 2

1

4
+ 0 + 2

1

4
+ 1) =

1

3

σ(X2) =
1√
3

=
σ(X)√

2

(c) tirage exhaustif Une seule valeur observableX3 : 2 DoncP(X3 = 2) = 1
etE(X3) = 1× 2 = E(X) etV(X3) = 0 = σ(X3)

tirage non exhaustif En raisonnant comme dans la question préćedente, on
obtient :

xi 1 4
3

5
3

2 7
3

8
3

3
P(X2 = xi)

1
27

3
27

6
27

7
27

6
27

3
27

1
27

On en d́eduit :

E(X2) = µ =
1

27
(1 + 4 + 10 + 14 + 14 + 8 + 3) = 2 = E(X)

V(X2) = E
(
(X2 − µ)2

)
=

1

27

(
1 + 3

4

9
+ 6

1

9
+ 0 + 6

1

9
+ 3

4

9
+ 1

)
=

2

9

σ(X2) =

√
2

3
=
σ(X)√

3
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3. On noteEi l’ événement ”la bonne clef est tirée laième fois etEi l’ événement ”la
bonne clef n’est pas tirée laième fois.
Si X est le nombre d’essais, on a :(X = k) = E1 ∩ E2 ∩ . . . Ek−1 ∩ Ek, k ∈
{1, 2, . . . , 10}
MéthodeA (tirage exhaustif)

P(XA = 1) = P(E1) =
1

10

P(XA = 2) = P(E1 ∩ E2) = P(E1)P(E2|E1) =
9

10

1

9
=

1

10

P(XA = 3) = P(E1 ∩ E2E2) =
9

10

8

9

1

8
=

1

10
... =

...

P(XA = 10) = P(E1 ∩ . . . ∩ E9 ∩ E10) =
9

10

8

9

7

8
. . .

3

2

1

2
1 =

1

10

On peutégalement dire : tirer 10 clefs en tirage exhaustif revientà ordonner
les 10 clefs. La bonne clef a une probabilité de 9!

10!
= 1

10
d’êtreà une place

donńee. D’òu la loi deXA :

P(XA = k) =
1

10
, ∀k ∈ {1, 2, 3, . . . , 10}

P(XA = k) = 0 si k 6∈ {1, 2, 3, . . . , 10}

Il s’agit d’une loi uniforme sur{1, 2, 3, . . . , 10}.
On en d́eduit, en posantF (t) = P(XA < t) :

F (t) = 0 , si t ≤ 1

F (t) =
k

10
, où k est l’entier imḿediatement inf́erieurà t, si 0 < t ≤ 10

F (t) = 1 , si t ≥ 10

MéthodeB (tirage non exhaustif)k ∈ N∗

P(X = k) = P(E1 ∩ E2 ∩ . . . Ek−1 ∩ Ek) =

(
9

10

)k−1
1

10

D’où la loi géoḿetrique :P(XB = k) =
(

9
10

)k−1 1
10

pourk ∈ N∗ etP(XB =
k) = 0 pourk 6∈ N∗

G(t) = 0 , si t ≤ 1

G(t) = 1−
(

9

10

)k−1

, où k est l’entier imḿediatement inf́erieurà t, si t > 1
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2. VARIABLES AL ÉATOIRES DISCR ÈTES 61

(somme des termes d’une suite géoḿetrique : 1
10

(1 + 9/10 + · · · + 9k−1/10) =

1
10

1−( 9
10)

k

1−9/10

Pour|x| < 1, 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · = 1
1−x donc1 + 2x+ 3x2 + · · ·+

nxn−1 + · · · = 1
(1−x)2 . On en d́eduit :

E(XB) =
1

10

(
1 + 2

9

10
+ 3

(
3

10

)2

+ · · ·

)
=

1

10

1

(1/10)2
= 10

Pour la dernìere question on note que

P(XA > 8) = P(XA = 9) + P(XA = 10) =
2

10
= 0.2

P(XB > 8) = 1− P(XB ≤ 8) = 1−G(9) =

(
9

10

)8

≈ 0.43

P(X > 8) = P(X = XA)P(X > 8|X = XA) + P(X = XB)P(X > 8|X = XB)

=
2

3
P(XA > 8) +

1

3
P(XB > 8)

≈ 2

3
0.2 +

1

3
0.43 ≈ 1

3
0.83

On peut alorśecrire :

P(gardien ivre|X > 8) = P(X = XB|X > 8) =
P(X = XB ∩X > 8)

P(X > 8)
≈

1
3
0.43

1
3
0.83

≈ 0.518

4. Probl̀eme tr̀es simple

(a) i. P(AA) = (1− q)2 ; P(Aa) = 2q(1− q) ; P(aa) = q2

ii. Loi deX1 : P(X1 = 2) = q2 ; P(X1 = 3) = (1 − q)2 ; P(X1 = 5) =
2q(1 − q). Doncµ1 = E(X1) = 2q2 + 3(1 − q)2 + 10q(1 − q) =
−5q2 + 4q + 3

iii. µ1 est maximum pourq = 2/5. Dans ce cas on aP(AA) = 36% ;
P(Aa) = 48% ; P(aa) = 16%

iv. P(A) = P(donneurAA∩A)+P(P(donneurAa∩A) = (1− q)2×1+
2q(1− q)× 1

2
= 1− q

P(a) = P(donneurAa∩ a) + P(P(donneuraa∩ a) = 2q(1− q)× 1
2
+

q2 × 1 = q

(b) i. P(AA|nonaa) = P(AA∩nonaa)
P(nonaa) = P(AA)

nonaa = (1−q)2
1−q2 = 1−q

1+q

P(Aa|nonaa) = P(Aa∩nonaa)
P(nonaa) = P(AAa)

nonaa = 2q(1−q)
1−q2 = 2q

1+q

ii. Loi deX2 : P(X2 = 3) = 1−q
1+q

; P(X2 = 5) = 2q
1+q

Doncµ2 = E(X2) =
1

1+q
(3− 3q + 10q) = 3+7q

1+q
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iii. P(A) = P(donneurAA∩A)+P(donneurAa∩A) = 1−q
1+q
×1+ 2q

1+q
× 1

2
=

1
1+q

(≥ 1− q car1 ≥ 1− q2)

P(a) = P(donneurAa ∩ a) + P(P(donneuraa ∩ a) = 2q
1+q

× 1
2

= q
1+q

(≤ q carq ≤ q + q2)

5. Il s’agit d’une loi hyperǵeoḿetriqueE(X) = 2.4 ; V(X) = 0.64

xi 0 1 2 3 4
pi

1
210

24
210

90
210

80
210

15
210

6. On trouve aiśement la loi deT :

ti 1 2 3
pi

1
5

3
5

1
5

puisE(T ) = 2, σ(T ) =
√

2
5
, mode=2.

7. L’espace deśevénementsΩ assocíe à l’expérienceE qui consistèa choisir 2 boules
contientC2

10 = 45 événementśelémentaireśegalement probables. On peut alors
distinguer leśevénements suivants :

(1,1) de probabilit́e 1
45
C2

3 = 3
45

(1,2) de probabilit́e 1
45

3× 2 = 6
45

(1,3) de probabilit́e 1
45

3× 5 = 15
45

(2,2) de probabilit́e 1
45
C2

2 = 1
45

(2,3) de probabilit́e 1
45

2× 5 = 10
45

(3,3) de probabilit́e 1
45
C2

5 = 10
45

On en d́eduit aiśement la loi de probabilité :

xi 2 3 4 5 6
pi

3
45

6
45

16
45

10
45

10
45

puisE(X) = 4.4 etV(X) ≈ 1.35

P(X ≥ 6) = P(X = 6) = 10
45

; P(2 < X < 6) = 1− 13
45

= 32
45

8. Chaque jet peut entraı̂ner l’observation de l’́evénement ”Face” avec la probabilité
1/2, ou ”Pile” avec la probabilit́e 1/2, dans l’hypoth̀ese d’un jet ŕegulier. Les diff́erents
jets sont ind́ependants. SiX est la variable aléatoire ”Nombre de faces que l’on
peut obtenir surn jets”, on aX ∼ B(n, P ). Si l’on qualifie de ”pratiquement sûr”
un événement de probabilité suṕerieurà 0.99, il faut d́eterminern pour que :

P(X ≥ 1) ≥ 0.99 ⇔ P(X = 0) ≤ 0.01

Or P(X = 0) = 1
2n

D’où l’in égalit́e 1
2n ≤ 0.01 ⇒ 2n ≥ 100 ce qui est ŕealiśe pourn ≥ 7 (27 = 128).

Si on veutP(X ≥ 1) ≥ 0.999 il faut choisirn ≥ 10.

9. Pour chaque client qui a réserv́e, deux ŕesultats possibles : ”il vient” de probabilité
0.8, ou ”il ne vient pas” de probabilité 0.2. On consid̀ere que les choix des 52
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clients qui ont ŕeserv́e sont ind́ependants. SiX est la variable aléatoire ”nombre de
clients qui se pŕesentent le soir, parmi les 52”, on aX ∼ B(52; 0.8)

La situation embarrassante correspondà l’événement ”X > 50.
”X > 50”=”X = 51”∪”X = 52” ; les deuxévénement́etant incompatibles :

P(X > 50) = P(X = 51)+P(X = 52) = 52

(
8

10

)51
2

10
+

(
8

10

)52

≈ 1.28 10−4

10. Exemple classique d’utilisation de la loi binomiale : observer 5 descendants dont
les parents ont des génotypes donńes revient̀a effectuer 5 exṕeriences identiques et
indépendantes ; pour chaque descendant il a possibilité d’apparition d’un ph́enotype
donńe (probabilit́eP ) ou non (probabilit́e1− P ).
• X ∼ B

(
5, 3

4

)
. Distribution en cloche dissyḿetrique avec modèa droite (prati-

quement en J).

xi 0 1 2 3 4 5
pi

1
1024

15
1024

90
1024

270
1024

405
1024

243
1024

• X ∼ B
(
5, 1

4

)
. Distribution en cloche dissyḿetrique avec modèa gauche (prati-

quement en L).

yi 0 1 2 3 4 5
pi

243
1024

405
1024

270
1024

90
1024

15
1024

1
1024

• X ∼ B
(
5, 1

2

)
. Distribution en cloche syḿetrique.

zi 0 1 2 3 4 5
pi

1
32

15
32

10
32

10
32

5
32

1
32

11.

E(X) =
n∑
k=0

kP(X = k)

=
n∑
k=0

k
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k

=
n∑
k=1

k
n!

(k − 1)!(n− k)!
pk(1− p)n−k

= np
n∑
k=0

k
(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
pk−1(1− p)n−k

On posei = k − 1 ⇒ k = i+ 1 ⇒ n− k = n− i− 1. On a

E(X) = np

n−1∑
i=0

k
(n− 1)!

i!(n− i− 1)!
pi(1− p)n−i−1 = np(p+ 1− p)n−1 = np
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E(X2) =
n∑
k=0

k2P(X = k)

=
n∑
k=0

k2 n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k

=
n∑
k=1

k
n!

(k − 1)!(n− k)!
pk(1− p)n−k

=
n∑
k=1

(k − 1 + 1)
n!

(k − 1)!(n− k)!
pk(1− p)n−k

=
n∑
k=1

(k − 1)
n!

(k − 1)!(n− k)!
pk(1− p)n−k +

n∑
k=1

n!

(k − 1)!(n− k)!
pk(1− p)n−k

=
n∑
k=2

n!

(k − 2)!(n− k)!
pk(1− p)n−k +

n∑
k=1

k
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k

= n(n− 1)p2

n∑
k=2

(n− 2)!

(k − 2)!(n− k)!
pk−2(1− p)n−k + np

On pose, comme plus hauti = k − 2 ⇒ k = i+ 12 ⇒ n− k = n− i− 2. On a :

E(X2) = n(n−1)p2

n−1∑
i=0

(n− 2)!

i!(n− k)!
pi(1−p)n−2−i+np = n(n−1)p2+np = n2p2+np(1−p)

et donc
V(X) = E(X2)− E2(X) = np(1− p)

Pour d́eterminer le mode on considère le support des probabilités de deux valeurs
observables successives. On a :

P(X = k + 1)

P(X = k)
=
Ck+1
n pk+1(1− p)n−k−1

Ck
np

k(1− p)n−k
=
n− k

k + 1

p

1− p

On en d́eduit :
P(X = k + 1) > P(X = k) si k < (n+ 1)P − 1
P(X = k + 1) < P(X = k) si k > (n+ 1)P − 1
P(X = k + 1) = P(X = k) = k(n+ 1)P − 1 si k ∈ [0, n] et (n + 1)P − 1 a

une valeur entìere

On ŕesulte ces informations en disant que le mode est un entierl ∈ [(n + 1)P −
1, (n+ 1)P ]

On peut noter que(n+1)P > 0 carP > 0 et(n+1)P −1 < n, carP < n+1
n+1

= 1 ;
l est donc bien une observable∈ {0, 1, 2, . . . , n}. L’intervalle a pour amplitude 1
et en ǵeńeral ill est unique, si(n+1)P −1 a une valeur entière, il peut y avoir deux
modes successifs. Il est aisé de retrouver les résultats de l’exercice10
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12. Réponses :B
(
6, 1

2

)
; esṕerance=mode=3 ; variance=1.5.

13. Réponses :P = 1− (1− 10−3)100 ≈ 10−1 car(1− x)n ≈ 1− nx ; B
(
4, 1

10

)
14. Réponses :B

(
100, 1

16

)
.

Distribution pratiquement en L : forme en cloche très dissyḿetrique, de mode 6.
E(X) = 6.25 ; V(X) ≈ 5.86

15. Réponse :X etY suivent une loiB
(
5, 1

2

)
P(X = Y ) =

5∑
i=0

P(X = i)P(Y = i)

=
5∑
i=0

(
Ci

5

)2 1

210

=
63

256

16. Réponses :
• X suit une loi hyperǵeoḿetrique que l’on peut approcher parB (n, q) ;
• α = (1− q)n ; β = 1− (1− q)n

• n ≥ log 0.05
log(1−q0)

; log 0.05 ≈ −3, log(1− 10−2) ≈ −10−2 ⇒ n ≥ 300

17. Réponses :X ∼ B
(
4, 1

6

)
; E(X) = 2

3
; σ(X) =

√
5

3
671
1296

> 625
1296

; le jeu n’est paśequitable.

18. On noteBi l’ événement ”B se produit̀a laième exṕerience” etAj l’ événement ”A
se produit̀a laièmeexṕerience”.
On a :(U = k) = B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bk−1 ∩ Ak, k ∈ N∗

On en d́eduit,à cause de l’ind́ependance des réalisation successives :P(U = k) =
P(B1)P(B2) . . .P(Bk−1)P(Ak) = (1− P )k−1P

U suit une loi ǵeoḿetrique :

P(U = k) = (1− P )k−1P pourk ∈ N∗

On sait, que pour|x| < 1, on a
∑+∞

k=0 x
k = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · = 1

1−x

On posef(x) =
∑+∞

k=0 x
k = 1

1−x .
On en d́eduit :

f ′(x) =
+∞∑
k=1

kxk−1 =
1

(1− x)2

xf ′(x) =
+∞∑
k=1

kxk =
x

(1− x)2

φ(x) = (xf ′(x))′ =
+∞∑
k=1

k2xk−1 =
1

(1− x)2
+

2x

(1− x)3
=

1 + x

(1− x)3
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On peut alorśecrire :

+∞∑
k=1

P(U = k) = P
+∞∑
k=1

(1− P )k−1 = Pf(1− P ) =
P

P
= 1

E(X) =
+∞∑
k=1

k(1− P )k−1P = Pf ′(1− P ) =
P

P 2
=

1

P

E(X2) =
+∞∑
k=1

k2(1− P )k−1P = Pφ(1− P ) = P
2− P

P 3
=

2− P

P 2

V(X) = E(X2)− E2(X) =
2− P

P 2
− 1

P 2
=

1− P

P 2

CommeP(U=k+1)

P(U=k)
= 1− P < 1, il est clair que la variableU admet pour mode 1 ;

les probabilit́es d́ecroissent quandk augment.

19.

E(X) =
+∞∑
k=0

kP(X = k) =
+∞∑
k=0

ke−λ
λk

k!
= λ

+∞∑
k=1

e−λ
λk−1

(k − 1)!
= λe−λ

+∞∑
i=0

λi

i!
= λe−λeλ

E(X2) =
+∞∑
k=0

k2P(X = k) =
+∞∑
k=0

k2e−λ
λk

k!
= λe−λ

+∞∑
k=1

k
λk−1

(k − 1)!

Or
+∞∑
k=1

k
λk−1

(k − 1)!
=

+∞∑
k=1

(k − 1 + 1)
λk−1

(k − 1)!

=
+∞∑
k=2

λk−1

(k − 2)!
+

+∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!

λ

+∞∑
i=0

λi

i!
+

+∞∑
i=0

λi

i!

Et donc
V(X) = E(X2)− E2(X) = λ

Détermination du mode On a la relationP(X=k+1)

P(X=k)
= λ

k+1

On en d́eduit :
P(X = k + 1) > P(X = k) si k < λ− 1
P(X = k + 1) < P(X = k) si k > λ− 1
P(X = k + 1) = P(X = k) = kλ− 1 si k ∈ N etλ a une valeur entière≥ 0

On ŕesulte ces informations en disant que le mode est un entierl ∈ [λ− 1, λ]

L’intervalle a pour amplitude 1, et en géńeral,l est unique ; siλ a une valeur
entìere≥ 1, on aura deux modes successifs.
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2. VARIABLES AL ÉATOIRES DISCR ÈTES 67

Forme de la distribution En L siλ ≤ 1

En cloche, siλ > 1

20. On obtient,̀a10−4 près, pourE(X) = 0.43

Calcul pŕecis Interpolation lińeaire à
partir des tables

P(X = 0) = e−0.43 ≈0.6505 ≈0.6511
P(X = 1) = P(X = 0)0.43

1
≈0.2797 ≈0.2787

P(X = 2) = P(X = 1)0.43
2

≈0.0601 ≈0.0602
P(X = 3) = P(X = 2)0.43

3
≈0.0086 ≈0.0088

P(X = 4) = P(X = 3)0.43
4

≈0.0009 ≈0.0010
P(X = 5) = P(X = 4)0.43

5
≈0.0001 ≈0.0001

P(X ≤ 5) ≈0.9999 ≈0.9999
Chaque valeur entière≥ 6 a une probabilit́e inférieureà 10−4. On remarque, de
plus, que l’ensemble des entiers≥ 6 constitue uńevénement presque impossible
P(X ≥ 6) = 1−P(X ≤ 5) ≈ 0.0001. On peut donc d́ecider d’arr̂eter la tabulation
àX = 5.

21. SoitP = 10−6 la probabilit́e, pour un individu, d’̂etre mutant. SoitX le nombre de
mutants que l’on peut observer surn individus examińes. On aX ∼ B (n, 10−6).
Comme la probabilit́eP a une valeur tr̀es faible etn une valeur tr̀esélev́ee, on peut
écrireX ∼ P (λ = n10−6).
Si on consid̀ere comme pratiquement sûr unévénement de probabilité≥ 0.99, on
a :

P(X ≥ 1) ≥ 0.99 ⇒ P(X = 0) ≤ 0.01 ⇔ e−λ ≤ 0.01 ⇒ λ ≥ 4.61

D’où n10−6 ≥ 4.61 etn ≥ 4.61 106

Pour une probabilit́e≥ 0.999 on auraitn ≥ 6.91 106.

22. SoientX le nombre d’enfants etY le nombre de garçons qu’une famille choisie au
hasard peut contenir. On sait queX ∼ P(µ).
Si µ = 2, X a une distribution en cloche avec 2 modes successifs : 1 et 2. Si
µ = 3.5, X a une distribution en cloche, de mode 3, donc déplaće sur la droite
(voir 19)
Si on sait que la famille choisie contientn enfants, il est clair que le nombre de
garçons suit une loiB

(
n, 1

2

)
. Onécrit :

P(Y = k|X = n) = Ck
n

(
1

2

)k (
1

2

)n−k
= Ck

n

(
1

2

)n
aveck ∈ {0, 1, . . . , n}
On a(Y = k) = (Y = k ∩X = k) ∪ (Y = k ∩X = k + 1) ∪ · · ·
Les différenteśeventualit́esétant deux̀a deux incompatibles, on a :

P(P (Y = k) =
+∞∑
i=0

P(X = k + i ∩ Y = k)
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68 Solutions

=
+∞∑
i=0

P(X = k + i)P(Y = k|X = k + i)

=
+∞∑
i=0

e−µ
µk+i

(k + i)!
Ck
k+i

(
1

2

)k+i
=

+∞∑
i=0

e−µ
µk+i

(k + i)!

(k + i)!

k!i!

1

2k+i

= e−µ
µk

2k
1

k!

+∞∑
i=0

µi

2i
1

i!

= e−µ
(µ/2)k

k!
e
µ/2

= e−
µ/2(µ/2)k

k!

On en d́eduit
Y ∼ P

(µ
2

)
23. SoitX le nombre de pìeces d́efectueuses que l’on peut observer sur les1 500 000

pièces.Étant donńees les hypoth̀ese, on a

X ∼ B
(
1.5 106, 10−7

)
Comme la probabilit́e, pour une pìece, d’̂etre d́efectueuse est très faible et comme
le nombre de pìeces est tr̀esélev́e, on peut́ecrire

X ∼ P(0.15)

On a
P(X = 0) = e−0.15 ≈ 0.86

La fuśee a donc 14 chances sur 100 de ne pas partir. Le projet n’est pas fameux,
compte-tenu de prix d’une telle opération !
À partir de la loi binomiale, on obtient :P(X = 0) = (1 − 10−7)1.5 106

. D’où, en
utilisant l’approximation(1− x)n ≈ 1− nx

P(X = 0) ≈ 1− 0.15 = 0.85

24. Réponses : 4.94% ; 98.66% ; 6.28%

25. Réponse : 94.37%

26. Réponse : 20.26%

27. Réponse :λ = log 0.01 ≈ 4.6
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2. VARIABLES AL ÉATOIRES DISCR ÈTES 69

28. On va d́eterminer successivementwo(t), w1(t), w(2(t) puis, par ŕecurrencewk(t).
On noteXt la variable aĺeatoire ”nombre d’́evénement pendantt.

w0(t) = P(Xt = 0)

•

w0(t+ dt) = P(X
t+dt = 0) = P(Xt = 0 ∩Xdt = 0)

= P(Xt = 0)P(Xdt = 0) 4èmehypoth̀ese

= w0(t)[1− P(Xdt ≥ 1)] = w0(t)[1− P(Xdt = 1)− P(Xdt > 1)]

= w0(t)(1− λdt− εdt)

où ε→ 0 si dt→ 0 (2èmeet 23̀emehypoth̀eses).
On en d́eduit :

w0(t+ dt)− w0(t)

dt
= λw0(t)− w0(t)ε

Et, faisant tendre dt vers źero :

w′0(t) = −λw0(t) (2.2)

L’ équation diff́erentielle2.2a pour solution ǵeńeralew0(t) = Ce−λt

Par les 2̀emeet 23̀emehypoth̀esesw0(0) = 1 doncw0(t) = e−λt

•

w1(t+ dt) = P(X
t+dt = 1)

= P(Xt = 1 ∩Xdt = 0) + P(Xt = 0 ∩Xdt = 1) , événements incompatibles

= w1(t)(1− λdt− εdt) + w0(t)λdt

où ε→ 0 si dt→ 0

On en d́eduit :

w1(t+ dt)− w1(t)

dt
= λw1(t)− w01(t)ε+ λw0(t)

Et, faisant tendre dt vers źero :

w′1(t) = −λw1(t) + λe−λt (2.3)

L’ équation diff́erentielle2.3a pour solution ǵeńeralew0(t) = (C + λt)e−λt

w1(0) = 0 doncw1(t) = λte−λt

• On a de m̂eme :

w2(t+ dt) = P(X
t+dt = 2)

= P(Xt = 2 ∩Xdt = 0) + P(Xt = 0 ∩Xdt = 2) + P(Xt = 1 ∩Xdt = 1)

= w2(t)(1− λdt− εdt) + w1(t)λdt+ w0(t)ε
′dt
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70 Solutions

où ε, ε′ → 0 si dt→ 0

On en d́eduit :
w′2(t) = −λw2(t) + λ2te−λt (2.4)

L’ équation diff́erentielle2.4a pour solution ǵeńeralew2(t) =
(
C + (λt)2

2

)
e−λt

w2(0) = 0 doncw2(t) = (λt)2

2
e−λt

• Plus ǵeńeralement, siwk−1(t) = (λt)k−1

k−1
e−λt, onécrira :

wk(t+ dt) = wk(t)(1− λdt− εdt) + wk−1(t)λdt+ wk−2(t)ε
′dt

On en d́eduit l’équation diff́erentielle

w′k(t) = −λwk(t) + λe−λt
(λt)k−1

(k − 1)!

de solution ǵeńeralewk(t) =
(
C + (λt)k

k!

)
e−λt

wk(0) = 0 doncwk(t) = (λt)k

k
e−λt

La variableXt suit une loi de Poisson de paramètreλt
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Chapitre 3

Variables aléatoiresà densit́e

1 Densit́e de probabilité

1.1 Variable aĺeatoire de distribution continue

Un deuxìeme type de distribution, pour une variable aléatoireà valeur dansR, est ca-
ract́eriśe par sa fonction de répartition continue surR. On dit alors que la variable aléatoire
est de distribution continue.
SoitX une telle variable, de fonction de répartitionFX .
Comme pour toute variable aléatoire, sit et t+ ε (ε > 0) sont deux ŕeels quelconques, on
a

P(t ≤ X < t+ ε) = FX(t+ ε)− FX(t)

On en d́eduit

P(X = t) = lim
ε→0+

P(t ≤ X < t+ ε) = lim
ε→0+

FX(t+ ε)− FX(t)

La continuit́e deFX entrâıne ici

P(X = t) = FX(t)− FX(t) = 0

Pour une variable aléatoire de distribution continue, la probabilité d’observer une valeur
réellet donńee est donc nulle quelle que soitt. Lesévénements de probabilité non nulle
seront donc obligatoirement représent́es par des intervalles.
Pour mieux comprendre, on peut reprendre l’analogie mécanique de la masse d’un solide.
Si on d́ecoupe le solide en morceaux de plus en plus petits, on peut encore parler de la
masse de chacun d’eux.À la limite, la masse d’un ”point matériel”, notion toutà fait
abstraite, est́evidemment nulle alors que la masse d’un morceau ne l’est pas.
Une telle mod́elisation probabiliste s’adapte, d’ailleurs très bienà la ŕealit́e ; lorsqu’on
dit que la taille d’un individu, choisi au hasard dans une population donnée, est de 178
cm, il s’agit d’un abus de langage : la seule affirmation correcte est que l’observation se
situe entre 177.5cm et 178.5cm.
Il r ésulte de ce qui préc̀ede que, siX est de distribution continue, on a

FX(b)− FX(a) = P(a < X ≤ b) = P(a ≤ X ≤ b) = P(a < X ≤ b) = P(a < X < b)
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72 Densit́e de probabilité

On peut alors noter

P (X ∈ [a, b]) = FX(b)− FX(a) (a < b) (3.1)

L’ensemble des observableX(Ω) est alors constitúe d’un intervalle ou d’une réunion
d’intervalles disjoints ; c’est un ensemble non dénombrable.

1.2 Densit́e de probabilit́e

Définition 3.1 SoitX une variable aĺeatoireà valeurs dansR, de fonction de ŕepartition
FX . S’il existe une fonctionf , fonction nuḿerique d’une variable ŕeelle, telle que :

∀t ∈ R , FX(t) =

∫ t

−∞
f(x)dx (3.2)

on dit quef est la densit́e de probabilit́e deX et on la notefX . On dit également queX
est une variable aléatoireà densit́e, ou de distribution absolument continue.

La théorie de l’int́egration permet de faire quelques remarques. Si la densité f existe,
alors :

1. la fonction de ŕepartition, d́efinie, surR, par une int́egrale fonction de sa borne
suṕerieure, est continue surR ;

2. en tout pointt où f admet une limitèa droitef(t+ε) et une limiteà gauchef(t−ε),
la fonction de ŕepartition admet une dérivéeà droiteégaleàf(t+ ε) et une d́erivée
à gauchéegaleàf(t− ε) ;

3. en tout pointt oùf est continue(f(t− ε) = f(t+ ε) = f(t)), la fonction de ŕepartition
admet pour d́erivéef(t).

Il r ésulte du point1que toute distribution absolument continue est continue. La réciproque
n’est pas vraie. Cependant, toutes les distributions continues usuelles sont absolument
continues. La densité, continue presque partout, est alors obtenue par dérivation de la
fonction de ŕepartition (point3), sauf en un nombre fini de points oùf n’est pas forćement
définie mais admet́eventuellement des limites̀a gauche et̀a droite (point2).

1.3 Densit́e de probabilit́e et loi de probabilit́e

Une densit́e de probabilit́e d́efinit parfaitement la distribution d’une variable aléatoire
X à valeurs dansR. Il suffit de remarquer que, connaissant la densité f , la relation3.2
permet de d́eterminer la fonction de répartitionFX . Sans chercher̀a d́eterminerFX , on
peutégalement́ecrire :

P(X ∈ [a, b]) = FX(b)− FX(a) voir la relation3.1

=

∫ b

−∞
f(x)dx−

∫ a

−∞
f(x)dx voir la relation3.2
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D’où pour tout intervalle[a, b] aveca < b :

P(X ∈ [a, b]) =

∫ b

a

f(x)dx (3.3)

Pour une fonction de répartition on utilise un segmentAB, pour une densité de probabi-
lit é, on utilise une aire de surface.
On soulignera le fait que le passage deFX à f s’obtient par d́erivation,f(x) n’est pas
une probabilit́e, mais une probabilité par unit́e de mesure, d’òu la notion de densité de
probabilit́e à rapprocher de la notion de la masse spécifique d’un solide.
Par contre la quantité f(t)dt, parfois appeĺee probabilit́e élémentaire, est, lorsque dt est
un infiniment petit,́equivalentèa :P(t ≤ X < t+ dt) = FX(t+ dt)− FX(t)

1.4 Propríet́es d’une densité de probabilit́e

La densit́e de probabilit́ef d’une variable aĺeatoireX poss̀ede les propríet́es suivantes :

1. f(x) ≥ 0 , sur R, sauféventuellement en un nombre fini de points. En effet, si
f(x) pouvait avoir une valeur ńegative sur un intervalle[α, β], on auraitP(X ∈
[α, β]) =

∫ β
α
f(x)dx < 0, (α < β), ce qui n’est pas admissible.

2.
∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1. En effet :∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

b→+∞

∫ b

−∞
f(x)dx = lim

b→+∞
FX(b) = 1

Cette deuxìeme propríet́e implique quef est int́egrable surR, donc sur tout inter-
valle.

Exemple 3.1 SoitX une variable aĺeatoire,à valeurs dansR, de fonction de ŕepartition
FX définie par :

FX :


t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ 1

2
t , si 0 < t ≤ 2

t 7→ 1 , si t > 2

X est de distribution continue (FX est continue surR). L’ensemble des observables
constitue l’intervalle]0, 2] puisque la probabilit́e de tout intervalle extérieur à ]0, 2] est
nulle.
X admet pour densité :

fX :

{
x 7→ 0 , si x ≤ 0 ou t > 2
x 7→ 1

2
, si 0 < x ≤ 2

La densit́efX s’obtient par d́erivation presque partout, sauf :
• en 0, òu fx admet pour limitèa gauche 0 (d́erivéeà gauche deFX) et pour limiteà

droite 1
2

(dérivéeà droite deFX) ;
• en 2, òu fx admet pour limitèa gauche1

2
(dérivéeà gauche deFX) et pour limiteà

droite 0 (d́erivéeà droite deFX)
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74 Densit́e de probabilité

En ces deux points, donner ou non une valeurà fX ne modifie pas l’expression deFX ,
ce qu’il est aiśe de v́erifier en utilisant la relation3.2.

Exemple 3.2 SoitY une variable aĺeatoire,à valeurs dansR, de densit́e de probabilit́e
fY définie par :

fY :

{
y 7→ 0 , si y < 0
y 7→ 1

2
e−

y/2 , si y ≥ 0

L’ensemble des observables est[0,+∞[ : tout intervalleà gauche de źero a une probabi-
lit é nulle (int́egrale d́efinie de la fonction nulle). La fonction de répartitionFY est donńee
par :

FY (t) = P(Y < t) =

∫ t

−∞
f(y)dy

On obtient :

si t ≤ 0 FY (t) = lim
a→−∞

∫ t

a

0dy = 0

si t ≥ 0 FY (t) =

∫ t

−∞
0dy +

∫ t

0

1

2
e−

y/2dy = 0 +
[
−e− y/2

]t
0

= 1− e−
t/2

On obtient finalement :

FY :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0

t 7→ 1− e−
t/2 , si t ≥ 0

On remarque qu’en zéro,FY admet pour d́erivéeà droite1
2
, égaleà la limite à droite de

fY , et pour d́erivéeà gauche 0,́egaleà la limiteà gauche defY . Le choix defY (0) = 1
2

est ici arbitraire et sans importance.
On peut alors calculerP(1 ≤ Y < 2) de deux manìeres :

P(1 ≤ Y < 2) =

∫ 2

1

1

2
e−

y/2dy

=
[
−e−y/2

]2
1

= e−
1/2 − e−1

P(1 ≤ Y < 2) = FY (2)− FY (1)

= (1− e−1)− (1− e−
1/2)

≈ 23.86%

1.5 Repŕesentation graphique

Une distributionà densit́e est en ǵeńeral repŕesent́ee par le graphe de la densité de pro-
babilité. La forme de la courbe obtenue s’appelle la forme de la distribution : uniforme
(voir 3.1), en L (voir exemple3.2), en cloche, etc.
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2 Paramètres descriptifs d’une distribution à densit́e

SoitX une variable aĺeatoire,à valeurs dansR, de densit́e de probabilit́e f . On peut as-
socierà la distribution deX un certain nombre de paramètres descriptifs. Ces paramètres
ont la m̂eme d́enomination que dans le cas d’une distribution discrète parce qu’ils re-
couvrent les m̂emes concepts.

2.1 Mode

On appelle mode de la variable aléatoireX, ou de la distribution deX, une valeur ŕeellex
pour laquelle la densité de probabilit́e deX présente un maximum.
Les distributioǹa densit́e usuelles sont, en géńeral, unimodales.
La distribution de l’exemple3.1n’a pas de mode, celle de l’exemple3.2a pour mode 0.

2.2 Esṕerance

On appelle esṕerance de la variable aléatoireX, et on noteE(X) ouµX le nombre ŕeel,
s’il existe, d́efini par :

E(X) = µX =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx

L’existence deE(X) est líe à la convergence de l’intégrale.
L’espérance deX définit la position du barycentre de l’ensemble continu des points d’une
droite qui repŕesentent l’ensemble des observables. Pour aboutirà la d́efinition ci-dessus,
on d́ecoupe cette droite enn intervalles ; auième intervalle on associe son barycentre
partielξi pond́eŕe par la probabilit́e de l’intervalle qui, si∆xi est la largeur de l’intervalle,
est peu diff́erente de la probabilité élémentairef(ξi)∆xi. E(X) est alors peu diff́erente de∑n

i=1 ξif(ξi)∆xi ; à la limite (n→ +∞, ∆xi → 0), on obtient :E(X) =
∫ +∞
−∞ xf(x)dx

On rapprochera cette définition de celle du centre de masse d’un solideà une dimen-
sion et de masse totaléegaleà 1, chaque pointx du solideétant affect́e d’une masse
sṕecifiquef(x).

Exemple 3.3 (suite de l’exemple3.1)

E(X) =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx

=

∫ 0

−∞
xfX(x)dx+

∫ 2

0

xfX(x)dx+

∫ +∞

2

xfX(x)dx

= 0 +

∫ 2

0

1

2
xdx+ 0

=

[
x2

4

]2

0

= 1
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Exemple 3.4 (suite de l’exemple3.2)

E(Y ) =

∫ +∞

−∞
yfY (y)dy

=

∫ 0

−∞
yfY (y)dy +

∫ +∞

0

yfY (y)dy

= 0 +

∫ +∞

0

y
1

2
e−

y/2dy

=
[
−ye−y/2

]+∞
0

+

∫ +∞

0

e−
y/2dy , en int́egrant par parties

=

∫ +∞

0

e−
y/2dy (car limy→+∞ ye−

y/2 = 0 etye−
y/2 = 0 poury = 0)

=
[
−2e−

y/2
]+∞

0

= 2

Exemple 3.5 SoitZ une variable aĺeatoire de densité de probabilit́e :

fZ : t 7→ 1

π

1

1 + t2
, ∀t ∈ R

On dit queZ suit une loi de Cauchy.Z n’a pas d’esṕerance ; en effet :

E(Z) =

∫ +∞

−∞

t

π

1

1 + t2
dt =

∫ 0

−∞

t

π

1

1 + t2
dt+

∫ +∞

0

t

π

1

1 + t2
dt

=
1

2π

[
log(1 + t2)

]0
−∞ +

1

2π

[
log(1 + t2)

]+∞
0

L’int égrale diverge puisque

lim
t→−∞

log(1 + t2) = lim
t→+∞

log(1 + t2) = +∞

2.3 Moment d’ordrek

On appelle moment d’ordrek (k ∈ N) de la variable aĺeatoireX, et on noteE(Xk), le
nombre ŕeel s’il existe, d́efini par :

E(X) =

∫ +∞

−∞
xkfX(x)dx

On a :

E(X0) =

∫ +∞

−∞
fX(x)dx = 1

E(X) =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx = E(X)
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2.4 Variance

On appelle variance de la variable aléatoireX, et on noteV(X), le nombre ŕeel s’il existe,
défini par :

V(X) =

∫ +∞

−∞
(x− µX)2fX(x)dx

La variance deX s’appelleégalement moment centré d’ordre 2 deX et se note :

E
[
(x− µX)2

]
= E

[
(x− E(X))2

]
On note que la variance d’une variableà densit́e, d́efinie comme l’int́egrale d’une fonction
positive presque partout et même strictement positive sur certains intervalles ne peut avoir
qu’une valeur strictement positive.
Une valeurélev́ee de la variance signifie que les valeurséloigńees de l’esṕerance ont
une forte densit́e de probabilit́e. Une faible valeur de la variance signifie que les valeurs
de forte densit́e de probabilit́e sont sitúees pr̀es de l’esṕerance. La variance est donc un
param̀etre de dispersion autour de l’espérance. L’analogie ḿecanique de la variance est
le moment d’inertie d’un solidèa une dimension par rapportà son centre de masse.
On peutécrire

V(X) =

∫ +∞

−∞
(x2 − 2xµX + µ2

X)fX(x)dx

=

∫ +∞

−∞
x2fX(x)dx− 2µX

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx+ µ2

X

∫ +∞

−∞
fX(x)dx

= E(X2)− 2µ2
X + µ2

X

= E(X2) + µ2
X

On retrouve la relation très commode dans le calcul de la variance (théor̀eme de Guldin) :

V(X) = E(X2)− E2(X)

Écart-type

On appelléecart-type deX la racine carŕee de sa variance. On le noteσX .
Un écart-type est donc un réel positif ; il s’agit d’un indice de dispersion qui présente
l’avantage d’avoir la m̂eme unit́e que les observables.

Exemple 3.6 (suite de l’exemple3.1)

V(X) =

∫ +∞

−∞
(t− 1)2fX(t)dt

=

∫ 2

0

(t2 − 2t+ 1)
1

2
dt

=
1

2

[
t3

3
− t2 + t

]2

0
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=
1

3

et donc

σX =

√
3

3

Exemple 3.7 (suite de l’exemple3.2)

E(Y 2) =

∫ +∞

−∞
u2fY (u)du =

∫ +∞

0

u2 1

2
e−

u/2du

On int̀egre par parties :

E(Y 2) =
[
−u2e−

u/2
]+∞

0
+ 2

∫ +∞

0

ue−
u/2du

= 0 + 4

∫ +∞

0

1

2
ue−

u/2du

= 4E(Y )

= 8

En effetlimu→+∞−u2e−
u/2 = 0 etu2e−

u/2 = 0 pouru = 0
Finalement :

V(Y ) = E(Y 2)− E2(Y ) = 8− 4 = 4 , σY = 2

Exemple 3.8 (suite de l’exemple3.5) Z, n’ayant pas d’esṕerance, n’a pas de variance.
On peut d’ailleurs remarquer que, l’intégrale qui d́efinitE(Z) divergeant, l’int́egrale qui
définitE(Z2) diverge a fortiori.

Mode et esṕerance sont les paramètres de position d’une distribution qui sont les plus
utilisées. Il sera fait appel, ultérieurement,̀a un troisìeme param̀etre de position qui, lui
aussi, d́ecrit une certaine tendance centrale : la médiane. L’id́ee de d́epart est de d́efinir un
nombre qui śepare l’ensemble des observables, rangés par valeurs croissantes, en deux
parties d’́egales probabilit́e ; on rencontre dans cette démarche deux difficultés : le partage
idéal en deux zoneśequiprobables n’est pas toujours possible (variables discrètes) et le
nombre cherch́e n’est pas toujours unique (on peut obtenir un intervalle). On retiendra
cependant la d́efinition suivante :

Définition 3.2 On appelle ḿediane d’une variable aléatoireX, à valeurs dansR et de
distribution continue un nombreη vérifiant la propríet́e :

P(X < η) = P(X > η) =
1

2

Pour les distributioǹa densit́e usuelles la ḿediane est unique.
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3 Loi uniforme

Définition 3.3 On dit qu’une variable aĺeatoireX, à valeurs ŕeelles, est de loi uniforme
sur [a, b], a etb étant deux ŕeels v́erifiant : a < b, si sa densit́e de probabilit́ef est d́efinie
par :

f :

{
x 7→ 0 , si x 6∈ [a, b]
x 7→ 1

b−a , si x ∈ [a, b]

On dit que la loi est uniforme sur[a, b]

3.1 Fonction de ŕepartition

En utilisant la relation3.2, on a :

P(X < t) = FX(t) =

∫ t

−∞
f(x)dx

On en d́eduit :

si t ≤ a, FX(t) =

∫ t

−∞
0dx = 0

si a ≤ t ≤ b, FX(t) =

∫ a

−∞
0dx+

∫ t

a

1

b− a
dx =

t− a

b− a

si t ≥ b, FX(t) =

∫ a

−∞
0dx+

∫ b

a

1

b− a
dx+

∫ t

b

0dx = 1

3.2 Param̀etres descriptifs

Une distribution uniforme n’a pas de mode.
Sa ḿedianeη est d́efinie parFX(η) = 1

2
= η−a

b−a ⇒ η = a+b
2

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ b

a

x

b− a
dx =

1

b− a

[
x2

2

]b
a

=
1

2

1

b− a
(b2 − a2) =

a+ b

2

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ b

a

x2

b− a
dx =

1

b− a

[
x3

3

]b
a

=
1

3

1

b− a
(b3−a3) =

1

3
(b2+ab+a2)

V(X) = E(X2)− E2(X) =
1

3
(b2 + ab+ a2)− 1

4
(b2 + 2ab+ b2) =

(b− a)2

12

L’exemple3.1repŕesente une loi uniforme sur[0, 2].
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4 Loi exponentielle

Définition 3.4 On dit qu’une variable aĺeatoireX, à valeurs dansR, suit une loi expo-
nentielle de param̀etreλ si sa densit́e de probabilit́ef est d́efinie par :

f :

{
x 7→ 0 , si x < 0
x 7→ λe−λx , si x ≥ 0

où λ est un ŕeel donńe, strictement positif.

4.1 Fonction de ŕepartition

On a :

P(X < t) = FX(t) =

∫ t

−∞
f(x)dx

On en d́eduit :

si t ≤ 0, FX(t) =

∫ t

−∞
0dx = 0

si t ≥ 0, FX(t) =

∫ 0

−∞
0dx+

∫ t

0

λe−λxdx = 0 +
[
−e−λx

]t
0

= 1− e−λt

4.2 Param̀etres descriptifs

Une distribution exponentielle a pour mode zéro.
Sa ḿediane est d́efinie par

FX(η) =
1

2
= 1− e−λη ⇒ e−λη =

1

2
⇒ −λη = − log 2 ⇒ η =

log 2

λ

E(X) =

∫ +∞

0

xλe−λxdx =
[
−xe−λx

]+∞
0

+

∫ +∞

0

e−λxdx = 0 +
1

λ

∫ +∞

0

λe−λxdx =
1

λ

En effetlimx→+∞−xe−λx = 0, siλ > 0 etxe−λx = 0 pourx = 0.
On remarque de plus que

∫ +∞
−∞ f(x)dx =

∫ +∞
−∞ λe−λxdx = 1

E(X2) =

∫ +∞

0

x2λe−λxdx =
[
−x2e−λx

]+∞
0

+

∫ +∞

0

2xe−λxdx = 0+
2

λ

∫ +∞

0

λxe−λxdx =
2

λ2

En effetlimx→+∞−x2e−λx = 0, si λ > 0 et x2e−λx = 0 pourx = 0. On remarque de
plus que la dernière int́egrale est́egaleàE(X) et doncà 1

λ

V(X) = E(X2)− E2(X) =
2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2

⇒ σX = 1
λ

L’exemple3.2concernait une distribution exponentielle de paramètre 1
2
.
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5 Loi normale

Définition 3.5 On dit qu’une variable aĺeatoireX, à valeurs dansR, suit une loi nor-
male, ou de Laplace-Gauss, si sa densité de probabilit́ef est d́efinie par

f : x 7→ 1

σ
√

2π
e−

1
2(

x−µ
σ )

2

∀x ∈ R, où µ ∈ R etσ ∈ R∗
+ sont deux ŕeels donńes

On dit également queX est une variable aléatoire normale.

5.1 Param̀etres descriptifs

Le mode, la ḿediane et l’esṕerance d’une variable aléatoire normaleX ont pour valeur
communeµ. En effet :

f ′(x) =
1

σ
√

2π

(
−x− µ

σ

)
e−

1
2(

x−µ
σ )

2

f ′(x) > 0 pourx < µ, f ′(x) = 0 pourx = µ et f ′(x) < 0 pourx > µ. f(x) présente
donc un maximum pourµ.
La droite d’́equationx = µ est un axe de syḿetrie pour le graphe def (∀a > 0, f(µ +
a) = f(µ− a)) ; cette droite śepare donc l’aire de la surface comprise entre la courbe et
l’axe des abcisses en deux partségales ; d’òu : P(X < µ) = P(X > µ) = 1

2
.

E(xX) =
1

σ
√

2π

∫ +∞

−∞
xe−

1
2(

x−µ
σ )

2

dx

On effectue le changement de variablet = x−µ
σ

(
⇒ x = σt+ µ et dt = dx

σ

)
. On ob-

tient :

E(X) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
(σt+ µ)e−

t2/2dt

=
σ√
2π

∫ +∞

−∞
te−

t2/2dt+ µ

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

t2/2dt

=
σ√
2π

[
−e− t

2/2
]+∞
−∞

+ µ

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

t2/2dt

= 0 + µ

En effetlimt→±∞−e−
t2/2 = 0. On admet de plus que

∫ +∞
−∞

1√
2π
e−

t2/2dt = 1 ; ce ŕesultat
que l’on d́emontrera ult́erieurement est́evident a priori puisqu’il s’agit de l’int́egrale sur
R de la densit́e de probabilit́e d’une variable aléatoire normale avecµ = 0 etσ = 1.

La variance de la variable aléatoire normaleX estégaleàσ2. En effet :

V(X) =
1

σ
√

2π

∫ +∞

−∞
(x− µ)2e−

1
2(

x−µ
σ )

2

dx
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On effectue le changement de variablet = x−µ
σ

(
⇒ x = σt+ µ et dt = dx

σ

)
. On ob-

tient :

V(X) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
σ2t2e−

t2/2dt

On int̀egre par parties
(∫

udv = uv −
∫
vdu
)

en posantu = t, dv = te−
t2/2dt :

V(X) =
σ2

√
2π

[
−te− t

2/2
]+∞
−∞

+
σ2

√
2π

∫ +∞

−∞
e−

t2/2dt

En notant quelimt→±∞ te−
t2/2 = 0 et

∫ +∞
−∞

1√
2π
e−

t2/2dt = 1, on obtient

V(X) = σ2

5.2 Notation

On comprend maintenant l’utilisation des symboles ”réserv́es”µ et σ pour les deux pa-
ramètres pŕesents dans l’expression de la densité. Une loi normale est complètement
définie par ces deux paramètres ; la variance intervenant plus souvent que l’écart-type
dans les mod̀eles probabilistes, on utilisera la notation :X suit une loiN (µ, σ2)

5.3 Forme de la distribution

L’ étude des variations def montre que la distribution est en cloche, symétrique par rap-
port àx = µ, dont la dispersion augmente avecσ

Définition 3.6 Si X∗ est une variable aléatoire de loiN (0, 1), on dit queX∗ est une
variable aĺeatoire normale, ŕeduite (ou normale, centrée, ŕeduite voir d́efinition4.2). Sa
densit́e est alors d́efinie par

f ∗(x) =
1√
2π
e−

x2/2 , ∀x ∈ R

5.4 Calcul des probabilit́es

Si a etb sont deux ŕeels quelconques(a < b), comment calculerP (X ∈ [a, b]) lorsqueX
suit une loiN (µ, σ2) ? L’utilisation de la relation3.1 : P(X ∈ [a, b]) = FX(b)− FX(a)

ou de la relation3.3 : P(X ∈ [a, b]) = 1
σ
√

2π

∫ +∞
−∞ e−

1
2(

x−µ
σ )

2

dx nécessiterait de connaı̂tre
l’expression analytique deFX(t) ou de disposer de tablesà triple entŕee (il faut se donner
µ, σ, t)
Le changement de variablet = x−µ

σ
, déjà introduit pŕećedemment va permettre une

grande simplification. On obtient en effet :

1√
2π

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

e−
t2

2 dt
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On reconnâıt, sous le signe intégral, la densit́e de probabilit́e d’une variable aléatoireX∗

de loiN (0, 1). On a donc :

P (X ∈ [a, b]) = P
(
X∗ ∈

[
a− µ

σ
,
b− µ

σ

])
(3.4)

La relation3.4permet de ramener tout calcul de probabilité concernant une loiN (µ, σ2)
à un calcul de probabilité concernant une loiN (0, 1). Certes, on ne connaı̂t pas d’ex-

pression analytique pour les primitives def ∗ 7→ 1√
2π
e−

t2

2 ; les int́egrales d́efinies de
cette fonction continue sont cependant calculables par des méthodes nuḿeriques. Il suffit
de disposer de tables de valeurs numériques (tables11.6, 11.7, 11.8) pour ŕesoudre le
probl̀eme pośe ; ces tables,̀a une seule entrée, sont aiśement utilisables.

5.5 Utilisation de la table11.6

On pose, pourx positif :
∫ x

0
1√
2π

− t2

2 dt = 1
2
θ(x)

Soit maintenantX une variable aĺeatoire de loiN (2, 4) :

P(3 ≤ X < 4) = P
(

1

2
≤ X∗ < 1

)
=

1

2
θ(1)− 1

2
θ

(
1

2

)
≈ 0.3413− 0.1915

≈ 0.1498

P(0 ≤ X ≤ 1) = P
(
−1 ≤ X∗ ≤ −1

2

)
=

1

2
θ(1)− 1

2
θ

(
1

2

)
≈ 0.1498

à cause de la syḿetrie par rapport̀a źero de la distributionN (0, 1)

P(0 < X ≤ 3) = P
(
−1 < X∗ ≤ 1

2

)
=

1

2
θ

(
1

2

)
+

1

2
θ(1)

≈ 0.1915 + 0.3413

≈ 0.5328

la syḿetrie de la distribution impose en effet
∫ 0

−1
f ∗(t)dt =

∫ 1

0
f ∗(t)dt
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P(−0.4 < X < 4.4) = P (−1.2 < X∗ < 1.2)

= 2
1

2
θ (1.2)

≈ 0.7698

5.6 Utilisation de la table11.7

Il s’agit là d’une table de la fonction de répartition de la variableX∗. Elle donne, pourµ
positif : FX∗(u) = P(X∗ < u).
La syḿetrie de la distribution deX∗ par rapport̀a źero permet d’́ecrire, pouru négatif :

FX∗(u) = P(X∗ < u) = P(X∗ > −u) = 1− FX∗(−u)

SiX suit une loiN (2, 4) :

P(3 ≤ X ≤ 4) = P
(

1

2
≤ X∗ < 1

)
= FX∗(1)− FX∗

(
1

2

)
≈ 0.8413− 0.6915

≈ 0.1498

P(0 ≤ X ≤ 1) = P
(
−1 ≤ X∗ ≤ −1

2

)
= FX∗

(
−1

2

)
− FX∗ (−1)

= 1− FX∗

(
1

2

)
− (1− FX∗ (−1))

= F (1)− F

(
1

2

)
≈ 0.1498

P(0 < X ≤ 3) = P
(
−1 < X∗ ≤ 1

2

)
= FX∗

(
1

2

)
− FX∗(−1)

= FX∗

(
1

2

)
− (1− FX∗(1))
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≈ 0.6915 + 0.8413− 1

≈ 0.5328

P(−0.4 < X < 4.4) = P (−1.2 < X∗ < 1.2)

= FX∗ (1.2)− FX∗ (−1.2)

= FX∗ (1.2)− (1− FX∗ (1.2))

= 2FX(1.2)− 1

= 2× 0.8849− 1

≈ 0.7698

5.7 Utilisation de la table11.8

Cette table est d’une grande utilité en statistique. Siu est un ŕeel positif et si on pose
α = P(|X∗| ≥ u), la table donneu en fonction deα. On note que :

α = P(|X∗| ≥ u)

= P [(X∗ ≥ u) ∪ (X∗ ≤ −u)]
= P (X∗ ≥ u) + P (X∗ ≤ −u) événements incompatibles

= 2P (X∗ ≥ u) = 2P (X∗ ≤ −u) symétrie de la distribution

= 1− P(−u < X < u) événement contraire

X suivant une loiN (µ, σ2), on retiendra les résultats suivants :

P(|X∗| ≥ 1.645) = 10% = P [(X∗ ≥ 1.645) ∪ (X∗ ≤ −1.645)]

= P [(X ≥ µ+ 1.645σ) ∪ (X ≤ µ− 1.645σ)]

De la syḿetrie de distribution, on d́eduit alors :

P(X∗ ≥ 1.645) = P (X ≥ µ+ 1.645σ) = 5%

P(X∗ ≤ −1.645) = P(X ≤ µ− 1.645σ) = 5%

De même

P(|X∗| ≥ 1.960) = 5% = P [(X∗ ≥ 1.960) ∪ (X∗ ≤ −1.960)]

= P [(X ≥ µ+ 1.960σ) ∪ (X ≤ µ− 1.960σ)]

D’où on peut d́eduire :

P(X∗ ≥ 1.960) = P (X ≥ µ+ 1.960σ) = 2.5%

P(X∗ ≤ −1.960) = P(X ≤ µ− 1.960σ) = 2.5%
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5.8 Importance de la loi normale

La loi normale est certainement la loi de probabilité la plus utiliśee. Comme on le verra
ultérieurement, elle intervient souvent comme loi limite vers laquelle convergent certains
mod̀eles : on peut citer la moyenne den mesures, ind́ependantes et de même loi, dont
la distribution, lorsquen augmente ind́efiniment, se rapproche de plus en plus d’une
distribution normale.
Introduite comme ”loi normale des erreurs”, d’où son nom, la loi normale semble décrire
assez bien la distribution de certains caractères bioḿetriques, par exemple la taille d’un
individu choisi au hasard dans une population donnée.
La loi normale est aussìa l’origine du d́eveloppement de modèles probabilistes, les
mod̀eles gaussiens, dont on abordera l’étude et l’utilisation plus loin : lois du chi-deux,
lois de Student, lois de Fisher-Snedecor,etc.
Dans un premier temps, on l’utilisera essentiellement comme approximation des lois,
discr̀etes, binomiale et de Poisson.

5.9 Approximation d’une loi binomiale

L’approximation a pour origine le th́eor̀eme de De Moivre-Laplace :

lim
n→+∞

Ck
np

k(1− p)n−k

1√
2π
√
np(1−p)

e
− 1

2

(
k−np√
np(1−p)

)2 = 1

si k → +∞ avecn de telle manìere que |k−np|√
np(1−p)

demeure borńe.

SiX est une variable aléatoire de loiB(n, p) et si on d́esigne parf la densit́e de probabi-
lit é d’une loiN (np, np(1− p)), le th́eor̀eme ci-dessus peutêtre interpŕet́e de la manìere
suivante : lorsquen est suffisamment grand et pour les valeurs entièresk situées dans la
zone proche de l’espérancenp, deX, où se trouve concentrée toute la probabilité, on a :

P(X = k) ≈ f(k) (3.5)

Deux pŕecisions sont̀a ajouter :
• si p = 1

2
(distribution binomiale de syḿetrie parfaite), la ”convergence” est très rapide ;

• si p 6= 1
2

(distribution binomiale dissyḿetrique), la ”convergence” est d’autant plus
lente quep est loin de1

2
.

Remplacer une expression analytique par une autre n’est pas forcément d’un grand intér̂et.
Une deuxìemeétape va permettre de simplifier au maximum les calculs et conduire, de
fait, à une meilleure approximation.
En statistique, c’est le calcul de probabilités affect́eesà des intervalles qui présentent un
intér̂et. SiX suit uneB(n, p), on se propose de calculerP(a ≤ X ≤ b). On a

P(a ≤ X ≤ b) =
∑

(a≤k≤b)

P(X = k) , a, b, k ∈ {0, 1, 2, . . . , n}
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Si on consid̀ere l’histogramme de la loi deX, cette somme est aussi donnée par la somme
des aires des rectangles de largeur 1. Il est alors clair que :

P(a ≤ X ≤ b) ≈
∫ b+0.5

a−0.5

f(x)dx

cette dernìere int́egrale, qui porte sur la densité de probabilit́e d’une loiN (np, np(1−p))
se calcule en utilisant une variable normale réduiteX∗ :

P(a ≤ X ≤ b) ≈ P

(
a− 0.5− np√
np(1− p)

≤ X∗ ≤ b+ 0.5− np√
np(1− p)

)
(3.6)

Dans la pratique, si les deux moitiés de rectangle situéesà droite et̀a gauche de l’inter-
valle [a, b] ont une aire ńegligeable par rapportà l’ensemble, on se permettra d’écrire :

P(a ≤ X ≤ b) ≈
∫ b

a

f(x)d = P

(
a− np√
np(1− p)

≤ X∗ ≤ b− np√
np(1− p)

)
(3.7)

En conclusion : sin est suffisamment grand et si la distribution n’est pas trop dis-
symétrique, une variable aléatoireX de loi B(n, p) peut être consid́eŕee comme une
variable aĺeatoire de loiN (np, np(1− p)).
Pour le calcul des probabilités, on peut utiliser3.7 ou 3.6. Lorsqu’on utilise3.6, ce qui
améliore la pŕecision de l’approximation, on dit qu’on effectue une ”correction de conti-
nuité”. Le passage de3.7 à 3.6 s’effectue tr̀es aiśement si on remarque que, puisqueX
està valeurs entìeres, on a toujours, poura et b entiers :

P(a ≤ X ≤ b) = P(a− 0.5 ≤ X ≤ b+ 0.5)

c’est dans le calcul approché, òuX est consid́eŕe comme une variablèa densit́e, que les
deux membres de l’égalit́e conduisent̀a des ŕesultats diff́erents.
Quand peut-on d́ecider de la validit́e de l’approximation ? On utilise très souvent le critère
suivant, d’origine empirique :

np ≥ 10 etn(1− p) ≥ 10

qui permet de tenir compte de la valeur den et de la dissyḿetrie. On obtient par exemple :
si p = 1

2
, n ≥ 20 ; si p = 1

4
, n ≥ 40 ; si p = 0.9, n ≥ 100, etc. bien entendu, pourp

donńe, plusn est grand, meilleure est l’approximation.
Quand est-il ńecessaire d’effectuer la correction de continuité ? En ŕealit́e, puisque cette
correction donne de meilleurs résultats, il faut se poser la question autrement : quand
peut-on abandonner la correction de continuité ? La ŕeponse est simple en théorie : d̀es
que la modification qu’elle apporte est négligeable. C’est le cas
• lorsquen est tr̀es grand ; la correction de continuité d́eplace les bornes concernantX∗

de± 0.5√
np(1−p)

. Un d́eplacement de 0.01 (qui correspond pourp = 1
2

à n = 10000) a

peu d’importance.

bar-hen.net



88 Loi normale

• lorsque ces bornes sont situées dans une zone de faible probabilité (consulter les
tables).

• lorsque l’intervalle[a, b] contient beaucoup d’entiers (faible erreur relative). On remar-
queraà ce propos que poura = b, la formule3.6donne :

P(X = a) ≈ P

(
a− 0.5√
np(1− p)

≤ X ≤ a+ 0.5√
np(1− p)

)
(3.8)

Il est évident qu’alors, quel que soitn, il n’est pas question de supprimer±0.5.
Pour terminer, on attirera l’attention sur deux points
• La variable aĺeatoireX, de loiB(n, p), est une variable discrète. Il est donc important

de pŕeciser si les bornes de l’intervalle sont ou non inclues dans l’intervalle ; ceci peut
modifier en particulier le signe du terme correctif 0.5.

• Il n’est pas choquant d’approcher une distribution sur un ensemble fini de valeurs par
une distribution surR puisqu’on sait que pour les loisB(n, p) etN (np, np(1 − p))
pratiquement toute la probabilité est concentrée autour de l’esṕerancenp.

Exemple 3.9 SoitX de loiB
(
20, 1

2

)
. Le tableau ci-dessous donne une idée de la validit́e

de l’approximation par une loi normale.

P(X = k)
k Loi binomiale Loi normale (eq.3.8)
10 0.176197 0.176929

9 ou 11 0.160179 0.160367
8 ou 12 0.120134 0.119390
7 ou 13 0.073929 0.073013
6 ou 14 0.036964 0.036678

etc.

Exemple 3.10On joue 10000 fois̀a pile ou face. Calculer la probabilité pour que le
nombre de piles soir dans l’intervalle[4900, 5100].
SoitX le nombre de piles.X suit une loiB

(
10000, 1

2

)
que l’on peut approcher par une

loi N (5000, 2500). On obtient, en d́esignant parX∗ une variableN (0, 1) :
• sans correction de continuité :

P(4900 ≤ X ≤ 5100) = P(−2 ≤ X∗ ≤ 2) ≈ 95.45%

• avec correction de continuité :

P(4900 ≤ X ≤ 5100) = P(4899.5 ≤ X ≤ 5100.5) = P(−2.01 ≤ X∗ ≤ 2.01) ≈ 95.55%

Exemple 3.11SoitX de loiB(100, 0.3). EstimerP(24 ≤ X ≤ 29).
On consid̀ere queX suit une loiN (30, 21) (puisquen(1− p) > 10 etnp > 10)
On obtient :
• sans correction de continuité :

P(24 ≤ X ≤ 29) = P(−1.3093 ≤ X∗ ≤ −0.2182) ≈ 0.3145

bar-hen.net
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• avec correction de continuité :

P(23.5 ≤ X ≤ 29.5) = P(−1.4184 ≤ X∗ ≤ −0.1091) ≈ 0.3785

Le résultat exact est≈ 0.3868.

5.10 Approximation d’une loi de Poisson

On montre que siX est une variable aléatoire de loiP(λ), on peut consid́erer queX est
de loiN (λ, λ) lorsqueλ a une valeur suffisammentélev́ee.
Pour d́ecider de la validit́e de l’approximation, le critère, d’origine empirique, ǵeńeralement
utilisé est :λ ≥ 20.
Comme dans le cas préćedent, l’approximation revient̀a remplacer des sommes de pro-
babilités par des intégrales ; il est donćegalement ńecessaire d’introduire une correction
de continuit́e.

Exemple 3.12SoitX de loiP(100). ÉvaluerP(90 ≤ X ≤ 100).
X suit pratiquement une loiN (100) et on peutécrire siX∗ est de loiN (0, 1), et en
effectuant la correction de continuité :

P(89.5 ≤ X ≤ 100.5) = P(−1.05 ≤ X∗ ≤ 1.05) ≈ 0.7063

En conclusion on retiendra le schéma ci-dessous qui résume les principales approxima-
tions :

X ∼ B(n, p)

X ∼ P(λ = np)

X ∼ P(λ) X ∼ N (λ, λ)

X ∼ N (np, np(1− p))

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

���

n ≥ 100
p ≤ 0.1

-

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@R

np ≥ 10
np(1− p) ≥ 10

λ ≥ 20

6 Autres lois

Par la suite, on aura l’occasion de définir des variables aléatoires et de d́eterminer leur
densit́e de probabilit́e. Deux distributions sont cependant intéressantes̀a connâıtre, la
premìere parce qu’elle intervient très souvent dans les livres de probabilité et de statis-
tique, la deuxìemeà cause de ses applications.
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6.1 La loi gamma

On dit qu’une variable aléatoireX, à valeurs ŕeelles, suit une loi gamma de paramètresn
etλ, si sa densit́e de probabilit́ef est d́efinie par :

f :

{
x 7→ 0 , si x ≤ 0
x 7→ λn

Γ(n)
xn−1e−λx , si x > 0

où n etλ sont deux ŕeels donńes, strictement positif, et où Γ(n) est une constante réelle
strictement positive qui ne dépend que den.
La constanteΓ(n) est aiśement calculable. En effet, on doit avoir :∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1 ⇒

∫ +∞

0

λn

Γ(n)
xn−1e−λxdx = 1 (3.9)

D’où Γ(n) =
∫ +∞

0
λnxn−1e−λxdx =

∫ +∞
0

tn−1e−tdt, en effectuant le changement de
variablet = λx. Lorsquen est un entier positif, on obtient, en intégrant par parties :

Γ(n) = (n− 1)! , n ∈ N∗

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

0

λn

Γ(n)
xne−λxdx =

1

Γ(n)

∫ +∞

0

λn−1xnλe−λxdx

On int̀egre par parties :

E(X) =
1

Γ(n)

[
−λn−1xne−λx

]+∞
0

+
n

Γ(n)

∫ +∞

0

λn−1xn−1e−λxdx

=
1

Γ(n)

[
−λn−1xne−λx

]+∞
0

+
n

λ

∫ +∞

0

λn

Γ(n)
xn−1e−λxdx

=
n

λ

En effetlimx→+∞ xne−λx = 0, siλ > 0 etxne−λx = 0 pourx = 0. On remarque de plus
que la dernìere int́egrale vaut 1 (voir la relation3.9).

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ +∞

0

λn

Γ(n)
xn+1e−λxdx =

1

Γ(n)

∫ +∞

0

λn−1xn+1λe−λxdx

On int̀egre par parties :

E(X2) =
1

Γ(n)

[
−λn−1xn+1e−λx

]+∞
0

+
n+ 1

Γ(n)

∫ +∞

0

λn−1xne−λxdx

=
1

Γ(n)

[
−λn−1xn+1e−λx

]+∞
0

+
n+ 1

λ

∫ +∞

0

λn

Γ(n)
xne−λxdx

D’où finalement

E(X2) = 0 +
n+ 1

λ
E(X) =

n(n+ 1)

λ2

On en d́eduit

V(X) = E(X2)− E2(X) =
n(n+ 1)

λ2
− n2

λ2
=

n

λ2
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6.2 La loi log-normale

On dit qu’une variable aléatoireX à valeurs ŕeelles, suit une loi log-normale si sa densité
de probabilit́ef est d́efinie par :

f :

{
x 7→ 0 , si x ≤ 0

x 7→ 1
ax
√

2π
e−

1
2(

log x−b
a )

2

, si x > 0

où a ∈ R∗
+ et b ∈ R sont deux ŕeels donńes.

La loi log-normale est utiliśee en granuloḿetrie et en bioḿetrie pour d́ecrire, par exemple,
la distribution de la taille des grains de sédiment provenant d’une couche géologique
donńee ou des cellules dans une culture donnée.
À titre d’exercice, calculonsE(X) :

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

1√
2π

∫ +∞

0

xe−
1
2(

log x−b
a )

2 dx
ax

On poset = log x−b
a

⇒ dt = dx
ax

etx = eat+b

E(X) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

1
2
t2+at+bdt

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

1
2
(t2−2at)+bdt

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

1
2
(t−a)2+a2

2
+bdt

= e
a2

2
+b 1√

2π

∫ +∞

−∞
e−

1
2
(t−a)2dt

On reconnâıt l’int égrale surR de la densit́e d’uneN (a, 1) d’où finalement :

E(X) = e
a2

2
+b

7 Mélanges de distributions

7.1 Introduction

On consid̀ere deux variables aléatoiresX etY , à valeurs dansR, de fonctions de ŕepartition
respectivesFX etFY . Soit maintenant une expérience aĺeatoireà laquelle on associe la
variable aĺeatoireZ définie ainsi : avec la probabilitép, Z a la loi deX ; avec la probabi-
lit é (1− p), Z a la loi deY .
On notep = P(Z = X) et1− p = P(Z = Y ).
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La distribution deZ peutêtre d́efinie par sa fonction de répartitionFZ . On peutécrire :
(Z < t) = (Z = X ∩ Z < t) ∪ (Z = Y ∩ Z < t). Les deuxéventualit́es étant
incompatibles, on obtient :

FZ(t) = P(Z < t) = P(Z = X ∩ Z < t) + P(Z = Y ∩ Z < t)

= P(Z = X)P(Z < t|Z = X) + P(Z = Y )P(Z < t|Z = Y )

D’où
FZ(t) = pFX(t) + (1− p)FY (t) (3.10)

On dit que la distribution deZ est un ḿelange de la distribution deX et de la distribution
deY . On ǵeńeralise aiśementà un ḿelange de plus de deux distributions.

7.2 Mélanges de distribution discrètes

SiFX etFY sont en escalier,FZ est forćement en escalier.Z est donc une variable discrète
et la probabilit́e est ŕepartie sur les points de discontinuité dont l’ensemble, ensemble des
observables deZ, est la ŕeunion des deux ensembles d’observables deX et deY .
En chaque pointti de discontinuit́e, on peut́ecrire :

P(ti ≤ Z ≤ ti + ε) = FZ(ti + ε)− FZ(ti)

= p (FX(ti + ε)− FX(ti)) + (1− p) (FY (ti + ε)− FY (ti))

= pP(ti ≤ X < ti + ε) + (1− p)P(ti ≤ Y < ti + ε)

si ε→ 0+, on obtient :

P(Z = ti) = pP(X = ti) + (1− p)P(Y = ti)

Relation que l’on peut obtenir directementà partir de l’́evénement(Z = ti) = (Z =
X ∩ Z = ti) ∪ (Z = Y ∩ Z = ti). On d́eduit en particulier :

E(Z) =
∑
i

tiP(Z = ti) = p
∑
i

tiP(X = ti) + (1− p)
∑
i

tiP(Y = ti)

Donc
E(Z) = pE(X) + (1− p)E(Y )

En application, se rapporterà l’exercice3

7.3 Mélange de distributions̀a densit́e

Par d́erivation de la relation3.10, on obtient dans ce cas :

fZ(t) = pfX(t) + (1− p)fY (t)

où fZ , fX , fY sont les densités respectives deZ,X etY . On d́eduit en particulier :

E(Z) =

∫ +∞

−∞
tfZ(t)dt = p

∫ +∞

−∞
tfX(t)dt+ (1− p)

∫ +∞

−∞
tfY (t)dt
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et on retrouve donc :
E(Z) = pE(X) + (1− p)E(Y )

En application, se reporter aux exercices9 et19.

7.4 Cas interḿediaire

On suppose maintenant queX a une distribution discrète et queY a une distributioǹa
densit́e. La distribution deZ peutêtre s’interpŕeter de la manière suivante :
• une partie,p, de la probabilit́e deΩ est ŕepartie sur les points de discontinuité qui

constituent l’ensemble des observables deX ;
• l’autre partie,1 − p, de la probabilit́e deΩ est ŕepartie de manière continue sur l’en-

semble non d́enombrable des observables deY .
Il est aiśe de montrer que, sous réserve d’existence, on a toujours :

E(Z) = pE(X) + (1− p)E(Y )

puisqu’on peut remplacer les points de la distribution deX par leur barycentre partiel
E(X) affect́e de la pond́eration globalep et proćeder de m̂eme pour les points de la
distribution deY .
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8 Exercices

1. Soit une variable aléatoireX, à valeurs ŕeelles, de fonction de répartition :

F :

{
x 7→ 0 , si x < 0

x 7→ 1− e−
x/2
(
1 + x

2

)
, si x ≥ 0

(a) F est-elle continue surR ?

(b) Déterminerlimx→+∞ F (x). Interpŕeter.

(c) Déterminer la densité de probabilit́e deX.

(d) Déterminer le mode deX.

(e) Calculer l’esṕerance et l’́ecart-type deX.

(f) Déduire de ce qui préc̀ede les variations et le graphe deF .

(g) CalculerP(1 ≤ X < 2)

2. Soit une variable aléatoireT , à valeurs ŕeelles, de densité de probabilit́e :

f :

{
t 7→ 0 , si t 6∈ [−1, 1]
t 7→ λ(1− t2) , si t ∈ [−1, 1]

(a) calculerλ. Construire le ”graphe” def .

(b) Déterminer la fonction de répartition deT et construire son graphe.

(c) Calculer la probabilit́e de l’́evénement|T | ≥ 1
2
. Repŕesenter cette probabilité

sur les deux graphes préćedents.

(d) Calculer l’esṕerance et la variance deT . Quelles est sa ḿediane ?

3. Soit une variable aléatoireX, à valeurs ŕeelles, de densité de probabilit́e, d́efinie
pourn > 1 :

f :

{
x 7→ axn−1 , si 0 ≤ x < 1, a ∈ R
x 7→ 0 , si x 6∈ [0, 1[

(a) calculera.

(b) Calculer l’esṕerance et la variance deX.

(c) Déterminer la fonction de répartition deX.

4. Soit une variable aléatoireY , à valeurs ŕeelles, de densité de probabilit́e :

f :

{
y 7→ 0 , si y 6∈

[
−π

2
, π

2

]
y 7→ 2

π
cos2 y , si y ∈

[
−π

2
, π

2

]
(a) Calculer l’esṕerance, l’́ecart-type et le mode deY

(b) Déterminer la fonction de répartition deX. Quelle est la ḿediane deY .

(c) Calculer la probabilit́e de l’́evénementY > 4π
10

.

5. Soit une variable aléatoireX, à valeurs ŕeelles, de densité de probabilit́e :

f :

{
x 7→ a

√
4− x2 , si x ∈ [0, 2], a ∈ R

x 7→ 0 , si x 6∈ [0, 2]
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(a) calculera.

(b) Calculer l’esṕerance, la variance et le mode deX.

(c) Déterminer la fonction de répartition deX et tracer son graphe.

6. Soit une variable aléatoireX, à valeurs ŕeelles, de densité de probabilit́e :

f : x 7→ 2

π

1

(1 + x2)2
, x ∈ R

(a) Vérifier quef poss̀ede les propríet́es d’une densité de probabilit́e.

(b) Calculer l’esṕerance et l’́ecart-type deX.

(c) Déterminer la fonction de répartition deX. vérifier ses propríet́es.

(d) CalculerP(X ≥ 1)

7. Soit l’équation diff́erentielle

(1 + x2)
dy
dx

+ 4xy = 0 (3.11)

SoitX une variable aĺeatoire,̀a valeurs ŕeelles, dont la densité de probabilit́ef est
solution de3.11sur ]− 1, 1[ et nulle ailleurs.

(a) Déterminerf et donner la forme de son graphe

(b) Déterminer la fonction de répartition deX et donner la forme de son graphe.

(c) Calculer l’esṕerance et la variance deX.

(d) Calculer la probabilit́e deśevénements :
(
X ≥ 1

2

)
et
(
−1

2
≤ X ≤ 1

2

)
.

8. Soit l’équation diff́erentielle
y′′ + 2y′ = 0 (3.12)

SoitX une variable aĺeatoire,à valeurs ŕeelles, dont la fonction de répartitionF
poss̀ede les propríet́es : (i)F est continue surR ; F est nulle pourx ≤ 0 ; F est
solution de3.12pourx > 0

(a) DéterminerF et tracer son graphe. Quelle est la médiane deX ?

(b) Déterminer la densité deX et tracer son graphe. Quelle est le mode deX ?

(c) Calculer l’esṕerance et la variance deX.

9. Au cours d’une ŕecolte de fruits, les variét́esA etB ont ét́e mélanǵees. Le poids
d’un fruit de la varíet́e A est une variable aléatoireX, de fonction densité f1,
de fonction de ŕepartitionF1, d’esṕeranceµ1 et de varianceσ2

1. Pour le poids
deY d’un fruit de la varíet́eB, on a la densit́e f2, la fonction de ŕepartitionF2,
l’espéranceµ2 et la varianceσ2

2.
Les fruits sont ḿelanǵes dans les proportionsp pour la varíet́eA etq pour la varíet́e
B (p + q = 1). On appelleZ la variable aĺeatoireégale au poids d’un fruit quel-
conque de la ŕecolte.
• Déterminer la fonction de répartitionF et la fonction densit́ef deZ ;
• Calculer l’esṕeranceµ et la varianceσ2 deZ.
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10. Calculer l’esṕerance et la variance de la varianceX, à valeurs ŕeelles, de loi uni-
forme sur[a, b]. Déterminer sa fonction de répartition.

11. Soit une variable aléatoireX, à valeurs ŕeelles, de densité de probabilit́e :

f :

{
x 7→ 0 , si 0 < x
x 7→ λe−λx , si x ≥ 0 avecλ ∈ R∗

+

(a) Calculer l’esṕerance et la variance deX.

(b) Déterminer la fonction de répartition deX.

(c) Déterminer le mode et la ḿediane deX.

(d) Pourλ = 1
2
, calculer la probabilit́e deśevénements :(2 ≤ X < 3), (X ≥ 5),

(X < 7).

12. On consid̀ere la variable aléatoireX, à valeurs ŕeelles, de loiN (µ, σ2).

(a) Tracer le graphe de la densité de probabilit́e deX ; déterminer sa largeur̀a
mi-hauteur.

(b) Calculer l’esṕerance et la variance deX.

(c) Déterminer les nombres réels positifs,a et b, tels que :
P(µ− a < X < µ+ a) = 0.95 ; P(µ− b < X < µ+ b) = 0.99

(d) Déterminer les nombre réelsc etd tels que :P(X ≤ c) = P(X ≥ d) = 0.05.

13. Soit la variable aĺeatoire normaleX, d’esṕerance 4 et de variance 4.

(a) Calculer la probabilit́e de l’́evénement :(X > 6)

(b) Calculer la probabilit́e de l’́evénement :(|X| > 6)

(c) Calculer la probabilit́e de l’́evénement :(2 ≤ X ≤ 6)

(d) Calculer la probabilit́e de l’́evénement :(1.7 ≤ X ≤ 2.82)

14. On veut transporter rapidement entre deux villesA etB, dans des conditions de
confort acceptables, 1600 voyageurs se présentant, pratiquement en même temps,
à la gareA. On metà leur disposition deux trains identiques. On suppose que
chaque individu choisit au hasard l’une ou l’autre rame et qu’il n’a pas le temps
d’en changer.
Combien faut-il pŕevoir de places assises dans chaque rame si l’on veut que la
probabilit́e, pour que des voyageurs soient obligés de rester debout, soit inférieure
à3 10−3 ?

15. On place un compteur Geiger devant une source de rayonnement. Le nombre d’im-
pulsions, que l’on peut enregistrer pendant une minute, est une variable aléatoire
de Poisson, dont l’espéranceλ mesure l’intensit́e du rayonnement. Siλ = 10000
coups/minute, calculer la probabilité d’observer, en une minute, un nombre d’im-
pulsions sitúe dans l’intervalle :[9800, 10200].

16. On admet que, dans la population française adulte, la taille d’un individu mâle,
choisi au hasard, est une variable aléatoire normale d’espérance 170 cm et d’écart-
type 6.2 cm.
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Si on choisit au hasard 200 individus, calculer la probabilité d’obtenir au moins 5
individus de taille suṕerieure oúegaleà 186 cm, condition pour former uneéquipe
de basket valable.

17. On admettra, ce que l’on peut discuter, que la durée de fonctionnement correct
d’un appareil donńe est une variable aléatoire normale, d’espérance 1500 heures,
et d’écart-type 300 heures.
Une ŕevision ṕeriodique le remet complètementà neuf. Au bout de combien de
temps faut-il effectuer la révision pour que la probabilité de trouver l’appareil en
panne soit inf́erieure oúegaleà 0.5% ?

18. Un garage contient 900 places. Si on admet que, chaque jour, le taux d’absentéisme
est de 10%, combien peut-on avoir d’abonnés pour̂etre pratiquement sûr de ne pas
laisser de voitures dehors, un jour donné ?

19. On s’int́eressèa la vitesse de d́eplacement de piétons, sur un parcours détermińe.
On admet le mod̀ele suivant : la vitesse d’un individu isolé, choisi au hasard, est
une variable aĺeatoire normale
• d’esṕerance 1.4 m/s et d’écart-type 0.4 m/s pour une femme ;
• d’esṕerance 1.6 m/s et d’écart-type 0.4 m/s pour une homme.
La population est composée d’un tiers d’hommes et de deux tiers de femmes.
SoitV la vitesse d’un individu isolé, choisi au hasard, dont on ignore le sexe.

(a) Calculer la probabilit́e de l’́evénement : (V <1.2 m/S)

(b) la vitesse d’un individu áet́e trouv́e inférieureà 1.2m/s. Quelle est la proba-
bilit é pour qu’il s’agisse d’une femme ?

(c) Déterminer l’expression explicite de la densité deV . Calculer l’esṕerance et
l’ écart-type deV .

20. Une entreprise comprend 900 employés. Elle dispose d’une cantine de 500 places
qui assure deux services. Si chaque employé choisit indiff́eremment l’un ou l’autre
service, quelle est la probabilité pour qu’un jour donńe on refuse du mondèa la
cantine ?

21. On d́esigne parP la probabilit́e d’observer un ph́enotype donńe sur un individu
issu d’un certain croisement. Calculer la probabilité d’observer moins de 250 in-
dividus posśedant le ph́enotype, sur uńechantillon de 384 descendants, sous les
hypoth̀eses :P = 3

4
, puisP = 9

16
.

22. SoitX une variable aĺeatoire,̀a valeurs ŕeelles, de densité de probabilit́e

f :

{
x 7→ 0 , si x < 0

x 7→ xe−
x2/2 , si x ≥ 0

• Déterminer le mode deX et tracer le graphe def .
• Calculer l’esṕerance et la variance deX.
• Déterminer la fonction de répartition deX et calculer la probabilit́e de l’́evénement

(0 ≤ X < 2)

bar-hen.net



98 Exercices

23. (a) On poseIn =
∫ +∞

0
xne−x

2
dx, où n ∈ N. On admetI0 =

√
π

2
. CalculerI1.

Par int́egration par parties, trouver la relation entreIn+2 etIn. En d́eduire les
valeurs deI2, I3, I4, I5, I6.

(b) Dans la th́eorie de Maxwell, la vitesse d’une molécule d’un gaz donńe, dans
des conditions donńees, est une variable aléatoireV , dont la densit́e de pro-

babilité f est donńee par :f(v) = 0 pourv ≤ 0 ; f(v) = Av2e−
v2/a2 pour

v ≥ 0, où a est un param̀etre positif etA un facteur de proportionnalité.
• CalculerA en fonction dea. Déterminer le mode deV .
• Exprimer, en fonction dea et des nombresIn, le moment d’ordrek deV .
• En d́eduire, en fonction dea, l’esṕerance et la variance deV .

24. La duŕee de vie d’un composantélectronique, choisi au hasard dans un fabrication
donńee, est une variable aléatoireT de densit́e :

f :

{
t 7→ 0 , si t < 0
t 7→ λ2te−λt , si t ≥ 0

où λ est un ŕeel positif.
• Calculer le mode, l’esṕerance et la variance deT .
• Déterminer la fonction de répartition de la variableT .
• on poseλ = 2 10−4, t étant expriḿe en heures. Calculer les probabilités
P1 de l’événement(T < 500 h) etP2 de l’événement(T ≥ 10000 h)

(a) En posant, pour simplifierP1 = 0.5% etP2 = 40%, calculer la probabilit́e
de trouver, dans un lot de 600 composants choisis indépendamment :
• plus de 6 composants de durée de vie inf́erieurà 500h ;
• plus de 220 composants de durée de vie au moinśegaleà 10000h.

(b) On a ḿelanǵe 10 composants de fabrication caractériśee parλ = a et 5
composants d’une fabrication caractériśee parλ = b. On choisit au hasard
un élément de ce ḿelange ; soitX sa duŕee de vie.
• Déterminer la densité deX.
• Calculer l’esṕerance et la variance deX
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9 Solutions

1. (a) F est d́efinie surR. F est continue pourx < 0 et pourx > 0. Le probl̀eme
de la continuit́e se pose en 0. On aF (0) = 1− 1 = 0. De plus :

lim
x→0−

= 0 = F (0); lim
x→0+

= 1− lim
x→0+

e−
x/2
(
1 +

x

2

)
= 1− 1 = 0 = F (0)

F est continue en źero et donc surR
(b) limx→+∞ F (x) = 1− limx→+∞ e−

x/2 − limx→+∞ e−
x/2X

2
= 0

En effet limx→+∞ e−
x/2 = 0+ et limx→+∞ e−

x/2X
2

= 0+ (l’exponentielle
d’une fonction puissance l’emporte sur toute fonction puissance)
Toute fonction de ŕepartition poss̀ede cette propriét́e (P(Ω) = 1)

(c) Par d́erivation, on obtient la densitéf :

f :

{
x 7→ 0 , si x < 0

x 7→ e−
x/2x

4
, si x ≥ 0

X suit une loi gamma d’ordre 1 et de paramètre 1/2.

(d) Pourx > 0 f ′(x) = 1
8
e−

x/2(2− x).
f ′(x) > 0 pourx < 2 ; f ′(x) = 0 pourx = 2 ; f ′(x) < 0 pourx > 2.
f admet donc un maximum pourx = 2. La variable aĺeatoireX a pour mode
2.

(e)

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

0

e−
x/2x

2

4
dx =

[
−e−x/2x

2

2

]+∞

0

+4

∫ +∞

0

e−
x/2x

4
dx = 4

E(X2) =

∫ +∞

0

e−
x/2x

3

4
dx =

[
−e−x/2x

3

2

]+∞

0

+6

∫ +∞

0

e−
x/2x

2

4
dx = 6×4 = 24

On en d́eduitV(X) = E(X2)−E2(X) = 24− 16 = 8 et doncσ(X) = 2
√

2

(f) tableau ŕecapitulatif (f(2) ≈ 0.184, F (2) ≈ 0.264

(g) P(1 ≤ X < 2) = F (2)−F (1) = 1−2e−1−1+ 3
2
e−

1/2 = 2e−1 + 3
2
e−

1/2 =≈
17.40%

On a aussiP(1 ≤ X < 2) =
∫ 2

1
x
4
e−

x/2dx =
[
−x

2
e−

x/2 − e−
x/2
]2

1
= 2e−1 +

3
2
e−

1/2 =≈ 17.40%

2. (a) Pour quef soit une densit́e il faut queλ soit un ŕeel positif (f(t) ≥ 0 et∫ +∞
−∞ f(t)dt = 1.

D’où
∫ 1

−1
λ(1− t2)dt = λ

[
t− t3

3

]1
−1

= λ4
3

= 1 et donc

λ =
3

4

Il est aiśe d’étudier les variations et de construire le graphe def .
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(b) SoitF la fonction de ŕepartition deT . On aF (t) = P(T < t) =
∫ t
−∞ f(x)dx

On en d́eduit aiśement :

F :


t 7→ 0 , si t ≤ −1

t 7→ 1
2

+ 3
4

(
t− t3

3

)
, si − 1 < t ≤ 1

t 7→ 1 , si t > 1

(c)

P
(
|T | ≥ 1

2

)
=

∫ −1/2

−∞
f(t)dt+

∫ +∞

1/2

f(t)dt

=

∫ −1/2

−1

3

4
(1− t2)dt+

∫ 1

1/2

3

4
(1− t2)dt

= 2
3

4

[
t− t3

3

]1

1/2

à cause de la syḿetrie de la distribution

=
3

2

[
2

3
− 1

2
+

1

24

]
=

5

16

On pourraitégalement́ecrire :

P
(
|T | ≥ 1

2

)
= P

(
T ≥ 1

2

)
+ P (T ≤ frac12)

= 1− F

(
1

2

)
+ F

(
−1

2

)
= 2F

(
−1

2

)
= 2

(
1− F

(
1

2

))
toujoursà cause de la syḿetrie

(d) Il est clair queT a pour mode 0 et pour ḿediane 0
E(T ) =

∫ +∞
−∞ tf(t)dt =

∫ 1

−1
3
4
(t− t3)dt = 0 (fonction impaire)

On en d́eduit

V(T ) = E(T 2)− E2(T ) = E(T 2)

=

∫ +∞

−∞
t2f(t)dt

=

∫ 1

−1

3

4
(t2 − t4)dt

= 2

∫ 1

0

3

4
(t2 − t4)dt (fonction paire)
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=
3

2

[
t3

3
− t5

5

]1

0

=
1

5

3. Réponses :a = n ; E(X) = n
n+1

; V(X) = n
(n+2)(n+1)2

F :


x 7→ 0 , si x ≤ 0
x 7→ xn , si 0 < x ≤ 1
x 7→ 1 , si x > 1

4. Réponses :E(Y ) = 1 mode deY = médiane deY =0 σ(Y ) = π
2
√

3

F :


y 7→ 0 , si y ≤ −π

2

y 7→ 1
2

+ 1
π

(
x+ sin 2x

2

)
, si − π

2
< y ≤ π

2

y 7→ 1 , si y > π
2

P
(
Y >

4π

10

)
= 1−

(
0.9 +

1

2π
sin

4π

5

)
≈ 0.645%

Indications : pour le calcul des intégrales, on posecos2 x = 1+cos 2x
2

; la fonction
x2 cos 2x s’intègre par parties. La distribution est en cloche, symétrique par rapport
à la valeur źero.

5. Réponses :a = 1
π

; E(X) = 8
3π
≈ 0.8488 ; V(X) = 1−

(
8
3π

)2 ≈ 0.2795 ; mode de
X=0

F :


x 7→ 0 , si x ≤ 0

x 7→ 2
π

arcsin x
2

+ 1
π
x
√

1− x2

4
, si 0 < x ≤ 12

x 7→ 1 , si x > 2

Indications : on note que le graphe def est un quart de cercle centré à l’origine
et de rayon 2. On remarque quef est discontinue en zéro ; ceci entrâıne, pourF ,
l’existence, en źero, d’une d́erivéeà gauche et d’une dérivéeà droite respective-
mentégales̀a la limiteà gauche et̀a la limiteà droite def .
La seule difficult́e de l’exercice ŕeside dans le calcul des intégrale. Ońecrit

√
4− x2dx =

2
√

1− x2

4
dx et on effectue le changement de variable :

u = arcsin
x

2
⇔ x

2
= sinu et − π

2
≤ u ≤ π

2
⇒ dx = 2 cos udu√

1− x2

4
= | cosu| = cosu

On a ainsiI0 =
∫ 2

0

√
4− x2dx = 4

∫ π
2

0
cos2 udu = 4

∫ π
2

0
1+cos 2u

2
du

I1 =
∫ 2

0
x
√

4− x2dx = 8
∫ π

2

0
cos2 u sinudu = −8

3
[cos3 u]

π
2
0

I2 =
∫ 2

0
x2
√

4− x2dx = 16
∫ π

2

0
cos2 u sin2 udu = 4

∫ π
2

0
sin2 2udu = 4

∫ π
2

0
1−cos 4u

2
du
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6. (a) On doit avoirf(x) ≥ 0 et
∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1. Or 2

π
1

(1+x2)2
> 0 surR ; il reste

à calculer
∫ +∞
−∞

2
π

1
(1+x2)2

dx.
On fait le changement de variable :

u = arctan x ⇔ x = tanu et − π

2
< u <

π

2
⇒ dx = (1 + tan2u)du

On obtient
∫ +∞
−∞ f(x)dx = 2

π

∫ +π
2

−π
2

1
1+tan2 u

du = 2
π

∫ +π
2

−π
2

cos2 udu = 2
π

∫ +π
2

−π
2

1+cos 2u
2

du =

1
π

[
u+ sin 2u

2

]+π
2

−π
2

= 1

(b) Sous ŕeserve de la convergence des intégrales, on a :E(X) = µ =
∫ +∞
−∞ xf(x)dx

, V(X) = σ2(X) = E[(X − µ)2] =
∫ +∞
−∞ (X − µ)2f(x)dx

E(X) = 1
π

∫ +∞
−∞

1
(1+x2)2

2xdx = 1
π

[
− 1

1+x2

]+∞
−∞

= 0.

CommeE(X) = µ = 0, on a, dans cas :

V(X) = E(X2) = 2
π

∫ +π
2

−π
2

tan2 u
1+tan2 u

du = 2
π

∫ +π
2

−π
2

sin2 udu = 2
π

∫ +π
2

−π
2

1+cos 2u
2

du =

1
π

[
u+ sin 2u

2

]+π
2

−π
2

= 1

Finalement :
E(X) = 0, σ(X) =

√
1 = 1

(c) Par d́efinition, la fonction de ŕepartition est une fonctionF , définie surR, et
telle que :F (x) = P(X < x). On a donc :

F (x) = P(X < x) =

∫ x

−∞
f(t)dt =

2

π

∫ x

−∞

dt
(1 + t2)2

,∀t ∈ R

En posantu = arctan t, on obtient :F (x) = 1
π

[
u+ sin 2u

2

]arctanx

−π
2

. En remar-

quant quesin 2u = 2 tanu
1+tan2 u

:

F (x) = 1
π

[
u+ tanu

1+tan2 u

]arctanx
−π

2

= 1
π

[
arctanx+ x

1+x2 + π
2

]
. D’où :

F : x 7→ 1

2
+

1

π

[
arctanx+

x

1 + x2

]
,∀x ∈ R

On pet v́erifier queF est strictement croissante (dérivée positive), quelimx→−∞ F (x) =
1
2

+ 1
π

(
−π

2

)
= 0 et quelimx→1∞ F (x) = 1

2
+ 1

π

(
π
2

)
= 1

(d) P(X ≥ 1) = 1− P(X < 1) = 1− F (1) = 1− 1
2
− 1

π

[
π
4

+ 1
2

]
= 1

4
− 1

2π
≈

9.08%

7. L’ équation diff́erentielle3.11est du premier ordre, lińeaire et homog̀ene. Elle se
résout par śeparation des variables et admet sur] − 1, 1[, la solution ǵeńeraleφ :
x 7→ λ(1−x2)2,∀λ ∈ R. Sur]−1, 1[, f est solution particulìere de3.11, détermińee
par la condition

∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1.
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(a) On trouve facilement :

F :

{
x 7→ 0 , si x 6∈]− 1, 1[
x 7→ 15

16
(x4 − 2x2 + 1) , si x ∈]− 1, 1[

ainsi que :

F :


x 7→ 0 , si x ≤ −1

x 7→ 1
2

+ 15
16

(
x5

5
− 2x

3

3
+ x
)
, si − 1 < x ≤ 1

x 7→ 1 , si x > 1

(b) E(X)= mode deX= médiane deX=0 - V(X) =1/7

(c) P(X ≥ 1/2) = 1− F (1/2) = 1
2
− 15

16

(
1

160
− 1

12
+ 1

2

)
≈ 10.35% et à cause de

la syḿetrie de la distribution
P(−1/2 ≤ X ≤ 1/2) = 1− 2P(X ≥ 1/2) ≈ 79.30%

8. L’ équation diff́erentielle3.12est du premier ordre, lińeaire et homog̀ene. De l’́equation
caract́eristiquer(r + 2) = 0, on d́eduit la solution ǵeńeraleφ : x 7→ A + Be−2x,
surR, ∀A, ∀B. On aura doncF (x) = 0 pourx ≤ 0 etF (x) = A + Be−2x pour
x > 0.

(a) Le probl̀eme de la continuité deF se pose en źero. OrF (0) = 0 = limx→0− F (x).
Il faut doncF (0) = 0 = limx→0+ F (x) = A+B. Donc :

B = −A

(b) F , fonction de ŕepartition doit̂etre non d́ecroissante. Or pourx > 0,F ′(x) =
2Ae−2x. On doit avoirA > 0.

(c) De pluslimx→+∞ F (x) = 1− 0 ⇒ limx→+∞A− Ae−2x = A = 1

(d) On obtient finalement :

F :

{
x 7→ 0 , si x ≤ 0
x 7→ 1− e−2x , si x > 0

puis la densit́e

f :

{
x 7→ 0 , si x ≤ 0
x 7→ 2e−2x , si x > 0

F admet en źero une d́erivéeà gauche et une dérivéeà droite. On peut choisir
arbitrairement.

(e) Mode deX = 0 ; E(X) = 1
2

; V(X) = 1
4

(f) F (x) = 1
2

poure−2x = 1
2
⇒ 2x = log 2. Médiane deX = 1

2
log 2 ≈ 0.3465

9. On aF (t) = P(Z < t), ∀t ∈ R
Or l’ événement(Z < t) peut s’́ecrire (Z < t) = (Z = X ∩ Z < t) ∪ (Z =
Y ∩ Z < t).
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Les deux́eventualit́esétant incompatibles, on a :

P(Z < t) = P(Z = X ∩ Z < t) + P(Z = Y ∩ Z < t)

= P(Z = X)P(Z < t|Z = X) + P(Z = Y )P(Z < t|Z = Y )

= P(Z = X)P(Z = X) + P(Z = Y )P(Z = Y )

FinalementF (t) = pF1(t) + qF2(t) et par d́erivationf(t) = pf1(t) + qf2(t). On
en d́eduit :

E(Zα) =

∫ +∞

−∞
tαf(t)dt

=

∫ +∞

−∞
tα(pf1(t) + qf2(t))dt

= p

∫ +∞

−∞
tαf1(t)dt+ q

∫ +∞

−∞
tαf2(t)dt

pE(Xα) + qE(Y α)

En particulier

E(Z) = pE(X) + qE(Y ) ⇔ µ = pµ1 + qµ2

E(Z2) = pE(X2) + qE(Y 2)

On sait, d’autre part, que pour toute variableT

V(T ) = E(T 2)− E2(T ) (3.13)

E(T 2) = V(T ) + E2(T ) (3.14)

Donc, d’apr̀es3.14: E(Z2) = p(µ2
1 + σ2

1) + q(µ2
2 + σ2

2)

et, d’apr̀es3.13: V(Z) = p(µ2
1 + σ2

1) + q(µ2
2 + σ2

2)− (pµ1 + qµ2)
2

D’où :

V(Z) = pµ2
1 + qµ2

2 − p2µ2
1 − q2µ2

2 − 2pqµ1µ2 + pσ2
1 + qσ2

2

= pµ2
1(1− p) + qµ2

2(1− q)− 2pqµ1µ2 + pσ2
1 + qσ2

2

= pq(µ2
1 + µ2

2 − 2µ1µ2) + pσ2
1 + qσ2

2

= pq(µ1 − µ2)
2 + pσ2

1 + qσ2
2

10. La densit́e deX est :

f :

{
x 7→ 0 , si x 6∈ [a, b]
x 7→ 1

b−a , si x ∈ [a, b]

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ b

a

x

b− a
dx =

1

b− a

[
x2

2

]b
a

=
1

2

b2 − a2

b− a
=
b+ a

2
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E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ b

a

x2

b− a
dx =

1

b− a

[
x3

3

]b
a

=
1

3

b3 − a3

b− a
=

1

3
(b2+ab+a2)

D’où, d’apr̀es3.13:

V(X) = E(X2)− E2(X) =
1

3
(b2 + ab+ a2)− (b+ a)2

4
=

1

12
(b− a)2

On aF (t) = P(T < t) =
∫ t
−∞ f(x)dx ∀t ∈ R. On en d́eduit :F (t) = 0, si t ≤ a

F (t) =
∫ a
−∞ f(x)dx+

∫ t
a
f(x)dx = 0 +

∫ t
a

1
b−adx = t−a

b−a , si a < t ≤ b

F (t) =
∫ a
−∞ f(x)dx+

∫ b
a
f(x)dx+ +

∫ t
b
f(x)dx = 0 + b−a

b−a + 0 = 1, si t > b

11. La variableX suit une loi exponentielle, de paramètreλ

(a) On remarque quef poss̀ede bien les propriét́es d’une densité :f(x) ≥ 0 sur
R∫ +∞
−∞ f(x)dx =

∫ +∞
0

λe−λxdx =
[
−e−λx

]+∞
0

= 1

(b)

E(X) = int+∞−∞xf(x)dx =

∫ +∞

0

λxe−λxdx =
[
−xe−λx

]+∞
0

+
1

λ

∫ +∞

0

λe−λxdx =
1

λ

E(X2) = int+∞−∞x
2f(x)dx =

∫ +∞

0

λx2e−λxdx =
[
−x2e−λx

]+∞
0

+
2

λ

∫ +∞

0

λxe−λxdx =
2

λ

V (X) =
2

λ
− 1

λ2
=

1

λ2

(c) SoitF la fonction de ŕepartition. On a

F (t) = P(X < t) =

∫ t

−∞
f(x)dx = 0 si t ≤ 0

=

∫ 0

−∞
f(x)dx+

∫ t

0

f(x)dx =
[
−e−λx

]t
0

= 1− e−λt si t > 0

(d) La densit́e est nullèa gauche de źero et d́ecroissantèa droite de źero. (f ′(x) <
0). Le mode deX est donc 0.
F (t) = 0.5 si e−λt = 0.5.X a donc pour ḿedianet = 1

λ
log 2 (voir exercice7

pourλ = 2)

(e) Si λ = 1
2

:

P(2 ≤ X ≤ 3) = F (3)− F (2) = e−1 − e−
3/2 ≈ 14.47%

P(X ≥ 5) = 1− F (5) = e−
5/2 ≈ 8.21%

P(X < 7) = F (7) = 1− e−
7/2 ≈ 96.98%
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12. X a pour densit́ef : x 7→ 1
σ
√

2π
e−

1
2(

x−µ
σ )

2

∀x ∈ R
Le graphe def est syḿetrique par rapport̀ax = µ.
Point d’inflexion pourx = µ± σ.
Donner les valeurs deµ+ iσ pouri = 1, 2, 3 dans le tableau de variation.

On af(x) = 1
2

1
σ
√

2π
poure−

1
2(

x−µ
σ )

2

= 1
2
⇒
(
x−µ
σ

)
= 2 log 2 ⇒ x = µ±σ

√
2 log 2

D’où la largeur̀a mi-hauteur :

2σ
√

2 log 2 = 2.3548σ

En effectuant le changement de variablez = x−µ
σ

et en admettant
∫ +∞
−∞

1√
2π
e−

1
2
z2dx =

1 on trouve facilementE(X) = µ etV(X) = σ2.
En tenant compte de la symétrie de la distribution, en désignant parZ une variable
normale centŕee ŕeduite, on aura (voir table) :

P(µ−a < X < µ+a) = 0.95 ⇔ P(µ−a < X) = 0.975 ⇔ P(Z < a/σ) = 0.975 ⇔ a ≈ 1.96σ

P(µ− b < X < µ+ b) = 0.99 ⇔ b ≈ 2.576σ

P(X ≤ c) = 0.05 ⇔ c ≈ µ− 1.645σ

P(X ≥ d) = 0.05 ⇔ d ≈ µ+ 1.645σ

13. SoitZ une variable normale centrée ŕeduite, de fonction de répartitionF . SiX ∼
N (4, 22), on a :

(a) P((X > 6) = P(Z > 6−4
2

) = 1− P(Z ≤ 1) = 1− F (1).
• Dans la table11.6, on lit F (1) ≈ 0.8413
• Dans la table11.7, on lit F (1) = 1

2
+ θ(1) ≈ 0.5 + .3413

• Dans la table11.8, on estimeF (1) = 1 − 1
2
P(|Z| ≥ 1) ≈ 1 − 1

2
(31 +

15
21

) 1
100

≈ 0.8414
FinalementP(X > 6) = 1− 0.8413 ≈ 15.87%

(b) P((|X| > 6) = P(−6 < X < 6) = 1 − P(−5 < Z < 1) = 1 − (F (1) −
F (−5)

Dans la table11.6, on lit F (1) ≈ 0.8413

Dans la table11.8, on tire,F (−5) = 1
2
P(|X| > 5) < 1

2
10−6 donc ńegligeable

par rapport̀aF (1).
D’où P(X > 6) = 1− 0.8413 ≈ 15.87%

(c) P((2 ≤ X ≤ 6) = P(−1 < Z < 1) = 68.26%

(d) P((1.7 ≤ X ≤ 2.82) = P(−1.15 < Z < −0.59) = P(0.59 < Z < 1.15)
(par syḿetrie)= F (1.15)− F (0.59) = 15.25%
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14. Soit l’expérience : un voyageur se présente ; deux résultats sont possibles. Il prend
la rameA ou il prend la rameB, également probables. On posep = P(Il prend la rameA) =
1
2
.

Soit l’expérienceE : 1600 voyageurs se présentent. On lui associe la variableX :
nombre de voyageurs susceptibles de prendre le trainA. En supposant l’ind́ependance
des choix, on a :X ∼ B

(
1600, 1

2

)
. Les conditions sont id́eales pour utiliser l’ap-

proximationX ∼ N (800, 202).
Soitn le nombre de places assises dans une rame. L’événement̀a éviter est ”X >
n” mais aussi ”X < 1600 − n” ; ce dernier ŕesultat entrâınerait ”1600 −X > n”,
donc une saturation de la rameB.
On veut :P(X > n) + P(X < 1600− n) < 3 10−3 (probabilit́es totales).
SiZ ∼ N (0, 1), cette ińegalit́eéquivaut̀a :P

(
Z > n−800

20

)
+P
(
Z < 1600−n−800

20

)
<

3 10−3. Ce que l’on peut́ecrire, puisquen est ŝurement suṕerieurà 800 :P
(
|Z| > n−800

20

)
<

3 10−3. Cette ińegalit́e est v́erifiée pourn−800
20

> 2.97 (voir table11.7). On en d́eduit
n ≥ 860

15. SoitX ∼ P(λ). Commeλ = 10−4, on peutécrire :X ∼ N (1000, 1002). On a
donc, siZ est une variable normale centrée ŕeduite :P(9800 ≤ X ≤ 10200) ≈
P(−2 ≤ Z ≤ 2) = 21

2
θ(2) (voir table11.6ou 11.7) . Il est inutile d’effectuer la

correction de continuité= 2F (2)− 1 ≈ 95.44%

16. Si on choisit au hasard un individu mâle, 2 ŕesultats sont possibles : sa taille est
≥ 186cm ou sa taille est< 186cm, éventualit́es disjointes. SiZ ∼ N (0, 1), on a :

P = P(X ≥ 186cm) = 1−P(X < 186) = 1−P
(
Z <

186− 170

6.2

)
= 1−P(Z < 2.58) ≈ 0.5%

(voir table11.7
Soit l’expérienceE : on choisit 200 individus m̂ales ; on peut lui associer la variable
Y : nombre d’individus de taille≥ 186cm. On aY ∼ B(200, 5 10−3) ∼ P(1)
(nombre d’individuśelev́e, et probabilit́eP très faible).
On d́eduit de la table11.4:

P(Y ≥ 5) = 1−P(Y < 5) ≈ 1−(0.3679+0.3679+0.1839+0.0613+0.0153) ≈ 37 10−4

17. Soit T la duŕee de fonctionnement correctà partir d’un ŕevision. Soita le temps
séparant deux révisions. On veut d́eterminera pour que :P(T < a) ≤ 0.05.
En d́esignant parZ une variable normale centrée ŕeduite, on a :P(T < a) =
P
(
Z < a−1500

300

)
. La conditionP

(
Z < a−1500

300

)
< 0.005 est ŕealiśee poura−1500

300
<

−2.576 ⇒ a ≤ 727 heures

18. SoitX la variable qui associèa un jour le nombre de clients qui se présentent sur
lesn abonńes. On admet que chaque abonné a une probabilit́e de9/10 de se pŕesenter
et que les d́ecisions sont ind́ependantes. Dans ces conditionsX ∼ B(n, 9/10). Donc
E(X) = 0.9n etV(X) = 0.09n.
L’objectif étant d’avoir plus de 900 abonnés, on a certainement :n > 900 etn9/10>
n1/10> 90. On peut donc utiliser l’approximation normaleX ∼ N (0.9n, 0.09n).
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Il s’agit de choisirn pour queP(X > 900) ≈ 0. On aévidemment źero pour
n ≤ 900. Pour envisager un béńefice suppĺementaire, il est clair qu’il faut courir
un risque. En choisissantP(X > 900) ≤ 10−3, et avecZ ∼ N (0, 1), on obtient :

P(X > 900) = P
(
Z >

900− 0.9n

0.3
√
n

)
≤ 10−3

En utilisant la table11.8, on : 900−0.9n
0.3
√
n
≥ 3.090 ⇒ 0.9n+ 0.927

√
n− 900 ≤ 0 ⇒

(
√
n)2 + 1.03

√
n− 1000 ≤ 0.

Ce trin̂ome a deux racines :−32.142 et 31.112 ; en tenant compte du fait que
√
n est

un nombre positif, le trin̂ome est ńegatif ou nul pour≤
√
n ≤ 31.112, c’est-̀a-dire

n ≤ 967 pour un risque de10−3.
On note qu’effectuer la correction de continuité consistèa écrire ici : P(X >
900.5). On obtient alors

√
n ≤ 31.120 etn ≤ 968.

19. On note
• V1 la vitesse d’un hommeV1 ∼ N (1.6, 0.42) ;
• V2 la vitesse d’un hommeV1 ∼ N (1.4, 0.42) ;
• H l’ événement : ”l’individu observ́e est un homme ;
• F l’ événement : ”l’individu observ́e est une femme
• Z une variable normale centrée ŕeduite.

(a)

P(V < 1.2) = P(H ∩ V < 1.2) + P(F ∩ V < 1.2) événements incompatibles

= P(H)P(V < 1.2|H) + P(F )P(V < 1.2|F )

=
1

3
P(V1 < 1.2) +

2

3
P(V2 < 1.2)

=
1

3
P
(
Z <

1.2− 1.6

0.4

)
+

2

3
P
(
Z <

1.2− 1.6

0.4

)
=

1

3
P(Z < −1) +

2

3
P(Z < −0.5)

=
1

3
0.1587 +

2

3
0.3085

≈ 25.85%

(b) P(F |V < 1.2) = P(F∩V <1.2)

P(V <1.2)
≈ 0.2056

0.2585
≈ 79.53%

(c) On noteF et f la fonction de ŕepartition et la densité deV ; on utilisera les
fonctionsF1 etf1 pourV1, F2 etf2 pourV2.
F (x) = P(V < x) = P(H ∩ V < x) + P(F ∩ V < x) = 1

3
F1(x) + 2

3
F2(x)

Par d́erivationf(x) = 1
3
f1(x) + 2

3
f2(x)

D’où f(x) = 1
3

1
0.4
√

2π
e−

1
2(

x−1.6
0.4 )

2

+ 2
3

1
0.4
√

2π
e−

1
2(

x−1.4
0.4 )

2

∀x ∈ R

(d) E(V ) =
∫ +∞
−∞ xf(x)dx =

∫ +∞
−∞ x(1

3
f1(x)+

2
3
f2(x))dx = 1

3
E(V1)+

2
3
E(V2) ≈

1.4667 m/s
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E(V 2) =
∫ +∞
−∞ x2f(x)dx = 1

3
E(V 2

1 ) + 2
3
E(V 2

2 ) = 1
3
(V(V1) + E2(V1)) +

2
3
(V(V2) + E2(V2))

E(V 2) ≈ 1
3
(0.16 + 2.56) + 2

3
(0.16 + 1.96) = 2.32m2/s2

D’où la varianceV(V ) = E(V 2)− E2(V ) ≈ 0.1688 et l’écart-typeσ(V ) ≈
0.41m/s

20. SoitX la variable qui associèa un jour le nombre de clients du premier service.
X ∼ B

(
900, 1

2

)
. L’ événement ”on refuse du mondeà l’un des deux services”

s’écrit : E = (X > 500 ∪ X < 400). En utilisant l’approximation normale on
obtientP(E) ≈ 8 ou9 10−4. La correction de continuité est ici ńegligeable.

21. Réponses :
• si P = 3

4
on obtient une probabilité de l’ordre de3 10−6 ;

• si P = 9
16

on obtient une probabilité de l’ordre de99.98%

22. Réponses : Mode=1 ;E(X) =
√

π/2 ; V(X) = 2− π/2.

F :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0

t 7→ 1− e−
t2/2 , si t > 0

P(0 ≤ X < 2) ≈ 86.466%

23. (a)

I1 =

∫ +∞

0

xe−x
2

dx =

[
−1

2
e−x

2

]+∞

0

=
1

2

In+2 =

∫ +∞

0

xn+2e
−x2

dx =

∫ +∞

0

xn+1 × xe−x
2

dx

=

[
−1

2
xn+1e

−x2

]+∞

0

+
n+ 1

2

∫ +∞

0

xne
−x2

dx

=
n+ 1

2
In

On en d́eduitI0 =
√
π

2
, I2 =

√
π

4
, I4 = 3

√
π

8
, I6 = 15

√
π

6

et I1 = 1
2

= I3, I5 = 1.

(b) La condition
∫ +∞
−∞ f(v)dv = 1 permet de calculerA. On obtient :A

∫ +∞
−∞ v2e−

v2/a2dv =
1. On int̀egre par changement de variablex = v

a
, dv = adx

Aa3

∫ +∞

0

x2e−x
2

dx = Aa3I2 = 1 ⇒ A =
4

a3
√
π

f ′(v) = 0 si v ≤ 0 ; f ′(v) = 2Ave−
v2/a2 (1− v2/a2) si v > 0.

f ′(v) > 0 si 0 < v < a, f ′(v) = 0 si v = a et f ′(v) < 0 si v > a ⇒
Mode=a.
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E(V k) =
∫ +∞
−∞ vkf(v)dv = A

∫ +∞
−∞ vk+2e−

v2/a2dv = Aak+3
∫ +∞

0
xk+2e−x

2
dx =

Aak+3Ik+2

E(V k) =
4√
π
akIk+2

On en d́eduit

E(V ) =
4√
π
aI3 =

2a√
π

E(V 2) =
4√
π
a2I4 =

3

2
a2

V(V ) = E(V 2)− E2(V ) = a2

(
3

2
− 4

π

)
24. (a) f est continue surR. Pourt > 0, f ′(t) = λ2te−λt(1 − λt). On obtient donc

le tableau de variation et le mode vaut1
λ

E(T ) =

∫ +∞

−∞
tf(t)dt =

∫ +∞

0

λ2t2e−λtdt =
[
−λt2e−λt

]+∞
0

+
2

λ

∫ +∞

0

λ2te−λtdt =
2

λ

E(T 2) =

∫ +∞

−∞
t2f(t)dt =

∫ +∞

0

λ2t3e−λtdt

=
[
−λt3e−λt

]+∞
0

+
3

λ

∫ +∞

0

λ2t2e−λtdt =
6

λ2

V(T ) =
2

λ2

F (t) = P(T < t) = 0 si t ≤ 0

=

∫ t

0

λ2xe−λxdx =
[
−λxe−λx

]t
0
+

∫ t

0

λxe−λxdx

=
[
−λxe−λx − e−λx

]t
0

= 1− (1 + λt)e−λt si t > 0

P1 = P(T < 500) = F (500) = 1− (1 + 0.1)e−0.1 ≈ 4.68 10−3

P2 = P(T ≥ 10−4) = 1− F (104) = (1 + 2)e−2 ≈ 40.60%

(b) SiX1 est la variable associantà un teléchantillon le nombre de composants
de duŕee de vie inf́erieureà 500h, on aX1 ∼ B(600, 5 10−3) ∼ P(3)

P (X1 > 6) = 1− P(X1 ≤ 6) ≈ 1− 0.9664 ≈ 3.36% (voir table11.4)

SiX2 est la variable associantà un teléchantillon le nombre de composants
de duŕee de vie suṕerieureà 10000h, on aX1 ∼ B(600, 0.4) ∼ N (240, 122)
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SiZ ∼ N (0, 1), on a :P (X2 > 220) = P(Z > −20
12

) = P(Z > −1.666).
Sans correction de continuité, on obtient :

P(Z > −20

12
) = P(Z > −1.666) = P(Z < 1.666) ≈ 0.9522

Avec correction de continuité, on obtient :

P(Z > −19.5

12
) = P(Z > −1.625) = P(Z < 1.625) ≈ 0.9479

(c) On d́etermineG, fonction de ŕepartition deX. On obtient :G(t) = P(X <
t) = P(λ = a ∩ X < t) + P(λ = b ∩ X < t) = P(λ = a)P(X < t|λ =
a) + P(λ = b)P(X < t|λ = b) = 2

3
Fa(t) + 1

3
Fb(t)

En d́erivant on obtient la densité :g(t) = 2
3
fa(t) + 1

3
fb(t). Donc :

g :

{
t 7→ 0 , si t < 0
t 7→ 2

3
a2te−at + 1

3
b2te−bt , si t ≥ 0

On en d́eduit :E(X) = 2
3

∫ +∞
−∞ tfa(t)dt + 1

3

∫ +∞
−∞ tfb(t)dt = 2

3

(
2
a

+ 1
b

)
. De

mêmeE(X2) = 4
a2 + 2

b2
.
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Chapitre 4

Fonction d’une variable aléatoire

1 Généralit és

Définition 4.1 SoitX une variable aĺeatoireà valeurs ŕeelles, associéeà un espace de
probabilité {Ω,A,P}. Soitφ une fonction nuḿerique d’une variable ŕeelle d́efinie sur
X(Ω). L’application Y = φ ◦ X, définie surΩ, est une variable aléatoire à valeurs
réelles si elle possède la propríet́e :

Pour tout intervalleI ⊂ R, {ω|Y (ω) = φ(X(ω)) ∈ I} ∈ A (4.1)

On dit alors queY est une variable aléatoire fonction de la variable aléatoireX et on
noteY = φ(X)

Remarques :

1. Lorsqu’une exṕerience aĺeatoire est associéeà une variable aléatoireX, toutes ob-
servation est traduite par un nombre réelx. La fonctionφ permet de transformer ce
réel eny = φ(x) que l’on consid̀ere alors comme la valeur observée d’une nouvelle
variable aĺeatoireY .

2. La propríet́e 4.1 nécessairèa la d́efinition de toute variable aléatoire (voir cha-
pitre 2) implique que l’on peut d́efinir la loi de probabilit́e deY , ce qui, a priori,
n’est sans doute pas possible pour n’importe quelle fonction numérique.

Le but de ce chapitréetant essentiellement de montrer comment,à partir de la loi deX, on
peut d́eduire la loi deY , il sera implicite, dans ce qui suit, que les fonctionφ consid́eŕees
sont de ”bonnes” fonctions.

1.1 Fonction d’une variable discrète

Lorsque la variable aléatoireX est une variable discrète, la variableY = φ(X) est, elle-
même discr̀ete et la d́etermination de sa loi,̀a partir de celle deX, ne pŕesente en ǵeńeral
pas de difficult́es.
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Exemple 4.1 Supposons que la loi deX soit donńee par le tableau suivant :

xi -2 -1 0 1 2 3
pi

1
16

2
16

3
16

4
16

4
16

2
16

1. Soit la variableY = 2X−3. L’ensemble des observables deY est{−7,−5,−3,−1,+1,+3}.
La fonctionφ : x 7→ y = 2x−3 est bijective et on a :pj = P(Y = yj) = P

(
X =

yj+3

2

)
.

On en d́eduit la loi deY :

yj -7 -5 -3 -1 1 3
pj

1
16

2
16

3
16

4
16

4
16

2
16

2. Soit la variableZ = X2. L’ensemble des observables deZ est{0, 1, 4, 9}
On a, pour toute observablezk strictement positive :

pk = P(Z = zk) = P [(X = −
√
zk) ∪ (X =

√
zk)]

= P (X = −
√
zk) + P (X =

√
zk)

car lesév́enements sont incompatibles et on aP(Z = 0) = P(X = 0). On en d́eduit la
loi deZ :

zk 0 1 4 9
pk

3
16

6
16

5
16

2
16

3. Peut-on d́efinir la variable 1
X

?

1.2 Fonction d’une variablèa densit́e

SiX est une variable aléatoire de densitéf , et de fonction de ŕepartitionF , on cherchera
à d́eterminer la fonction de répartitionG de la variableY = φ(X) ; cette d́etermination
sera plus ou moins compliqué suivant la nature de la fonctionφ.

Exemple 4.2 On suppose que la densité deX est :

f :

{
x 7→ 0 , si x ≤ 0
x 7→ λ2xe−λx , si x > 0

où λ est un ŕeel strictement positif. On chercheà déterminer la loi deY = 1
X

.
On aG(u) = P(Y < u) = P

(
1
X
< u

)
.

Pouru ≤ 0, il est clair que l’́ev́enement ”1
X
< u” est un év́enement impossible puisque

X, et donc 1
X

, ne peut prendre ici de valeurs négatives. On en d́eduit :

G(u) = , pouru ≤ 0

Pouru > 0, on a :

P
(

1

X
< u

)
= P

(
X >

1

u

)
= 1− P

(
X ≤ 1

u

)
= 1− P

(
X <

1

u

)
distribution continue
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On en d́eduit :

G(u) = 1− F

(
1

u

)
, pouru > 0

Par dérivation, on obtient pouru ≤ 0 : g(u) = 0 et pouru > 0 :

g(u) = −
(
− 1
u2

)
f
(

1
u

)
= λ2

u2
1
u
e−

λ/u.
D’où la densit́e deY :

g :

{
u 7→ 0 , si u ≤ 0

u 7→ λ2

u3 e
−λ/u , si u > 0

Connaissant la fonction de répartition deX :

F :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ 1− e−λt (1 + λt) , si t > 0

on peutévidemment expliciter :

G :

{
u 7→ 0 , si u ≤ 0
u 7→ 1− e−λu

(
1 + λ

u

)
, si u > 0

Exemple 4.3 SoitX une variable aĺeatoire de loiN (0, 1). On se propose de déterminer
la loi deY = X2.
On écritG(t) = P(Y < t) = P(X2 < t)
Il est clair que, pourt ≤ 0,G(t) = 0, puisque l’́ev́enement ”X2 < t” est impossible : un
carré ne peut pas prendre une valeur négative ; par d́erivation :g(t) = 0.
Pour t > 0, on aP(X2 < t) = P(−

√
t < X

√
t) et,X étant de distribution continue :

G(t) = F (
√
t)− F (−

√
t) ; par dérivation

g(t) =
1

2
√
t
f(
√
t)−

(
− 1

2
√
t

)
f(−

√
t)

=
1

2
√

2πt
e−

t/2 +
1

2
√

2πt
e−

t/2

(on rappelle quef est une fonction paire d́efinie surR par f(x) = 1√
2π
e−

x2/2)
Finalement la densité deY est :

g :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0

t 7→ 1√
2πt
e−

t/2 , si t > 0

Contrairement̀a l’exemple pŕećedent,F n’ayant pas d’expression analytique, il est im-
possible, ici, d’expliciterG. On notera,̀a propos de cet exemple, que la loi d’une variable
aléatoire d́efinie comme le carré d’une variable normale réduite est une loi classique dite
”loi du chi-deuxà un degŕe de libert́e”. Les lois du chi-deux font partie des modèles gaus-
siens qui seront d́ecrits dans les derniers chapitres de ce cours et qui sont très utiliśees
en statistique.
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2 Un cas particulier : Y = aX + b

La mod́elisation de ce cas particulier est très aiśe et se pr̂eteà des d́eveloppement intéressants.
Les param̀etresa et b étant ŕeels, on suppose, bien entendu, quea est diff́erent de źero,
sinon l’événement ”Y = b” est unévénement certain.

2.1 X est une variable discrète

Les observables deX, ranǵees par valeurs croissantes, sont numérot́ees par un indicei
repŕesentant leur rang.
La fonctionφ : x 7→ y = ax + b, a 6= 0, est bijective ; les valeurs possibles deX etY
sont donc associées par paires et on peut poseryi = axi + b, ce qui revient̀a classer les
observables deY par valeurs croissantes sia est positif, ou d́ecroissantes sia est ńegatif
et on aura :

P(Y = yi) = P
(
X =

yi − b

a

)
= P(X = xi)

La loi deY se d́eduit donc aiśement de celle deX (voir exemple4.1). Intéressons-nous
maintenant au calcul deE(Y ) et deV(Y )
On a :E(Y ) =

∑
i yiP(Y = yi), par d́efinition.

Or yi = axi + b etP(Y = yi) = P(X = xi).Donc :

E(Y ) =
∑
i

(axi + b)P(X = xi)

=
∑
i

axiP(X = xi) +
∑
i

bP(X = xi)

= a
∑
i

xiP(X = xi) + b
∑
i

P(X = xi)

comme
∑

i P(X = xi) = 1, on a :

E(Y ) = aE(X) + b (4.2)

D’autre part :

V(Y ) =
∑
i

(yi − E(yi))
2 P(Y = yi)

=
∑
i

(axi + b− aE(X)− b)2 P(X = xi)

= a2
∑
i

(xi − E(xi))
2 P(X = xi)

D’où :
V(Y ) = a2V(X) (4.3)
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2.2 X est une variablèa densit́e

On d́esigne toujours parf etF la densit́e et la fonction de ŕepartition deX et parg etG
la densit́e et la fonction de ŕepartition deY . Deux cas sont̀a envisager :

a est positif : φ : x 7→ t = ax+ b est alors une fonction continue strictement croissante,
on a :G(t) = P(Y < t) = P(aX + b < t) = P(aX < t− b) = P

(
X < t−b

a

)
On en d́eduit :G(t) = F

(
t−b
a

)
d’où

g(t) =
1

a
f

(
t− b

a

)
E(Y ) =

∫ +∞
−∞ tg(t)dt =

∫ +∞
−∞ tf

(
t−b
a

) dt
a

On posex = t−b
a
⇔ t = ax+ b⇒ dt = adx.

E(Y ) =

∫ +∞

−∞
(ax+ b)f(x)dx

= a

∫ +∞

−∞
xf(x)dx+ b

∫ +∞

−∞
f(x)dx

= aE(X) + b

on retrouve bien la relation4.2
V(Y ) =

∫ +∞
−∞ (t− E(Y ))2 g(t)dt =

∫ +∞
−∞ (t− aE(X)− b)2 f

(
t−b
a

) dt
a

.
Le même changement de variable que préćedemment donne :

V(X) =

∫ +∞

−∞
(ax− aE(X))2 f(x)dx

= a2

∫ +∞

−∞
(x− E(X))2 f(x)dx

= a2V(X)

on retrouve bien la relation4.3

a est ńegatif : φ : x 7→ t = ax + b est une fonction continue strictement décroissante,
on a :G(t) = P(Y < t) = P(aX + b < t) = P(aX < t − b) = P

(
X > t−b

a

)
=

1− P
(
X ≤ t−b

a

)
= 1− F

(
t−b
a

)
(distribution continue).

On en d́eduit :

g(t) = −1

a
f

(
t− b

a

)
, (a < 0)

E(Y ) =
∫ +∞
−∞ tg(t)dt = −

∫ +∞
−∞ tf

(
t−b
a

) dt
a

Le changement de variable(x = t−b
a
⇔ t = ax+ b) ⇒ dt = adx donne ici :

E(Y ) = −
∫ +∞

−∞
(ax+ b)f(x)dx

=

∫ +∞

−∞
(ax+ b)f(x)dx

= aE(X) + b
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on retrouve bien la relation4.2

V(X) =

∫ +∞

−∞
(t− E(Y ))2 g(t)dt

= −
∫ +∞

−∞
(t− aE(X)− b)2 f

(
t− b

a

)
dt
a

= −
∫ +∞

−∞
(ax− aE(X))2 f(x)dx

= a2

∫ +∞

−∞
(x− E(X))2 f(x)dx

= a2V(X)

on retrouve bien la relation4.3

Il r ésulte de ces deux cas que :
• sous la ŕeserveévidente de l’existence deE(X) et deV(X), les relations4.2 et 4.3

sont absolument ǵeńerales ;
• si X est une variable aléatoire de densité f , la densit́e g de la variable aĺeatoireY =
aX + b (a 6= 0), est donńee par :

g(t) =
1

|a|
f

(
t− b

a

)
(4.4)

Cette expression rend compte des deux casa > 0 eta < 0.
Ces deux remarques permettent d’énoncer les th́eor̀emes qui suivent.

Théorème 4.1Soit une variable aĺeatoireX dont l’esṕerance et la variance existent.
Soit la variable aĺeatoireY = aX + b (a et b réels,a 6= 0). On a :

E(Y ) = E(aX + b) = aE(X) + b

et
V(Y ) = V(aX + b) = a2V(X)

La démonstration de ce théor̀eme áet́e faite lorsqueX est une variable discrète et lorsque
X est une variablèa densit́e.

Théorème 4.2SoitX une variable aĺeatoire de loiN (µ, σ2).
La variable aĺeatoireY = aX + b (a et b réels,a 6= 0) est de loiN (aµ+ b, a2σ2).

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme, il suffit d’appliquer la relation4.4.

Si f(x) = 1
σ
√

2π
e−

1
2(

x−µ
σ )

2

, on a en effet :

g(t) =
1

|a|σ
√

2π
e
− 1

2

(
t−b
a −µ

σ

)2

=
1

|a|σ
√

2π
e−

1
2(

t−(aµ+b)
aσ )

2
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Exemple 4.4 SoitX une variable aĺeatoire de loiB(n, p). Cette variable áet́e d́efinie
comme le nombre d’év́enements favorables que l’on peut observer surn exṕeriences
identiques et ind́ependantes. On sait queE(X) = np etV(X) = np(1− p).
On peut́egalement d́efinir la variable aĺeatoireY = X

n
qui repŕesente alors la fŕequence

desév́enements favorables sur lesn exṕeriences. On d́eduit du th́eor̀eme4.1:

E(Y ) = E
(
X

n

)
=

1

n
E(X) =

1

n
np = p

V(Y ) = V
(
X

n

)
=

1

n2
V(X) =

1

n2
np(1− p) =

p(1− p)

n

Si, de plus, les conditions sont satisfaites pour que l’on puisse assimilerX à une variable
normale, alors on peut considérer, d’apr̀es le th́eor̀eme4.2, que la variableY suit une

loi N
(
p, p(1−p)

n

)
.

L’utilisation de la variableY représente un int́erêt certain parce que la tendance centrale
de la loi deY estp, probabilité de l’́ev́enement favorable sur une expérience, et que la
dispersion deY autour dep tend vers źero lorsquen tend vers l’infini.

2.3 Variable centŕee–variable ŕeduite

Définition 4.2 une variable aĺeatoiresà valeurs dansR, est dite ”centŕee” si son esṕerance
estégaleà źero. Une variable aĺeatoire,à valeurs dansR, est dite ”réduite” (on dit aussi
centŕee et ŕeduite) si son esṕerance est́egaleà źero et sa variancéegaleà un.

À toute variable aĺeatoireX, d’esṕeranceµ et d’écart-typeσ, on peut associer :
• une variable aĺeatoireX ′ = X − µ
• une variable aĺeatoireX∗ = X−µ

σ

La variable aĺeatoireX ′ est alors centŕee et de varianceσ2. D’après le th́eor̀eme4.1, on
a en effet :

E(X ′) = E(X − µ) = E(X)− µ = µ− µ = 0

V(X ′) = V(X − µ) = V(X) = σ2

La variable aĺeatoireX∗ est alors ŕeduite puisque :

E(X∗) = E
(
X − µ

σ

)
=

1

σ
E(X)− µ

σ
=
µ

σ
− µ

σ
= 0

V(X∗) = V
(
X − µ

σ

)
=

1

σ2
V(X) =

σ2

σ2
= 1

Si, de plus,X est de loiN (µ, σ2), il résulte du th́eor̀eme4.2queX ′ est de loiN (0, σ2)
et queX∗ est de loiN (0, 1).
Le passage de la variable normaleX à la variable normale réduite, introduit au chapitre3,
peut en fait s’interpŕeter comme le choix d’une variableX∗, plus commodèa manipuler,
définieà partir deX par la relationX∗ = X−µ

σ
; au lieu de raisonner sur la valeur observée

x deX, on raisonne sur la valeur observée x−µ
σ

deX∗.
Réciproquement, siX ′ est de loiN (0, σ2), la variableX = X ′ + µ est de loiN (µ, σ2)
et siX∗ est de loiN (0, 1), la variableX = σX∗ + µ est de loiN (µ, σ2) .
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3 Esṕerance deY = φ(X)

SoitY = φ(X) une variable aĺeatoire fonction de la variable aléatoireX.
On pose, sous réserve de la convergence de la somme ou de l’intégrale :

E[φ(X)] =
∑
i

φ(xi)P(X = xi)

siX est une variable discrète et

E[φ(X)] =

∫ +∞

−∞
φ(x)fX(x)dx

siX est une variable de densitéfX .
Si E(Y ) existe, alors on :

E(Y ) = E[φ(X)]

Cette propríet́e signifie que pour calculer l’espérance deY , il n’est pas ńecessaire de
connâıtre la loi deY : celle deX suffit.
Nous avons d́emontŕe cette propríet́e pour la variableY = aX + b, ce qui correspond̀a
l’ égalit́e :E(Y ) = aE(X) + b dans l’́enonće du th́eor̀eme4.1.
Il est relativement facile de démontrer cette propriét́e, de manìere ǵeńerale, lorsqueX
est une variable discrète. Il suffit d’utiliser comme d́efinition de l’esṕeranceE(Y ) =∑

ω∈Ω Y (ω)P(ω) (voir chapitre2)
En regroupant tous les termes qui conduisentà la m̂eme valeuryj, on retrouve la d́efinition
classique :

E(Y ) =
∑
j

yj
∑

ω|Y (ω)=yj

P(ω) =
∑
j

yjP(Y = yj)

Mais on peut́egalement́ecrireE(Y ) =
∑

ω∈Ω (φ(X(ω))P(ω)), expression qui donne, en
regroupant tous les termes qui conduisentà la m̂eme valeurxi :

E(Y ) =
∑
i

φ(xi)
∑

ω|X(ω)=xi

P(ω) =
∑
i

φ(xi)P(X = xi)

On admettra cette propriét́e, qui sera v́erifiée sur des exemple, lorsqueX est une variable
à densit́e.
La notationE[φ(X)] a d́ejà ét́e introduites dans les chapitres préćedents pour d́efinir
les param̀etres descriptifs d’une distribution ; on peut maintenant en donner une autre
interpŕetation :
• le moment d’ordrek de la variableX est aussi l’esṕerance de la variableY = Xk ;
• la variance de la variableX est aussi l’esṕerance de la variableZ = (X − µ)

Exemple 4.5 (suite de l’exemple4.1)
On a d́etermińe la loi de probabilit́e de la variableZ = X2. On a :

E(Z) =
3

16
0 +

6

16
1 +

5

16
4 +

2

16
9 =

44

16

bar-hen.net



4. FONCTION D ’ UNE VARIABLE AL ÉATOIRE 121

et

E(X2) =
3

16
(−2)2 +

2

16
(−1)2 +

3

16
(0)2 +

4

16
(1)2 +

4

16
(2)2 +

2

16
(3)2 =

44

16

On a bienE(Z) = E(X2), ce qui n’est pas un hasard puisque

E(X2) =
3

16
0 +

(
2

16
+

4

16

)
1 +

(
4

16
+

1

16

)
4 +

2

16
9 =

∑
k

zkP(Z = zk)

Exemple 4.6 (suite de l’exemple4.3)
On se propose de calculer l’espérance de la variableY = X2 égale au carŕe d’une
variable normale ŕeduite.
On peut utiliser la densité deY que l’on a d́ejà détermińe :

E(Y ) =

∫ +∞

−∞
tg(t)dt =

∫ +∞

−∞

1√
2πt

t√
t
e−

t/2dt

Si on effectue le changement de variablex =
√
t (d’où dx = dt

2
√
t
), on obtient :

E(Y ) =

∫ +∞

0

1√
2πt

2x2e−
x2/2dx

On reconnâıt, dans cette expression,E(X2), puisqueX est de loiN (0, 1). On vient
de d́emontrer, sur cet exempleE(Y ) = E(X2), il aurait ét́e plus simple d’́ecrire ceci
directement. Le calcul peut se poursuivre en intégrant par parties. Il est plus rapide
de remarquer que, puisqueE(X) = 0 et V(X) = 1, la relation ǵeńerale V(X) =
E(X2)− E2(X) permet d’́ecrireE(X2) = 1.
On a donc :E(Y ) = E(X2) = 1
Calculons maintenant le moment d’ordre 2 deY . On a :

E(Y 2) = E(X4) =

∫ +∞

−∞

1√
2π
x4e−

x2/2dx

En int́egrant par parties, on obtientE(Y 2) =
[
−x3
√

2π
e−

x2/2
]+∞
−∞

+ 3
∫ +∞
−∞

1√
2π
x2e−

x2/2dx

Puisquelimx→±∞ x3e−
x2/2 = 0 : E(Y 2) = 3E(X2) = 3.

D’où
V(Y ) = E(Y 2)− E2(Y ) = 3− 1 = 2

On vient de d́emontrer, et ceci est un résultat qui sera utiliśe ult́erieurement, que pour
une variableY qui suit une loi du chi-deux̀a un degŕe de libert́e,

E(Y ) = 1 et V(Y ) = 2
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4 Exercices

1. SoitX une variable aĺeatoire de densité de probabilit́e :

f :

{
x 7→ 0 , si x ≤ 0

x 7→ 1
ax
√

2π
e−

1
2(

log x−b
a )

2

, si x > 0

où a ∈ R∗
+ et b ∈ R sont deux ŕeels donńes (loi log-normale).

Déterminer la densité de probabilit́e de la variableY = logX

2. SoitX une variable aĺeatoire de densité de probabilit́e :

f :

{
x 7→ 0 , si x ≤ 0
x 7→ e−x , si x > 0

Déterminer la densité de probabilit́e de la variableY = 2X+3. Calculer l’esṕerance
et la variance deY .

3. SoitX une variable aĺeatoire de densité de probabilit́e :

f :

{
x 7→ 0 , si x ≤ 0
x 7→ λ2xe−λx , si x > 0

où λ ∈ R∗
+ .

Calculer l’esṕerance et la variance deY = λX.
Déterminer la densité de probabilit́e de la variableY = λX etZ = X2.

4. SoitV une variable aĺeatoire de densité de probabilit́e :

f :

{
x 7→ 0 , si x ≤ 0
x 7→ λe−λx , si x > 0

où λ ∈ R∗
+ .

(a) Calculer l’esṕerance et la variance deV .

(b) Déterminer la densité de probabilit́e de la variableU = 5V . Calculer son
esṕerance et sa variance.

(c) Déterminer la densité de probabilit́e de la variableW = V 2.

(d) Déterminer la densité de probabilit́e de la variableZ = 1
V

.

5. SoitX une variable aĺeatoireà valeurs ŕeelles, de fonction de répartitionF , conti-
nue et strictement croissante. Soit la variable aléatoireY = F (X). Montrer queY
est uniforḿement distribúee sur[0, 1].

6. SoitX une variable aĺeatoire de densité de probabilit́e :

f :

{
x 7→ 2

15
x , si x ∈ [1, 4]

x 7→ 0 , si x 6∈ [1, 4]

Déterminer la densité de probabilit́e de la variableY = (X − 2)2.
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7. Des ŕesistances sont fabriquées en śerie. La ŕesistance d’uńelément choisi au ha-
sard dans la fabrication est une variable aléatoire de distribution uniforme entre 9
et 11 ohms. D́eterminer la densité de probabilit́e de la conductanceC = 1

R
.

8. Un géńerateur produit une tension de la formeV = sinωt. Pour quelqu’un qui
vient mesurer la tensionV à un instant quelconque, la mesure est une variable
aléatoire ; d́eterminer sa densité de probabilit́e.

9. On observe une population de bactéries en croissance asynchrone. SoitT l’ âge
d’une bact́erie choisie au hasard. On admet que la densité de probabilit́e deT est :

f :


t 7→ 0 , si t ≤ 0

t 7→ k21− t/θ , si 0 < t ≤ θ
t 7→ 0 , si t ≥ θ

(a) Calculerk.

(b) Calculer la probabilit́e pour que l’̂age d’une bactérie choisie au hasard soit
compris entre 0 etθ/2.

(c) On admet que la masse d’une bactérie est fonction lińeaire de son̂age :
m = m0

(
1 + t

θ

)
. Calculer l’esṕerance de la masse d’une bactérie choisie

au hasard.

10. SoitX une variable aĺeatoire de densité de probabilit́e :

f :

{
x 7→ 0 , si x 6∈ [0, 1]
x 7→ 2x , si x ∈ [0, 1]

Soit la variable aĺeatoireY = arctanY

(a) Calculer l’esṕerance et la variance deY .

(b) Déterminer la fonction de répartition, puis la densité de probabilit́e deY et
vérifier les ŕesultats pŕećedents.

11. SoitX une variable aĺeatoire normale réduite.Écrire la densit́e de probabilit́e de la
variableY = X

2
− 1. Déterminer la densité de probabilit́e de la variableZ = X3.

12. La probabilit́e pour qu’un individu, issu d’un certain croisement présente un ph́enotype
donńe estégaleà 3/4. Soit X la variable aĺeatoire associant̀a un échantillon de
n individus,, issus du m̂eme croisement, la proportion des individus portant ce
phénotype. Calculern pour que l’on ait

P(0.70 < X < 0.80) ≥ 0.95

13. SoitX la variable aĺeatoireà valeurs ŕeelles de densité de probabilit́e :

f :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0

t 7→ 1
2
e−

t/2 , si t > 0

Déterminer la densité de probabilit́e de la variableT =
√
X.
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5 Solutions

1. SoitF la fonction de ŕepartition deX. On a :F (u) = P(X < u) =
∫ u
−∞ f(x)dx

Si u ≤ 0, F (u) = 0.

Si u > 0, F (u) =
∫ 0

−∞ f(x)dx+
∫ u

0
f(x)dx = intu0f(x)dx.

Le fonction bijective

φ :

{
R∗

+ → R
u 7→ log u

n’est pas d́efinie pouru ≤ 0 ; cela n’a pas d’importance ici puisque la variableX
ne peut pas prendre de valeur dansR−.
SoitG etg la fonction de ŕepartition et la densité de la variable aléatoireY = logX.
On a, puisqueφ est strictement croissante et admet, pour fonction inverseφ−1, la
fonction exponentielle :

G(t) = P(Y < t) = P(log t) = P(0 < X < et) =

∫ et

0

f(x)dx = F (et) , ∀t

On notera queet > 0 , ∀t.

Par d́erivation, on obtient :g(t) = etf(et) = et 1
a
√

2πet e
− 1

2

(
log et−b

a

)2

D’où la densit́e deY :

g : t 7→ 1

a
√

2π
e−

1
2(

t−b
a )

2

, ∀t, a ∈ R∗
+, b ∈ R

On en conclut queY suit une loiN (b, a2)

2. la fonction :

φ :

{
R → R
u 7→ 2u+ 3

est une bijection, strictement croissante. On a, d’autre part :FX(u) = P(X < u),
d’où :
FX(u) = 0, siu ≤ 0

FX(u) =
∫ u

0
e−xdx = 1− e−u, siu > 0 (loi exponentielle).

On aFY (t) = P(Y < t) = P(2X + 3 < t) = P
(
X < t−3

2

)
= FX

(
t−3
2

)
Par d́erivation, on obtient :fY (t) = 1

2
fX
(
t−3
2

)
.

D’où la densit́e (voir relation4.4) :

fY :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 3

x 7→ e−
t−3
2 , si t > 3

On a d’autre part (th́eor̀eme4.1) : E(Y ) = E(2X + 3) = 2E(X) + 3 = 5 et
V(Y ) = V(2X) = 4V(X) = 4
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3. On a

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

0

λ2x2e−λxdx =
[
−λx2e−λx

]+∞
0

+
2

λ

∫ +∞

0

λ2xe−λxdx =
2

λ

En effetlimx→+∞ λx2e−λx = 0 etλx2e−λx = 0 pourx = 0, int+∞0 λ2xe−λxdx = 1.
De même :

E(X2) =

∫ +∞

0

λ2x3e−λxdx =
[
−λx3e−λx

]+∞
0

+
3

λ

∫ +∞

0

λ2x2e−λxdx =
3

λ
E(X) =

6

λ2

et doncV(X) = E(X2)− E2(X) = 2
λ2

On en d́eduit (voir th́eor̀eme4.1) :

E(Y ) = E(λX) = λE(X) = 2

V(Y ) = V(λX) = λ2V(X) = 2

On d́esignera, dans l’exercice parFX la fonction de ŕepartition deX. On n’aura
pas besoin de son expression analytique ; il est cependant facile de montrer que :

FX :

{
u 7→ 0 , si u ≤ 0
u 7→ 1− (1 + λu)e−λu , si u > 0

On a,∀t ∈ R, FY (t) = P(Y < t) = P(λX < t) = P(X < t/λ) = FX
(
t
λ

)
On en d́eduit la densit́e deY : fY (t) = 1

λ
fX
(
t
λ

)
On obtient finalement :

fY :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ te−t , si t > 0

On constate queY suit une loi du m̂eme type que celle deX avecλ = 1.
Contrairement aux exemples préćedents, la fonctionφ : x 7→ x2 n’est pas bijective.
On aura cependant,∀t ∈ R, FZ(t) = P(Z < t) = P(X2 < t)

Pourt ≤ 0, il est clair que(X2 < t) = ∅ ⇒ FZ(t) = 0 ⇒ fZ(t) = 0

Pour t > 0 : P(X2 < t) = P(−
√
t < X <

√
t) = FX(

√
t) − FX(−

√
t) ⇒

fZ(t) = 1
2
√
t
fX(

√
t) + 1

2
√
t
fX(−

√
t) = λ2

2
√
t

√
te−λ

√
t + 0 (−

√
t < 0).

On peutéventuellement v́erifier queE(Z) = E(X2) = 6
λ2

4. Réponses :

(a) E(V ) = 1
λ

; V(V ) = 1
λ2

(b) E(U) = 5E(V ) = 5
λ

; V(U) = 25V(V ) = 25
λ2

fU :

{
t 7→ 0 , si xt ≤ 0

t 7→ λ
5
e−

λt/5 , si t > 0
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(c)

fW :

{
t 7→ 0 , si xt ≤ 0

t 7→ λ
2
√
t
e−λ

√
t , si t > 0

(d)

fZ :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0

t 7→ λ
t2
e−

λ/t , si t > 0

5. On d́esigne parG et g la fonction de ŕepartition et la densité de probabilit́e de la
variable aĺeatoireY = F (X). On a∀t : G(t) = P(Y < t) = P(F (X) < t).
Il semble, a priori, difficile d’aller plus loin puisqu’on ne connaı̂t pas la loi deX.
Pourtant nos informations ne sont pas nulles.
Consid́erons :

F :

{
R → [0, 1]
x 7→ F (x) = P(X < x)

Comme toutes les fonction de répartition,F (X) crôıt de 0à 1. On peut en d́eduire :{
P(F (X) < t) = 0 si t ≤ 0
P(F (X) < t) = 1 si t > 1

Il est, d’autre part, pŕeciśe dans l’́enonće queF est continue etstrictement crois-
sante; F admet donc une fonction inverseF−1 définie sur]0, 1]. On a donc, pour
0 < t ≤ 1 : G(t) = P(F (X) < t) = P(X < F−1(t)) = F (F−1(t)) = t.
Finalement :

G :


t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ t , si 0 < t ≤ 1
t 7→ 1 , si t > 1

(4.5)

et donc

g :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0 ou t > 1
t 7→ 1 , si 0 < t ≤ 1

La variable aĺeatoireY = F (X) est uniforḿement distribúee sur[0, 1]

6. SoitF la fonction de ŕepartition de la variable aléatoireX. On remarque que :

F (u) =

∫ u

−∞
f(x)dx :


= 0 , si u ≤ 1
= 1

15
(u2 − 1) , si 1 < t ≤ 4

= 1 , si u > 4

On d́esigne parG et g la fonction de ŕepartition et la densité de probabilit́e de la
variable aĺeatoireY = (X − 2)2. La fonction :

FX :

{
R → R+

x 7→ (x− 2)2

n’est pas bijective. On a cependant :
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• Si t ≤ 0 G(t) = P(Y < t) = 0
• Si t > 0 G(t) = P(Y < t) = P(X − 2)2 < t) = P(−

√
t < X − 2 <

√
t) =

P(2−
√
t < X < 2 +

√
t) = FX(2 +

√
t)− FX(2−

√
t)

Il faut discuter, en fonction det, les expressions deFX(2 +
√
t) et deFX(2−

√
t),

qu’il faut choisir selon leśequations4.5

FX(2 +
√
t)


2 +

√
t ≤ 1 , impossible

1 < 2 +
√
t ≤ 4 , si 0 < t ≤ 4

2 +
√
t > 4 , si t > 4

FX(2−
√
t)


2−

√
t ≤ 1 , si t ≥ 1

1 < 2−
√
t ≤ 4 , si 0 < t ≤ 1

2−
√
t > 4 , impossible

On en d́eduit, pourt > 0 :

Si 0 < t < 1 , G(t) =
1

15
[(2 +

√
t)2 − 1]− 1

15
[(2−

√
t)2 − 1] =

8

15

√
t

Si 1 ≤ t ≤ 4 , G(t) =
1

15
[(2 +

√
t)2 − 1]− 0

Si t > , G(t) = 1− 0

D’où la densit́e :

g :


t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ 4

15
1√
t

, si 0 < t ≤ 1

t 7→ 1
15

(
2√
t
+ 1
)
, si 1 < t ≤ 4

t 7→ 1 , si t > 4

7. Soientf etF la densit́e et la fonction de ŕepartition deR, g etG celles deC. On
a :

f :

{
t 7→ 0 , si t 6∈ [9, 11]
t 7→ 1

2
, si t ∈ [9, 11]

F :


u 7→ 0 , si u < 9
u 7→ 1

2
(u− 9) , si 9 ≤ u ≤ 11

u 7→ 1 , si u > 11

La fonction

φ :

{
[9, 11] →

[
1
11
, 1

9

]
x 7→ 1

x

qui permet de d́efinirC à partir deR est ici continue et strictement décroissante ; il
s’agit encore d’une bijection.
soitG(t) = P(C < t). Il est clair queP(C < t) = 0 si t ≤ 1/11 et queP(C < t) = 1
si t > 1/9. Pour 1/11 < t ≤ 1/9, on a :P(C < t) = P

(
1
R
< t
)

= P
(
R > 1

t

)
=

1− F
(

1
t

)
.

Par d́erivation, on obtient la densité :

g :

{
t 7→ 0 , si t 6∈ [9, 11]
t 7→ 1

2t2
, si t ∈ [9, 11]
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8. Exercice difficile. La variableT ”instant òu on fait la mesure” sera considéŕee
comme uniforḿement distribúee sur

[
−π
ω
, π
ω

]
. On tracera le graphe desinωt en

fonction deωt pour retrouver leśevénementśequivalents̀a ”V < u”.
Réponses :fV (u) = 1

π
√

1−u2 , si−1 < u < 1 ; fV (u) = 0 sinon.

9. On notera que21− t/θ = 2× 2−
t/θ = 2e−

t
θ

ln 2

Réponses :

(a) k = ln 2
θ

;

(b) 2 ln 2
θ

∫ θ/2
0
e−

t
θ

ln 2dt = 2
(
1−

√
2

2

)
≈ 58.6%

(c) E(M) = m0 + m0

θ
E(T ) = m0

ln 2

10. (a) On peutécrire

E(Y ) = E(arctanX) =

∫ +∞

−∞
arctanxf(x)dx =

∫ 1

0

2x arctanxdx

=
[
x2 arctanx

]1
0
−
∫ 1

0

x2

1 + x2
dx =

π

4
−
∫ 1

0

x2 + 1− 1

1 + x2
dx

=
π

4
− [x− arctanx]10

=
π

2
− 1

E(Y 2) = E((arctanX)2) =

∫ +∞

−∞
(arctanx)2f(x)dx =

∫ 1

0

2x(arctanx)2dx

=
[
x2(arctanx)2

]1
0
−
∫ 1

0

2x2 arctanx

1 + x2
dx =

π2

16
− 2

∫ 1

0

x2 + 1− 1

1 + x2
arctanxdx

=
π2

16
− 2

∫ 1

0

arctanxdx+

∫ 1

0

2 arctan x

1 + x2
dx [x− arctanx]10

=
π2

16
− 2[x arctanx]10 + 2

∫ 1

0

x

1 + x2
dx+ [(arctanx)2]10

=
π2

16
− π

2
+ [log(1 + x2)]10 +

π2

16

=
π2

8
− π

2
+ log 2

V (Y ) = E(Y 2)−E2(Y ) =
π2

8
− π

2
+log 2− π

2

4
+π−1 =

π

2
+log 2− π

2

8
−1

(b) On d́esigne parf etF la densit́e et la fonction de ŕepartition deX et parg et
G celles deY . On a :

F :


x 7→ 0 , si x ≤ 0
x 7→ x2 , si 0 < x ≤ 1
x 7→ 1 , si x > 1
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4. FONCTION D ’ UNE VARIABLE AL ÉATOIRE 129

la fonction

φ :

{
R →

]
−π

2
, π

2

[
x 7→ arctanx

est une fonction bijective, continue et strictement croissante. On peut donc
écrire :

G(t) = P(Y < t) = P(arctanX < t) = P(X < tan t)

d’oùG(t) = F (tan t), ∀t ∈
]
−π

2
, π

2

[
G :


t 7→ 0 , si t ≤ 0 en fait−π

2
< t ≤ 0 maisarctanX ≤ −π

2
impossible

t 7→ tan2 t , si 0 < t ≤ π
4
X(Ω =]0, 1] ⇒ Y (Ω) =

]
0, π

4

]
t 7→ 1 , si t > π

4
en fait π

4
< t < π

2
maisarctanX < π

2
est certain

g :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0 ou t > π

4

t 7→ 2 tan t(1 + tan2 t) , si 0 < t ≤ π
4

(c) Il est facile de v́erifier

E(Y ) =
∫ π/4

0
t2 tan t(1+tan2 t)dt =

∫ π/4
0

td(tan2 t) = [t tan2 t]
π/4
0 −

∫ π/4
0

tan2 tdt =

π
4
−
∫ π/4

0
(tan2 t+ 1− 1)dt = π

4
− [tan t− t]

π/4
0 = π

2
− 1

11. Réponses :Y ∼ N (−1, 1/4) ; fZ(t) = 1

3
√

2π
3√
t2
e−

1
2

3√
t2 , ∀t 6= 0.

12. Réponse :n ≥ 289

13. Réponse :

fT :

{
u 7→ 0 , si u ≤ 0

u 7→ ue−
u2/2 , si u > 0
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Chapitre 5

Tests d’hypothèses

1 Problématique

Si un exṕerimentateur place des animaux ou des plantes dans certaines conditions parti-
culières, c’est qu’il a certainement fait l’hypothèse pŕealable que ces conditions doivent
avoir une influence sur la taille ou la vitesse de développement, ou la forme, de ces ani-
maux ou de ces plantes. De même si unécologue observe dans une région donńee un
micro climat et/ou une zone dont la pédologie ou l’hydrologie diff̀ere sensiblement du
reste de cette région, il s’attend̀a ce que cet environnement particulier ait une influence
sur la taille, la croissance, etc.. desêtres vivants qui y habitent.
Pour d́emontrer l’influence de l’environnement ou des conditions créés par l’exṕerimentateur,
on effectue ǵeńeralement des mesures sur lesêtres vivantśetudíes. En ǵeńeral on ne peut
mesurer qu’un nombre limité d’unit́es exṕerimentales.
Le principe du test statistique consisteà supposer que ces conditions n’ont pas d’in-
fluence, ce sera l’hypothèse priviĺegíee (appeĺeeH0), et à voir si les mesures faites au-
raient pu arriver par le simple jeu du ”hasard”. Si la probabilité d’observer de telles
mesures est trop faible on rejetteraH0 au profit d’une hypoth̀ese alternative (appeléeH1)
qui formulera en termes précis l’influencéetudíee.

Exemple 5.1 La médiane des tailles des français (âgés de plus de 18 ans) est de 170 cm.
On aimerait savoir si c’est aussi le cas parmi lesétudiants de la faculté Saint J́erôme.
Pour cela cela on mesure la taille d’uńechantillon den étudiants.

1.1 Hypoth̀ese

Construire un test de l’hypothèse nulleH0 contre l’hypoth̀ese alternativeH1, c’estétablir
un crit̀ere de d́ecision permettant de choisir entre l’hypothèseH0 etH1.

H0 hypothèse privilégíee

H0 est l’hypoth̀ese priviĺegíee : c’est celle que l’on garde si le résultat de l’exṕerience
n’est par clair. On dit que le test d’hypothèse estconservatifcar il conserveH0 sauf si
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les donńees conduisent̀a la rejeter. En ce sens il y a une analogie entre un test d’hy-
poth̀ese et un proc̀es : tout suspect est présuḿe innocent et l’accusation doit apporter la
preuve de sa culpabilité avant que la justice décide de le condamner. Cette preuve doit
de plus s’appuyer sur deséléments mat́eriels, comme le test qui utilise les données pour
rejeter l’hypoth̀ese. Quand on accepteH0, on ne prouve pas qu’elle est vraie, on accepte
de conserverH0 parce qu’on a pas pu accumuler suffisamment de preuves contre elle.
AccepterH0 c’estacquitter faute de preuve. Dans l’exemple5.1, on aH0 : la médiane
des tailles deśetudiants est de 170 cm.
On appelle hypoth̀ese alternative, que l’on noteH1, une hypoth̀ese diff́erente deH0. On
dit que l’on testH0 contreH1.
Dans ce qui suitθ est un param̀etre relatifà une population, donc inconnu. Dans l’exemple5.1,
θ est la ḿediane.
Diff érents cas sont possibles pour le couple (H0,H1) :
• Hypoth̀eses simples :

H0 : θ = θ0 et H1 : θ = θ1

Par exempleH1 : θ = 180cm pour l’exemple5.1
• H0 simple et test bilat́eral

H0 : θ = θ0 et H1 : θ 6= θ0

Par exempleH1 : θ 6= 170cm pour l’exemple5.1
• H0 composite et test unilatéral :

H0 : θ ≤ θ0 et H1 : θ > θ0

• H0 composite et test bilatéral :

H0 : θ1 ≤ θ ≤ θ2 et H1 : {θ > θ2} ∪ {θ < θ1}

2 Niveau et puissance

On d́etermine la loi de la variable aléatoire d’́etude sousH0 et sousH1. L’ensemble des
valeurs observ́ees pour lesquelles l’hypothèse nulleH0 est admissible forme la région
d’acceptationA ou de non-rejet deH0 et les autres valeurs constituent la région de rejet
ou domaine de rejetR ou ŕegion critique.Évidemment le type de test (unilatéral ou
bilatéral) affecte la forme de la région d’acceptationA et de la zone de rejetR.
Le hasard de l’́echantillonnage peut fausser les conclusions. Quatre situations doivent
être envisaǵees :
• l’acceptation de l’hypoth̀ese nulle alors qu’elle est vraie ;
• le rejet de l’hypoth̀ese nulle alors qu’elle est vraie ;
• l’acceptation de l’hypoth̀ese nulle alors qu’elle est fausse ;
• le rejet de l’hypoth̀ese nulle alors qu’elle est fausse.
Dans le premier et le dernier cas, la conclusion obtenue est correcte, mais non dans les
deux cas interḿediaires.
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L’erreur qui consistèa rejeter une hypoth̀ese vraie est appelée erreur de première esp̀ece.
SiH0 est simple, la probabilité de rejeter̀a tortH0 vaut

α = PH0(Z ∈ R)

L’erreur commise en acceptant une hypothèse fausse est l’erreur de seconde espèce. Si
H1 est simple, la probabilité de rejeter̀a tortH1 vaut

β = PH1(Z ∈ A)

En ŕesuḿe, nous avons le tableau suivant :

Réalit́e
H0 H1

Décision H0 OK risque de2èmeesp̀ece
H1 risque de1ère esp̀ece OK

Pratiquement, on se donne une limite supérieure du risque de première esp̀ece, le plus
souvent 5% (significatif), 1% (très significatif) ou l pour mille (hautement significatif).
Cette limite constitue aussi le niveau de signification du test et permet de définir la condi-
tion de rejet de l’hypoth̀ese nulle. Si l’hypoth̀ese est composite, on choisit le domaine de
rejet deH0 de manìereà ce queα = max{PH0(Z ∈ R)} . On rejette alors l’hypoth̀ese
nulle au niveau de signification nominal choisi (par exemple 0.05) si (et seulement si)
le niveau de signification réel est inf́erieur ouégal au niveau de signification nominal
(p = 0.003 < 0.05, rejet d’H0). Cette attitude est bien sûr conservatrice.
Le risque de première esp̀eceétant donńe, on peut s’efforcer de calculer le risque de
deuxìeme esp̀ece, gr̂aceà la notion de puissance de test (P = 1− β). La puissance d’un
test mesure dans un certain sens la capacité du test̀a différencier la valeur d’échantillonnage
de celle de la population. Plus l’échantillon est grand, plus les estimateurs des paramètres
de la populatioǹaétudier sont pŕecis et plus le test d’hypothèses fond́e sur ces estimateurs
devient discriminatoire. En effet, plus l’échantillon est grand, plus il devient improbable
qu’une diff́erence observ́ee entre l’estimateur et la valeur hypothétique soit uniquement
attribuable au hasard de l’échantillonnage. On peut, au contraire penserà juste raison
qu’il existe une diff́erence ŕeelle et donc rejeter l’hypothèse de d́epart. La performance
d’un test est meilleure si la taille de l’échantillon est grande.
Un bon test poss̀ede des risques de première et de deuxième esp̀ece faibles. Attention ces
risques ne sont pas indépendants. C’est le principe du vendeur d’oranges : imaginons un
vendeur qui vend des oranges avec pépins (bon march́e) et des oranges sans pépins (plus
cher). Son risque est de vendre peu cher des oranges sans pépins ; alors que le risque du
consommateur est d’acheter cher des oranges avec pépins.

3 Stratégie d’un test d’hypothèse

Construire un test de l’hypothèse nulleH0 contre l’hypoth̀ese alternativeH1, c’estétablir
un crit̀ere de d́ecision permettant de choisir entre l’hypothèseH0 etH1. Pour cela, il faut :
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• Pŕeciser les deux hypothèsesH0 etH1. Quelle est l’hypoth̀ese nulle ? Quelle est l’hy-
poth̀ese alternative ?

• Établir un protocole exṕerimental et lui associer une variable aléatoireZ dont la loi
évolue entreH0 etH1 mais dont la valeur observéez0 sera parfaitement connue après
réalisation de l’exṕerience.

• Déterminer la loi deZ sousH0 et la loi deZ sousH1. En d́eduire le type de test
(unilat́eral, bilat́eral) c’est-̀a-dire la position du domaine de rejetR et du domaine
d’acceptationA deH0.

• Choisir le niveauα du test. En d́eduire pŕeciśement les domaines d’acceptation et de
rejet deH0.

Tout celaétant fait, la d́ecision ne d́epend plus que de la valeur observéez0 deZ.

4 Tests non paraḿetriques

Un test d’hypoth̀ese est dit paraḿetrique lorsque :
• la question que l’on se pose au départ concerne une variable aléatoireX (éventuellement

l’indicatrice d’unévénement).
• l’hypothèseH0 est :X ∼ L0(θ0 ∈ I) où L0 est une loi de type donné et θ0 un

param̀etre dont la valeur appartientà I.
• l’hypothèseH1 est :X ∼ L1(θ1 ∈ J) où L1 est une loi de type donné et θ1 un

param̀etre dont la valeur appartientàJ .
Cette d́efinition assez ǵeńerale signifie que l’on connaı̂t les lois de la populatioǹa un pa-
ramètre pr̀es (que l’on veut tester). Le cas gaussien qui est central sera traité au chapitre9.
Dans tous les autres cas (l’une au moins des trois conditions n’est pas réaliśee), le test
est dit non-paraḿetrique. Un test paraḿetrique requiert un mod̀ele à fortes contraintes
(par exemple normalité des distributions,́egalit́e des variances) pour lequel les mesures
doivent avoirét́e ŕealiśees dans unéechelle au moins d’intervalle. Ces hypothèses sont
d’autant plus difficiles̀a vérifier que les effectifśetudíes sont plus ŕeduits.
Un test non paraḿetrique est un test dont le modèle ne pŕecise pas les conditions que
doivent remplir les param̀etres de la population dont áet́e extrait l’́echantillon. Cepen-
dant certaines conditions d’application doiventêtre v́erifiées. Leśechantillons consid́eŕes
doiventêtre aĺeatoires (lorsque tous les individus ont la même probabilit́e de faire par-
tie de l’échantillon) et simples (tous les individus qui doivent former l’échantillon sont
prélev́es ind́ependamment les uns des autres), etéventuellement ind́ependants les uns
des autres. Les variables aléatoires prises en considération sont ǵeńeralement supposées
continues.

Avantages des tests non paraḿetriques

Leur emploi se justifie lorsque les conditions d’applications des autres méthodes ne sont
pas satisfaites, m̂eme apr̀es d’́eventuelles transformation de variables.
Les probabilit́es des ŕesultats de la plupart des tests non paramétriques sont des proba-
bilit és exactes quelle que soit la forme de la distribution de la population dont est tiré
l’ échantillon.
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Pour deśechantillons de taille très faible jusqu’̀aN = 6, la seule possibilit́e est l’utilisa-
tion d’un test non paraḿetrique, sauf si la nature exacte de la distribution de la population
est pŕeciśement connue. Ceci permet une diminution du coût ou du temps ńecessairèa la
collecte des informations.
Il existe des tests non paramétriques permettant de traiter deséchantillons composésà
partir d’observations provenant de populations différentes. De telles données ne peuvent
être trait́ees par les tests paramétriques sans faire des hypothèses irŕealistes.
Seuls des tests non paramétriques existent qui permettent le traitement de données quali-
tatives : soit expriḿees en rangs ou en plus ou moins (échelle ordinale), soit nominales.
Les tests non paraḿetriques sont plus facilèa apprendre et̀a appliquer que les tests pa-
ramétriques. Leur relative simplicité ŕesulte souvent du remplacement des valeurs ob-
serv́ees soit par des variables alternatives, indiquant l’appartenanceà l’une ouà l’autre
classe d’observation, soit par les rangs, c’est-à-dire les nuḿeros d’ordre des valeurs ob-
serv́ees ranǵees par ordre croissant. C’est ainsi que la médiane est ǵeńeralement pŕeféŕee
à la moyenne, comme paramètre de position.

Désavantages des tests non paramétriques

Les tests paraḿetriques, quand leurs conditions sont remplies, sont plus puissants que les
tests non paraḿetriques.
Un second inconv́enient ŕeside dans la difficulté a trouver la description des tests et de
leurs tables de valeurs significatives, surtout en langue française. Heureusement, les ni-
veaux de significativit́e sont donńes directement par les logiciels statistiques courants.
On choisira les tests appropriés en fonction du type de mesure, de la forme de la distri-
bution de fŕequences et du nombre d’observations dont on dispose.

5 Quelques applications pratiques des ḿethodes de statistique
non paramétrique

5.1 Cas d’uńechantillon isoĺe

Des tests permettent de vérifier si unéchantillon observ́e peutêtre consid́eŕe comme ex-
trait d’une population donńee (Test d’ajustement). Ces tests peuvent permettre de répondre
aux questions suivantes :
• Y a t-il une différence significative de localisation (tendance centrale) entre l’échantillon

et la population ?
• Y a t-il une différence significative entre les fréquences observées et les fŕequences

attendues sur la base d’un principe ?
• Y a t-il une différence significative entre des proportions observées et des proportions

esṕeŕees ?
• Est-il raisonnable de penser que cetéchantillon áet́e tiré d’une population d’une forme

particulìere ?
• Est-il raisonnable de penser que cetéchantillon est uńechantillon d’une certaine po-

pulation connue ?
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5.2 Un test d’ajustement : le test binomial

Il y a des populations òu seulement deux classes sont distinguées : m̂ale et femelle ; lettŕe
et illettré... Dans un tel cas, toutes les observations de cette population tomberont dans
l’une ou l’autre classe. Pour toutes ces populations, si nous connaissons la proportion des
cas d’une classe (P ), nous connaissons celle de l’autre classe (1− P = Q). Ces propor-
tions sont fix́ees pour une population donnée. Cependant, ces proportions exactes ne se
retrouverons pas dans unéchantillon pŕelev́e au hasard dans cette population. De telles
diff érences entre les valeurs observées et celles de la population sont dues au processus
d’échantillonnage. Bien entendu, de faibles différences sont plus probables que de fortes
diff érences.
Le test binomial nous permet de dire si il est raisonnable de penser que les proportions
(ou fréquences) observées dans notréechantillon proviennent d’une population ayant une
valeur donńee deP .

Méthode

La loi binomiale ne d́epend que d’un param̀etre, la probabilit́e p de ”l’ événement favo-
rable”. La probabilit́e d’obtenirx objets dans une catégorie etN − x dans l’autre est
donńee par la formule :

P(X = x) =
N !

x!(N − x)!
P xQN−x

où N est le nombre d’observations ;P la proportion de cas attendus dans une catégorie
etQ = 1− P la proportion de cas attendus dans l’autre catégorie.
Nous pouvons alors répondreà la question suivante : quelle est la probabilité exacte
d’obtenir les valeurs observées. Mais le plus souvent nous posons la question : Quelle est
la probabilit́e d’obtenir les valeurs observées ou des valeurs encore plus extrêmes ? La
distribution d’́echantillonnage est alors

P(X ≤ x) =
x∑
j=0

N !

j!(N − j)!
P jQN−j (5.1)

Exemple 5.2 Quelle est la probabilit́e d’obtenir deux six ou moins de deux six après cinq
jets d’un d́e non piṕe ?
On aN = 5 (le nombre de jets)x = 2 (le nombre de six)P = 1/6 (proportion de six
attendue)Q = 5/6
Soitp(i) la probabilité d’obteniri six ; On a
• P(X = 0) = 5!

0!5!
(1/6)0(5/6)5 = 1× 1× 0.40 = 0.40

• P(X = 1) = 5!
1!5!

(1/6)1(5/6)4 = 5× 0.1666× 0.4822 = 0.40
• P(X = 2) = 5!

2!5!
(1/6)2(5/6)3 = 10× 0.0277× 0.578 = 0.16

Et donc :

P(X ≤ 2) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) = 0.40 + 0.40 + 0.16 = 0.96

La probabilit́e d’obtenir sousH0 deux six ou moins lorsqu’un dé non piṕe est lanće cinq
fois estp = 0.96.
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Petits échantillons

Dans le cas d’uńechantillonà deux classes, une situation commune est celle où P =
1/2. Lorsque l’effectif est inf́erieurà 10, la table11.3donne les probabilités associéesà
diverses valeurs dex (la plus petite des fréquences observées) pour diff́erents effectifs
N .

Exemple 5.3 Dans unéetude des effets du stress, on enseigneà 18étudiants deux ḿethodes
différentes de faire un noeud. La moitié des sujets (choisie au hasard dans le groupe de
18) apprend d’abord la ḿethode A, puis la ḿethode B. L’autre moitié apprend en pre-
mier la ḿethode B, puis la ḿethode A. Apr̀es avoir subi un examen de quatre heures,
on demandèa chaque sujet de faire le noeud. L’hypothèse est que le stress induit une
régression, c’est-à-dire, que les sujets utiliseront la première ḿethode apprise. Chaque
sujet est cat́egoriśe suivant qu’il utilise la premìere ḿethode apprise ou la seconde après
le stress.
Hypoth̀ese nulleH0 : p1 = p2 = 1/2
Il n’y a pas de diff́erence entre la probabilité d’utiliser la premìere ḿethode apprise (p1)
et celle d’utiliser la seconde ḿethode apprise (p2), après le stress.
H1 : p1 > p2 le test est donc unilatéral
Le test binomial est choisi car les données rentrent dans deux catégories discr̀etes et
l’ échantillon est unique. L’apprentissage en premier ou second des deux méthodes A et B
étant reparti au hasard, il n’y a pas de raison de penser que la première ḿethode apprise
soit pŕef́eréeà la seconde, compte tenu deH0, et deP = Q = 1/2.
On choisit le coefficient de sécurit́eα = 0.01
La région de rejet comprend toutes les valeurs dex (nombre de sujets qui ont utilisé,
après le stress, la seconde méthode apprise) qui sont si faibles que leur probabilité as-
socíee sousH0 estégale ou inf́erieureà α = 0.01. Les petites valeurs favorisent l’hy-
poth̀eseH1. le test est donc unilatéral avec region de rejet̀a gauche.
Dans cette exṕerience les ŕesultats obtenus après le stress sont les suivants :

Méthode choisie
Premìere apprise Deuxìeme apprise Total

16 2 18

La probabilit́e assocíee avecx ≤ 2 est0.0011. Attendu que cette probabilité est inf́erieure
à α = 0.01, nous pouvons rejeterH0 en faveur deH1. Nous concluons quep1 > p2,
c’est-̀a-dire, les personnes soumisesà un stress utilisent la première des deux ḿethodes
apprises.
LorsqueN s’accrôıt, la distribution binomiale tend vers la distribution normale. Cette
tendance rapide lorsqueP est proche de1/2 , se ralentit lorsqueP est voisin de 0 ou
de 1. Donc, plus la disparité entreP etQ est importante, plus l’échantillon devrâetre
important pour que l’approximation soit utile.
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5.3 Test des signes

Soit une variable aléatoireT , de distribution continue. On veut testerH0 : ”la médiane de
T vauta” contreH1 : ”la médiane deT est diff́erente dea” (supérieure ou inf́erieure)..
Si on consid̀ere la variableT − a, les hypoth̀eses deviennent :

H0 : P(T − a ≥ 0) = p =
1

2
, H1 : P(T − a ≥ 0) = p 6= 1

2

Le test du signe est aussi utilisé dans le cas des observations(X, Y ) apparíees. On
consid̀ere la variableT = X − Y et on testeH0 : ”la médiane deT vaut 0” contre
H1 : ”la médiane deT est diff́erente de 0” (positive ou négative).
L’hypothèse nulle peut s’écrire

H0 : P(T ≥ 0) = P(T ≤ 0) = 1/2

Lorsque l’hypoth̀ese nulle est vraie et pour N paires d’observations, le nombre de différences
positives (ou ńegatives) est une variable binomiale de paramètresP = Q = 1/2 etN . Le
test permet de comparer, grâceà cette distribution, le nombre observé de signes plus
(ou moins) et le nombre attenduN/2. Quand certaines différences sont nulles, les paires
d’observations correspondantes sontécart́ees de l’analyse et la valeur deN est ŕeduite en
conśequence.
LorsqueN < 100, la table11.2donne en fonction deN et du niveauα, le plus grand
entierk, tel queP(T ≤ k) ≤ α pour un test unilat́eral ou tel que2P(T ≤ k) ≤ α pour
un test bilat́eral.
Le test des signes peutêtre unilat́eral lorsque l’on pŕedit quel signe+ ou − sera le
plus fŕequent ou bilat́eral lorsque les fŕequences des deux signes seront simplement
diff érentes.

Exemple 5.4

1. Vingt paires sont observées ; 16 pŕesentent une différence positive et les 4 autres une
différences ńegative. DoncN = 20 etk = 16.

Si H1 prédit que les signes+ sont les plus fŕequents, on observera moins de valeurs
négatives sousH1 : le test est unilat́eral et la ŕegion de rejet deH0 est à droite. La
Table11.2rév̀ele que le domaine de rejet deH0, au seuil 1% estk = {15, 16, 17, 18, 19, 20} ;
on peut aussi dire que le domaine d’acceptation estk = {0, 1, . . . , 13, 14} .

SiH1 prédit simplement que la différence entre les fréquences des deux signes est différente
(test bilat́eral), la Table11.2 rév̀ele que le domaine de rejet deH0, au seuil 1% est
k = {0, 1, 2, 3, 17, 18, 19, 20}

2. Douze arbres sont mesurés alors qu’ils sont debout, par une mesure trigonométrique.
Puis les m̂emes arbres sont mesurés au sol, apr̀es abattage. La première ḿethode donne-
t-elle des ŕesultats significativement trop faibles ou tropélev́es ?

H0 : Il n’y a pas de diff́erences entre les mesures obtenues par la première et la seconde
méthode ;
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H1 : il y a une diff́erence significative, au seuilα = 0.05.

Les hauteurs obtenues (en mètres) sont les suivantes :

Arbres plant́es Arbres abattus Différences
20.4 21.7 -1.3
25.4 26.3 -0.9
25.6 26.8 -1.2
25.6 28.1 -2.5
26.6 26.2 0.4
28.6 27.3 1.3
28.7 29.5 -0.8
29.0 32.0 -3.0
29.8 30.9 -1.1
30.5 32.3 -1.8
30.9 32.3 -1.4
31.1 31.7 -0.6

N = 12 ; nombre de diff́erences positives :k = 2.

Le butétant de comparer les deux méthodes de mesure, il y a autant de chances d’avoir de
grandes valeurs que de petites valeurs sousH1. Le test est donc bilatéral. La table11.2
rév̀ele que l’hypoth̀ese d’identit́e des ŕesultats obtenus par les deux méthodes de mesure
doit être rejet́ee au seuil de signification 0.05.

LorsqueN > 90, on peut utiliser l’approximation normale de la loi binomiale en faisant
intervenir une correction de continuité. Il suffit de calculer la valeur

z =
(x± 0.5)− 1/2N

1
2

√
N

(5.2)

où x+0.5 est utiliśe lorsquex < 1/2N etx− 0.5 lorsquex > 1/2N . La signification d’un
tel z peutêtre d́etermińee par ŕeférencèa la table de la loi normale.

Exemple 5.5

1. Si l’on reprend l’exemple de comparaison des mesures des arbres, l’approximation nor-
male donnerait :

z =
(2 + 0.5)− 6

0.5
√

12
=

3.5

1.7320508
= 2.02

La table 1 ŕev̀ele que pour z = 2.02, la probabilité bilat́erale assocíee est(1−0.97831)×
2 = 0.04438. Cette valeur conduirait̀a rejeter l’hypoth̀ese nulle au seuil 0.05. Bien que
leséchantillons ne contiennent chacun que douze individus, l’approximation est déjà très
satisfaisante car la valeur exacte estp = 0.038.

2. Supposons qu’un chercheur veuille déterminer si la vision d’un film sur la d́elinquance
juvénile change les opinions des membres d’une communauté sur la śev́erité des sanc-
tions à donnerà des d́elinquants juv́eniles. Il extrait unéchantillon aĺeatoire de 100
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adultes de la communauté. Chaque sujet sera son propre contrôle. Il leur demande
de prendre position sur la sév́erité plus ou moins grande des punitionsà infliger aux
délinquants juv́eniles. Il leur pŕesente ensuite le film et réitère sa question après.

H0 : le film n’a pas d’effet sur l’opinion des sujets ;

H1 : le film a un effet systématique.

Le test des signes est choisi pour cetteétude portant sur deux groupes appariés et dont les
mesures sont réaliśees dans l’́echelle ordinale. Les différences pourront̂etre repŕesent́ees
par des plus ou des moins.
Soitα = 0.01 ; N = le nombre de sujets qui changent d’opinion, quel qu’en soit le sens.
N > 90 doncz est calcuĺe avec la formule5.2et les tables de la loi normale donnent la
probabilité assocíee aux valeurs aussi extrêmes que lez obtenu.
CommeH1 ne pŕedit pas la direction des différences, la ŕegion de rejet est bilatérale.
Les ŕesultats de cettéetude fictive sont les suivants :

Opinion avant le film
Moins Plus

Plus 59 7
Opinion apr̀es le film Moins 8 26

Ces donńees montrent que 15 adultes (8 + 7) n’ont pasét́e affect́es par la vision du film
et 85 l’ont ét́e. Si le film n’a pas d’effet systématique, nous nous attendrionsà ce queà
peu pr̀es la moitíe de ceux qui ont modifié leur jugement entre avant et après a chanǵe de
plusà moins et̀a peu pr̀es la moitíe a chanǵe de moins̀a plus. Soit 42.5 sujets auraient
modifíe leur jugement dans un sens ou dans l’autre.

x = 26 ; N = 85 doncx < 1/2N

z =
(26 + 0.5)− 42.5

0.5
√

85
=

16

4.609772
= 3.47

Au seuil 1%, nous pouvons rejeter l’hypothèse nulle. Nous pouvons conclure, dans cette
étude fictive, que la vision du film a eut un effet significatif sur l’opinion des adultes
concernant la śev́erité des peines̀a infliger aux d́elinquants juv́eniles.

5.4 Test des rangs appliqué au cas d’́echantillons apparíes (Wilcoxon)

Le test pŕećedent n’utilise que l’information sur la direction des différences entre paires.
Si nous pouvons prendre en compte en plus la grandeur des différences, un test plus
puissant peut̂etre utiliśe. Le test de Wilcoxon donne plus de poidsà une paire qui montre
une large diff́erence entre les deux conditions qu’à une paire ayant une faible différence.
Cela implique que l’on puisse dire quel membre d’une paire est plus grand que l’autre
(donner le signe de la différence), mais aussi que l’on puisse ranger les différences en
ordre croissant.
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Méthode

• di = diff érence entre chaque paire, représentant la diff́erence entre les scores appariés
obtenus lors des deux traitements. Chaque paire a undi.

• Ranger tous lesdi sans tenir compte de leur signe. Dans ce cas, lorsque l’on range
lesdi, un di de−1 est affect́e d’un rang inf́erieurà celui d’undi de−2 ou +2. Puis
réaffecter̀a chaque rang le signe de la différence.

• Si les traitementsA etB sontéquivalents, donc siH0 est vraie, la somme des rangs
ayant un signe positif et celle des rangs ayant un signe négatif devraient̂etreà peu pr̀es
égales. Mais si la somme des rangs de signes positifs est très diff́erente de celle des
rangs de signes négatifs, nous en d́eduirons que le traitementA diff ère du traitement
B, et rejetterons l’hypoth̀ese nulle. Donc, il y a rejet d’H0 que la somme des rangs de
signe ńegatif ou que celle des rangs de signe positif soit faible.

Il est possible que les deux scores d’une quelconque paire soientégaux. Il n’y a pas
de différence observ́ee entre les deux traitements pour cette paire (d = 0). De telles
paires sont abandonnées.N est alorśegal au nombre de paires dont la différence entre
les traitements n’est pas nulle. Mais deux ou plus des différences observées entre paires
peuventêtre égales entre elles. On donne alors le même rangà ces valeurs liées. Le
rang affect́e est la moyenne des rangs qu’auraient eu les diverses valeurs si elles avaient
diff éŕe. Ainsi, trois des paires observées pŕesentent les diff́erences suivantes :−1, −1 et
+1. Chaque paire aura le rang 2, car1+2+3

3
= 2. La différence suivante aura alors le rang

4, puisque les rangs 1, 2, et 3 ont déjà ét́e utilisés.

Petits échantillons

T = la somme des rangs du signe observé le moins fŕequent. La table11.16 donne
les valeurs critiques deT et leurs niveaux de signification associés pourN < 25. Si
le T observ́e estégal ou inf́erieur à la valeur donńee dans la table pour un niveau de
signification et pour le nombre de différences non nullesN , l’hypothèse nulle peut̂etre
rejet́eeà ce niveau de signification.

Exemple 5.6 Un psychologue de l’enfance veut tester l’effet de l’assistanceà l’ école
maternelle sur la compréhension sociale des enfants. Il estime cette compréhensionà
partir des ŕeponses que les enfants donnentà une śerie de questions portant sur des
images repŕesentant diverses situations sociales. Chaque enfant obtient ainsi un score
compris entre 0 et 100. Le psychologue ne peut pas affirmer que les différences observées
entre scores sont nuḿeriquement exactes (il ne peut pas dire qu’un score de 60 est le
double d’un score de 30, ni que la différence entre 60 et 40 est exactement le double
de la diff́erence entre 40 et 30). Cependant, il pense que les scores sont suffisamment
précis pour qu’il puisse les ranger selon leur valeur absolue. Pour tester l’effet de l’as-
sistancèa l’ école maternelle sur la compréhension sociale des enfants, il utilise 8 paires
de jumeaux. L’un des jumeaux est envoyé à l’ école, alors que l’autre restèa la maison
pendant un trimestre. L’affectation se faisant au hasard. A la fin du trimestre, il estime la
compŕehension sociale de chacun des enfants.
L’hypoth̀ese nulle : il n’y pas de différence entre la compréhension sociale des enfants
rest́esà la maison et celle des enfants ayant suivi l’école.
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Les ŕesultats sont donńes dans le tableau ci-dessous.

Paires Score enfants
scolariśes

Score enfants
Non scolariśe

d Rang ded Rang avec le signe
le− fréquent

a 82 63 19 7
b 69 42 27 8
c 73 74 −1 −1 1
d 43 37 6 4
e 58 51 7 5
f 56 43 13 6
g 76 80 −4 −3 3
h 65 62 3 2

T = 4

La table11.16montre que pourN = 8, un T = 4 nous permet de rejeter l’hypothèse
nulle au seuil 0.05 pour un test bilatéral. Par conśequent, nous conclurions, dans cette
étude fictive, que l’exṕerience de l’́ecole affecte la compréhension sociale des enfants.
Ces donńees sont aussi traitables par le test des signes. Dans ce cas,x = 2 etN = 8, la
table11.2montre que nous ne pourrions pas rejeterH0 au seuil0.05.

Grands échantillons

LorsqueN est suṕerieurà 25, il peutêtre d́emontŕe que la somme des rangs T est prati-
quement normale et que l’on peut calculer :

z =
T − N (N +1)/4√

N(N+1)(2N+1)/24

(5.3)

et se ŕeférerà aux tables de la loi normale
Pour montrer la pŕecision de l’approximation, nous pouvons traiter les données pŕećedentes
N = 8, T = 4, dans ce casz = −1.96
Pourz = −1.96, p = 0.05, c’est-̀a-dire la m̂eme probabilit́e qu’en utilisant la table des
valeurs critiques deT .

5.5 Test des rangs appliqué au cas deśechantillons ind́ependants (Mann-Whitney)

On consid̀ere un premier ensemble(X1, X2, . . . , Xn) den variables aĺeatoires ind́ependantes
et de m̂eme loiLX (on dit qu’il s’agit d’unn-échantillon). On consid̀ere un deuxìeme en-
semble(Y1, Y2, . . . , Yp), indépendant du préćedent, dep variables aĺeatoires ind́ependantes
et de m̂eme loiLY .
On choisit les notations pour quen ≤ p.
On veut tester :

H0 : les variablesX etY ont même loi (LX = LY )

contre
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H1 : la loi LX est plusétaĺeeà droite ouà gauche ou des deux côtés par rapport̀a la loi
deLY .

On envisage le classement desn+p observations par valeurs croissantes : si l’on dispose
d’un groupe exṕerimental de 3 cas (p) et d’un groupe contr̂ole de 4 cas (n) et que les
observations sont les suivantes :

Observations E 9 11 15
Observations C 6 8 10 13

Nous rangeons les observations en ordre croissant en conservant l’identité de chacune
d’entre-elles.

6 8 9 10 11 13 15
C C E C E C E

Maintenant consid́erons le groupe E et calculons le nombre d’observations C qui préc̀edent
chacune de celle du groupe E. Pour l’observation 9 de E, deux observations de C préc̀edent ;
pour l’observation 11 de E, trois C préc̀edent ; pour l’observation 15 de E, quatre C
préc̀edent. DoncU = 2 + 3 + 4 = 9.
Le principe du test consistèa rejeter l’hypoth̀ese d’identit́e des deux distributions lorsque
la valeur observ́eeU , s’écarte trop de la valeur attendue correspondante. Pour deséchantillons
très petits (3 < n < 8), on dispose de tables qui donnent la probabilité exacte d’obtenir
tout U aussi extr̂eme que celui qui est observé . Il suffit alors de connaı̂tre p (la taille
du plus petitéchantillon),n et U et de se reporter̀a la table11.15pour la valeur de
l’ échantillonn. Les probabilit́es donńees dans ces tables sont unilatérales. Pour un test
bilatéral, il faut doubler la valeur de la table.
Dans notre exemple :p = 3, n = 4, U = 9, nous consultons la table11.15pourn = 4,
mais la valeur observée deU n’apparâıt pas dans la table. Par contre, si nous avions
calcuĺe le nombre d’observations E qui préc̀edent celle du groupe C, leU obtenu serait
égalà 0 + 0 + 1 + 2 = 3. Cette valeur se trouve dans la table. Il est toujours possible de
rechercher le plus petitU observ́e par la formule

U = np− U ′ (5.4)

La probabilit́e unilat́erale d’obtenir unU ≤ 3 est p = 0.200. Lorsque la taille den
et p augmentent la ḿethode de comptage décrite devient rapidement inutilisable et une
méthode alternative rend ce calcul plus aisé.

U = np+
n(n+ 1)

2
−R1 (5.5)

ou de façońequivalente

U = np+
p(p+ 1)

2
−R2 (5.6)

où R1 = somme des rangs assignésà l’échantillon le plus petit (n) etR2 = somme des
rangs assigńesà l’autreéchantillon.
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Exemple 5.7 Cinq rats sont entrâınés à imiter un rat leader dans un labyrinthe en T,
pour atteindre une source de nourriture. Puis ces rats sont ensuite transférés dans une
situation òu par imitation d’un rat leader, ils apprennentà éviter un choćelectrique. Leur
comportement dans cette situation est comparé à celui de rats n’ayant paśet́e entrâınésà
suivre un leader. La comparaison se fait en terme de nombre d’essais nécessairèa chaque
rat pour obtenir 10 ŕeponses d’́evitement lors de 10 essais. On fait l’hypothèse que les
5 rats pŕealablement conditionńesà imiter un conǵeǹere ŕeussiront plus rapidement que
les autres̀a éviter les chocs.
Soitα = 0.05 ; n = 4 rats t́emoins etp = 5 rats exṕerimentaux. Les ŕesultats sont les
suivants :

Exp Rang Témoins Rang
78 7 110 9
64 4 70 5
75 6 53 3
45 1 51 2
82 8

R2 = 26 R1 = 19

donc en appliquant la formule5.6, nous avonsU = 4× 5 + 5(5+1)
2

− 26 = 9
La probabilit́e d’obtenir unU ≤ 9 dans ces conditions estp = 0.452 (Table 11.15,
p = 5).
Les donńees ne supportent pas l’hypothèse selon laquelle un entraı̂nement̀a l’imitation
préalable est ǵeńeralisé à d’autres situations.

Échantillons dont n2 est compris entre 9 et 20

La table11.15n’est plus utilisable lorsquep devient suṕerieurà 8. Mais on peut alors
faire usage de la table11.13pour leséchantillons dont la taillep est comprise entre 9 et
20 etn ≥ 20. Cette table11.13donne les valeurs critiques deU à différents niveaux de
signification. Ainsi, lorsque la valeur duU observ́e est inf́erieur ouégaleà celle de la
table,H0 peutêtre rejet́ee au niveau de signification correspondant.

Grands échantillons (p > 20)

Quand la taille den et dep augmente, la distribution deU s’approche de la distribution
normale. L’approximation normale se calcule de la façon suivante :

z =
U − np

2√
np(n+p−1)

12

(5.7)

Exemple 5.8 Dans des sociét́es humaines̀a culture nonécrite, les ethnologues peuvent
classer ces sociét́es en fonction du degré d’anxíet́e pŕesent́e par les enfants̀a la suite
de la socialisation (ce classement va de 6à 17). Il est aussi possible de distinguer deux
groupes suivant que ces sociét́es disposent d’explications orales de la maladie ou non.
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Explic. absente Estim. anxiét́e Rang Explic. pŕesente Estim. anxiét́e Rang
Lapp 13 29.5 Marquesan 17 39

Chamorro 12 24.5 Dobuan 16 38
Samoan 12 24.5 Baiga 15 36
Arapesh 10 16 Kwoma 15 36
Balinese 10 16 Thonga 15 36

Hopi 10 16 Alorese 14 33
Tanala 10 16 Chagga 14 33
Paiute 9 12 Navaho 14 33

Chenchu 8 9.5 Dahomean 13 29.5
Teton 8 9.5 Lesu 13 29.5

Flathead 7 5 Masai 13 29.5
Papago 7 5 Lepcha 12 24.5
Venda 7 5 Maori 12 23.5

Warrau 7 5 Pukapukan 12 24.5
Wogeo 7 5 Trobriander 12 24.5

Ontong-Javanese 6 1.5 Kwakiutl 11 20.5
R1 = 200 Manus 11 20.5

Chiricahua 10 16
Comanche 10 16

Siriono 10 16
Bena 8 9.5
Slave 8 9.5

Kurtachi 6 1.5
R2 = 580

Noter que les valeurs d’anxiét́e qui sont ex-aequo, où qu’elles se pŕesentent, sont af-
fect́ees d’un ranǵegal à la moyenne des rangs revenant normalementà ces diff́erentes
valeurs.
Nous calculons la valeur deU par la formule5.5: U = 16× 23 + 16(16+1)

2
− 200 = 304.

Nous substituons la valeur deU dans la formule5.7pour calculer

z =
304− 16×23

2√
16×23×(16+23+1)

12

= 3.43

La réf́erenceà la table de la loi normale ŕev̀ele quez égal ou suṕerieur à 3,.43 a une
probabilité unilat́erale dep < 0.0003. Comme cep est inf́erieur à α = 0.01, nous
pouvons rejeterH0. Nous concluons que les sociét́esà explications orales de la maladie
ont une socialisation de l’anxiét́e suṕerieure aux autres sociét́es.

Problème des ex-aequo

Lorsque deux ou plus d’observations du même groupe ont des valeurségales, la valeur
deU n’est pas affect́ee. Par contre, si des valeurs identiques se présentent dans les deux
échantillons, la valeur duU est affect́ee. Bien que cet effet soit souvent négligeable,
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une correction pour les ex-aequo existe. La formule corrigée pour les ex-aequo est la
suivante :

z =
N − np

2√
np

N(N−1)

(
N3−N

12
− T

) (5.8)

oùN = n+ p etT = t3−t
12

; t est le nombre d’ex-aequo pour un rang donné.
Pour les donńees pŕećedentesn+ p = 16 + 23 = 39 = N , nous observons les ex-aequo
suivants :
2 pour 6 ; 5 pour 7 ; 4 pour 8 ; 7 pour 10 ; 2 pour 11 ; 6 pour 12 ; 4 pour 13 ; 3 pour 14 ; 3
pour 15.

T = 0.5 + 10.0 + 5.0 + 28.0 + 0.5 + 17.5 + 5.0 + 2.0 + 2.0 = 70.5

L’utilisation de ces valeurs dans la formule5.8donne :

z =
304− 16×23

2√
16×23

39(39−1)

(
393−39

12
− 70.5

) = 3.45

Cet exemple confirme que les ex-aequo ont un effet négligeable sur la valeur du z. Aussi
la correction peut n’̂etre faite que lorsque le nombre d’ex-aequo est très important òu
lorsque la valeur duz obtenue sans correction est voisine de la signification au seuil
choisi.
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6 Exercices

1. Un directeur de laboratoire pharmaceutique refuse la mise en fabrication d’un nou-
veau vaccin proposé par un des chercheurs du laboratoire. Il invoque pour cela
les ŕesultats statistiques peu concluants obtenus suite aux tests : le vaccin proposé
n’est pas significativement plus efficace que celui utilisé actuellement. Les frais
suppĺementaires entraı̂nés pour le produire ne sont donc pas justifiés.

(a) SoientH0 etH1 les hypoth̀eses possible :

H0 : le vaccin propośe n’est pas plus efficace que celui déjà en production ;

H1 : le vaccin propośe est plus efficace que celui déjà en production.

Quels sont les deux types d’erreurs que le directeur pourrait commettre rela-
tivementà ces deux hypoth̀eses ?

(b) En prenant la d́ecision de ne pas mettre en fabrication le vaccin proposé,
lequel des deux types d’erreur le directeur a-t-il tenté de contr̂oler ?

2. Soit une exṕerienceE à laquelle est associée une variable aléatoireZ de fonction
de ŕepartition continue et strictement croissante. On réalise quatorze expériences
indépendantes et identiquesàE qui donnent les ŕesultats suivant :

4.65 4.86 4.40 3.20 5.17 4.60 4.18
4.85 5.28 5.75 5.35 6.33 2.69 3.95

Peut-on accepter l’hypothèse : ”la ḿediane est́egaleà 5” ?

3. À une exṕerienceE est associée une variable aléatoireX de fonction de ŕepartition
continue et strictement croissante. Construire, au niveau 5%, un test de l’hypothèse
H0 : ”la médiane deX est nulle”. contre l’hypoth̀eseH1 : ”la médiane deX est
négative,̀a partir den exṕeriences ind́ependantes et identiquesàE ,

(a) lorsquen = 14 ;

(b) lorsquen = 196.

4. SoitT le résultat possible d’une expérience aĺeatoireE . T est une variable aléatoire
à densit́e.
Soit {X1, X2, . . . , Xn} un ensemble den variables aĺeatoires ind́ependantes et de
même loi queT . Cet ensemble représente les ŕesultats possibles d’une suite finie
den exṕeriences ind́ependantes et identiquesàE .
Les quatorze premières exṕeriences ont donńe les ŕesultats suivants :

-0.35 -0.15 -0.14 +0.28 -0.60 +0.75 -1.80
+0.35 +0.17 +1.33 -0.40 -2.31 -0.82 -1.05

Peut-on accepter l’hypothèse : ”la densit́e deT est syḿetrique par rapport̀a źero” ?

5. Pour une maladie donnée, les traitements habituels donnent au malade une chance
sur deux de gúerison. Un nouveau traitement est appliqué à 11 malades. Construire
un test permettant de décider si le nouveau traitement est plus efficace que les
anciens.À votre avis, quelle critique peut-on faireà ce test ?
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6. On d́esigne parp la probabilit́e d’observer un ph́enotype donńe sur un individu issu
d’un certain croisement.
Pour tester l’hypoth̀esep = 9

16
contre l’hypoth̀esep = 9

15
, on proc̀ede ainsi : on

observe 2400 individus issus du croisement en question ; si le nombre d’individus
présentant le ph́enotype est inf́erieur ouégal à 1395, on choisit9/16, dans le cas
contraire, on choisit9/15. Justifier le principe de ce test ; calculer son niveau et sa
puissance.

7. On soupçonne que les conditions de travail, dans une entreprise donnée, entrâınent
uneélévation progressive du taux de glucose dans le sang. Le tableau ci-dessous
donne, pour un groupe de quatorze employés, les valeurs de ce taux (en g/l) ob-
serv́eesà l’embauche (X) et apr̀es six mois de travail (Y ).

Emploýe A B C D E F G H I J K L M N
TauxX 0.88 0.85 0.94 0.96 1.19 0.96 0.92 0.90 0.76 0.94 1.05 1.01 0.96 0.94
TauxY 1.10 0.84 1.02 1.06 1.07 1.16 0.88 1.18 0.89 1.10 0.96 1.16 1.19 0.89

Que peut-on conclure ?
On pŕesentera deux interprétations diff́erentes en précisant dans les deux cas :
• les hypoth̀eses testées et la variable choisie ;
• la construction du test ;
• le niveau exact du test.

8. On a mesuŕe surDunaliella Marina, la quantit́e d’azote prot́eique par cellule,̀a la
même date et dans des conditions expérimentales identiques, sur une culture témoin
et sur une culture préalablement irradiée. On pense que l’irradiation favorise un
développement anormal des cellules. Interpréter les ŕesultats (y 10−4)

Culture t émoin : 1.65 ; 2.00 ; 1.69 ; 2.20 ; 2.13 ; 1.66 ; 2.30 ; 1.87 ; 1.74 ; 1.97

Culture irradi ée : 2.29 ; 2.57 ; 2.66 ; 2.45 ; 2.97 ; 2.27 ; 1.76 ; 2.74 ; 2.36

9. Les apiculteurs du Texas s’inquiètent de la progression des abeilles africaines (killer
bees), plus agressives mais moins productives que les abeilles domestiques. Les
pouvoirs publics sont prêts à donner des fonds pour combattre ce phénom̀ene si
on peut d́emontrer que la proportion d’abeilles africaines a augmenté de manìere
significative ces dernières anńees.
Les donńees sont ŕecolt́eesà l’aide de pìeges ŕepartis sur le territoire texan. Des
sṕecialistes identifient les abeilles capturées et les d́enombrent, ce qui permet d’as-
socierà chaque pìege la proportion d’abeilles africaines que l’on a observé. Deux
séries de donńees ont ainsíet́e obtenues ; l’une en 1980, l’autre en 1990.

Piège 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
% en 1980 0.330 0.146 0.518 0.339 0.693 0.249 0.438 0.695 0.135 0.388
% en 1990 0.360 0.177 0.524 0.447 0.140 0.392 0.534 0.263 0.157 0.566
• En l’absence de toute information sur la manière dont on a ŕeparti les pìeges en

1980 et en 1990, que peut-on conclure, au niveau 5%, avec un test sur la somme
des rangs ? Pensez-vous que ce test soit applicable ?

• En fait, les pìeges ont́et́e localiśes aux m̂emes endroits en 1980 et 1990 ? Que
peut-on conclure avec un test du signe, au niveau 5% puis au niveau 5.5% ?
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10. On d́esire savoir si une certaine variét́e de bĺe a, dans une régionA, un rendement
suṕerieurà celui qu’elle a dans une régionB. Pour cela, on dispose de résultats,
exprimés en quintaux par hectare, obtenus sur seize parcelles différentes et ainsi
répartis :
RégionA 48.0 48.2 50.3 53.5 54.6 56.4 57.8 58.5 60.5
RégionB 44.2 46.3 48.3 48.5 50.5 51.2 55.4

La réponse s’appuiera sur un test construit au niveau 2.5%, en l’absence de toute
hypoth̀ese sur le type de loi suivie par le rendement d’une parcelle.
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7 Solutions

1.

2. On fait un test du signe.
On noteZ1, . . . , Z14 les ŕesultats des 14 expériences. LesZi sont de m̂eme loi que
Z.
On teste :
H0 : la médiane deZ est 5 :P(Z ≥ 5) = 1/2
contreH1 : la médiane deZ est diff́erente de 5 :P(Z ≥ 5) 6= 1/2

On utilise la variableV : nombre de fois òuZi ≥ 5 parmi les 14 valeurs.
sousH0, Z ∼ B(14, 1

2
).

SousH1, Z ∼ B(14, p).
Donc, sousH1, V prend des valeurs plus grandes ou plus petites que sousH0. Dans
la table11.2, au niveau 5%, on rejetteH0 si V ≤ 2 ouV ≥ 12, la region de rejet
est doncRH0 = {0, 1, 2} ∪ {12, 13, 14}.
Parmi les 14 valeurs observées ici, 5 sont au dessus de 5 :v0 = 5 6∈ RH0. Donc on
ne rejette pasH0 : la médiane deZ est 5.

3. On va traduireH0 etH1 sous les formeśequivalentes :
H0 : P(X ≥ 0) = 1

2

H1 : P(X ≥ 0) < 1
2

Aux n exṕeriences, on associe la variableZ = le nombre de valeurs positives deX
que l’on peut observer. Il est clair que :
sousH0, Z ∼ B(n, 1

2
).

SousH1, Z ∼ B(n, p < 1
2
).

On construira donc,̀a partir deZ un test unilat́eral avec domaine de rejet deH0 à
gauche. Il s’agit d’un test du signe.
• Si n = 14, au niveauα = 5%, on peut śeparer l’ensemble des observables (table

du signe) :
Domaine de rejet deH0 : {0, 1, 2, 3}, c’est-̀a-dire domaine d’acceptation deH0 :
{4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14}
Donc si on observez ∈ {0, 1, 2, 3} on choisitH0, et,
si on observez ∈ {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14} on choisitH1

• Si n = 196, on peut consid́erer que, sousH0, Z ∼ N (98, 49). (On note que
98 > 10). Pour la variableZ∗, de loiN (0, 1), c’est la valeur−1.645 qui śepare
le domaine de rejet du domaine d’acceptation deH0.
Pour la variableZ, ce sera la valeur98− 1.645×

√
49 = 86.485

D’où un test, au niveau de 5% : si on observe une valeurz ≤ 86, on rejetteH0

et si on observez ≥ 87, on conserveH0.
On peut v́erifier que le niveau de ce test est très proche de 5% car il correspond,
avec la correction de continuité à la valeurz∗ = 86.5−98

7
≈ −1.643

4. On va tester l’hypoth̀eseH0 : ”la loi de T est syḿetrique par rapport̀a źero” contre
l’hypothèseH1 : la loi deT n’est pas syḿetrique par rapport̀a źero”.
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Pour cela on classe les 14 valeursXi par valeur absolue croissante et on considère
la variable aĺeatoireU1 repŕesentant la somme des rangs des valeurs positives que
l’on est susceptible d’observer.
SousH0, la loi deU1 est en cloche syḿetrique sur{0, 1, 2, . . . , 104, 105}.
SousH1, la loi deU1 se d́eforme vers la droite ou la gauche de{0, 1, 2, . . . , 104, 105}.
On construit un test bilatéral.
An niveau 5%, le domaine d’acceptation deH0 est l’ensemble des entiers :{22, 23, . . . , 82, 83}
(test signe et rang).
Les observations rangées par valeur absolue croissante :

Rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
valeurs −0.14 −0.15 +0.17 +0.28 −0.35 +0.35 −0.40 −0.60 +0.75 −0.82 −1.05 +1.33 −1.80 −2.31

conduisent̀a la valeuru1 = 33.5 (deux ex-aequo)
On accepte doncH0 (cela ne change rien si on choisitu1 = 33 ouu1 = 34).

5. Soitp la probabilit́e de gúerison d’un malade avec le nouveau traitement.
On veut tester :

H0 : p = 1
2

(pas de changement)

contre

H1 : p > 1
2

(amélioration)

Pour cela on choisit la statistiqueX = nombre de gúerisons que l’on peut observer
sur 11 malades traités.
SousH0 : X ∼ B(11, 1/2) (loi en cloche syḿetrique. SousH1, le mode est d́eplaće
à droite. On a donc un test unilatéral avec domaine de rejet deH0 à droite.
Au niveau 5% (voir table11.2)
• Domaine de rejet deH0 : {9, 10, 11}
• Domaine d’acceptation deH0 : {0, 1, 2, . . . , 7, 8}
Le calcul exact deα donneα = 1+11+55

2048
≈ 3.27%.

Critique : compte tenu du faible nombre d’essais (11), la courbe de puissance du
test, repŕesentative deπ(p) = P(X ≥ 9), ne va pas crôıtre tr̀es vite (p > 1

2
). Seules

les aḿeliorations (p ≈ 0.9) seront d́etect́eesà coup ŝur par u tel test.

6. SoitX la variable aĺeatoire qui repŕesente le nombre de porteurs de phénotype que
l’on peut observer sur 2400 individus.

SousH0 : X ∼ B
(
2400, 9

16

)
SousH1 : X ∼ B

(
2400, 9

15

)
En fait, compte tenu de la taille de l’échantillon, on peut considérer que l’approxi-
mation de la loi binomiale par une loi normale est excellente (2400× 9/16> 1000)
donc :

sousH0 : X ∼ N (1350, 24.302)

sousH1 : X ∼ N (1440, 242)
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Les deux distributions sont bien sépaŕees.
Il est clair que l’on est amené à construire un test unilatéral avec domaine de rejet
deH0 à droite. La valeur 1395, située entre les deux modes peut parfaitementêtre
choisie pour śeparer le domaine d’acceptation deH0 du domaine de rejet deH0.
Est-ce un bon test ? Calculons son niveauα et sa puissanceπ.

α = PH0(X ≥ 1395) = P
(
X∗ ≥ 1395− 1350

24.3

)
= P(X∗ ≥ 1.852) ≈ 3.2%

π = PH1(X ≥ 1395) = P
(
X∗ ≥ 1395− 1440

24

)
= P(X∗ ≥ −1.875) ≈ 96.96%

Il s’agit d’un très bon test dont les risques de première et de deuxième esp̀ece sont
pratiquement́egaux et inf́erieursà 5%

7.

(a) On va tester :

H0 : la médiane deY −X vaut źero⇔ P(Y −X ≥ 0) = 1
2

contre

H1 : la médiane deY −X est positive⇔ P(Y −X ≥ 0) > 1
2

Pour cela, on utilise le test du signe.
SoitV la variable aĺeatoire qui repŕesente le nombre d’écarts(Y −X) positifs
que l’on peut observer sur 14 individus.

V (Ω) = {0, 1, 2, 3, . . . , 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14}

SousH0 : V ∼ B
(
14, 1

2

)
, distribution en cloche syḿetrique.

SousH1 : V ∼ B
(
14, p > 1

2

)
, distribution d́eplaćee, par rapport̀a la pŕećedente,

vers la droite deV (Ω).

D’où un test unilat́eral avec domaine de rejet deH0 à droite.
Au niveau 5% (voir table11.2), on a :
• Domaine de rejet deH0 : {11, 12, 13, 14}
• Domaine d’acceptation deH0 : {0, 1, 2, . . . , 8, 9, 10}
On peut pŕeciser le niveau réel de ce test.

α = PH0(V ∈ {11, 12, 13, 14}) =

(
1

2

)14 (
C11

14 + C12
14 + C13

14 + C14
14

)
≈ 2.87%

Notons que si l’on choisissait comme domaine de rejet{10, 11, 12, 13, 14}
le niveau de test deviendraitα ≈ 8.98% que l’on peut consid́erer comme un
risque pluśelev́e.
Dans l’́echantillon, on a observé 9 valeurs positives, soitv0 = 9. L’hypothèse
H0 est donc choisie : on peut considérer que la ḿediane deY −X est nulle.
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(b) On peutégalement construire un test de

H0 : la loi deY −X est syḿetrique par rapport̀a źero

contre

H1 : la loi deY −X est pluśetaĺee vers les valeurs positives.

Pour cela, on va classer les 14 observations deY − X par valeurs absolues
croissantes et on utilise la variableT+ = somme des rangs des observations
positives et on construit un test de Wilcoxon (section5.4).

T+(Ω) = {0, 1, 2, 3, . . . , 102, 103, 104, 105}

SousH0, T+ a une distribution en cloche et symétrique sur l’ensemble des
observables.
SousH1, on ne sait rien sur la loi deT+ mais il est clair que les observations
positives ayant tendancèa prendre des valeurs (absolues)élev́ees donc des
rangsélev́es, on observe une valeur deT+ sur la droite deT+(Ω).
On construit donc un test unilatéral avec domaine de rejet deH0 à droite.
Au niveau 5% (voir table11.14), on obtient :
• Domaine de rejet deH0 : {79, 80, 81, . . . , 104, 105}
• Domaine d’acceptation deH0 : {0, 1, 2, . . . , 76, 77, 78}
Effectuons le classement des 14 observations :

Rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Y −X −0.01 −0.04 −0.05 0.08 −0.09 +0.10 −0.12 +0.13 +0.15 0.16 +0.20 +0.22 +.23 +0.28
Patient B G N C K D E I L J F A M H

On a donc observ́e la valeurT+ = 87.
L’hypothèseH0 est donc rejet́ee. Le test signe et rang montre que, dans l’en-
treprise, le taux de glucose sanguin a tendanceà augmenter.

8. SoitX le résultat d’un dosage effectué sur une culture témoin. SoitY le résultat
d’un dosage effectúe sur une culture irradiée.
On teste l’hypoth̀eseH0 : X et Y ont même loi. contre l’hypoth̀eseH1 : Y a
tendancèa prendre des valeurs plusélev́ees que celles deX.
On va classer, par valeurs croissantes, l’ensemble des observations et on va choisir
la variableW définie comme la somme des rangs des observations faites sur les
cultures irradíees.W (Ω) = {45, 46, . . . , 134, 135}. SousH0,W a une distribution
en cloche syḿetrique. SousH1,W prendra de pŕeférence, des valeurs plus proches
de 135. On construit donc un test unilatéral avec un domaine de rejet deH0 à droite.
Au niveau 5% (4.7%) (table X, test de la somme des rangs) :
Domaine de rejet deH0 : {111, 112, . . . , 134, 135}
Domaine d’acceptation deH0 : {45, 46, , . . . , 109, 110}
On a observ́eW0 = 127, on choisit doncH1 : la quantit́e d’azote prot́eique par
cellule a tendancèa être pluśelev́ee sur les cultures irradiées.
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9. •
Piège 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1980 0.330 (8) 0.146 (3) 0.518 (15) 0.339 (9) 0.693 (19) 0.249 (6) 0.438 (13) 0.695 (20) 0.135 (1) 0.388 (11)
1990 0.360 (10) 0.177 (5) 0.524 (16) 0.447 (14) 0.140 (2) 0.392 (12) 0.534 (17) 0.263 (7) 0.157 (4) 0.566 (18)

On consid̀ere un ensemble(X1, X2, . . . , X10) de variables aléatoires repŕesentant
les proportions d’abeilles africaines observables sur 10 pièges en 1980. Ces va-
riables sont supposées ind́ependantes et de même loiLX . Un deuxìeme ensemble
(Y1, Y2, . . . , Y10) repŕesente la proportion d’abeilles africaines indépendantes et
de m̂eme loiLY . Les deux ensembles sont indépendants.
On veut testerH0 : les variablesXi etYj ont même loi (LY = LX) contreH1 :
les variablesYj ont tendancèa prendre des valeurs plusélev́ees que celles des
Xi.
On choisit la variableW associant aux 20 résultats possibles, rangés par va-
leurs croissantes, la somme des rangs des résultats obtenus en 1990.W (Ω) =
{55, 56, . . . , 153, 154, 155}.
SousH0, W a une distribution syḿetrique, en cloche. SousH1, W aura ten-
danceà prendre des valeurs plusélev́ees, c’est-̀a-dire vers la droite deW (Ω).
On construit donc un test unilatéral avec domaine de rejet deH0 à droite. Au
niveau 5%, on obtient (table X) :
Domaine de rejet deH0 : {127, 128, . . . , 154, 155}
Domaine d’acceptation deH0 : {55, 56, , . . . , 125, 126}
(somme des rangs entre parenthèses dans le tableau)
On a observ́e W0 = 105, on choisit doncH0 et on conclut que la proportion
d’abeilles africaines n’est pas en augmentation.
La dispersion des résultats favorisent leur interclassement. Il n’est donc pas
étonnant de trouver un résultat non significatif. On peut cependant faire une
critique de fond : la variable proportion observable dans un piège a une loi qui
dépend du nombren d’insectes capturés dans le piège. Il est́evident quen varie
d’un piègeà l’autre et donc que les variablesXi ne peuvent pas avoir la m̂eme
loi LX . Il en est de m̂eme pour lesYj.

•

Piège 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
% en 1980 0.330 0.146 0.518 0.339 0.693 0.249 0.438 0.695 0.135 0.388
% en 1990 0.360 0.177 0.524 0.447 0.140 0.392 0.534 0.263 0.157 0.566
Diff érence + + + + - + + - + +

Les observations sont maintenant appariées. On peut alors porter son attention,
pour un lieui, sur la variableZi = Yi − Xi qui repŕesente la variation de la
proportion des abeilles africaines. Est-elle stable ? Est-elle en augmentation ? Le
test du signe va permettre de tester :H0 : la médiane desZi est nulle⇔ p =
P(Zi ≥ 0) = 1/2 contreH1 : la médiane desZi est positive⇔ p = P(Zi ≥
0) > 1/2
On choisit la variableV repŕesentant le nombre d’écarts positifs que l’on peut
observer sur 10 stations différents. Il est clair queV (Ω) = {0, 1, 2, . . . , 9, 10} et
queV ∼ B(10, p).
SousH0 : V ∼ B(10, 1/2) distribution en cloche syḿetrique.
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SousH1 : V ∼ B(10, p > 1/2) distribution en cloche ou en J mais dissymétrique
avec le modèa droite.
On construit donc un test unilatéral avec domaine de rejetà droite. Sachant que,
sousH0 : P(V = 10) = 1/1024, P(V = 9) = 10/1024, P(V = 8) = 45/1024,
on a
Au niveau 5% (en fait11/1024 ≈ 1.07%) le domaine de rejet{9, 10}.
Au niveau 5.5% (en fait56/1024 ≈ 5.47%) le domaine de rejet{8, 9, 10}.
Commez = 8 et compte-tenu des niveaux réels, on peut conclurèa la progres-
sion des abeilles africaines.

10. On peut tester l’hypoth̀eseH0 : ”les variablesXi etYj ont même loi” contre l’hy-
poth̀eseH1 : ”les variablesXi ont tendancèa prendre des valeurs plus grandes que
celles desYj”.
SoitW la variable aĺeatoire associant aux 16 résultats possibles, rangés par valeurs
croissantes, la somme des rangs des 7 résultats deB. W està valeurs entìeres sur
{28, 29,. . .,90,91}. SousH0, W a une distribution en cloche, symétrique. Sous
H1, W aura tendancèa prendre des valeurs situéesà gauche de la distribution.
D’où un test unilat́eral qui admet, au niveau 2.5%, pour domaine de rejetH0 :
{28, 29, . . . , 40, 41}
les 16 observations sont rangés par valeurs croissantes :
y1, y2, x1, x2, y3, y4, x3, y5, y6, x4, x5, y7, x6, x7, x8, x9

On en d́eduitW = 43⇒. Les rendements sont les mêmes.
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Chapitre 6

Variables aléatoiresà valeurs dansR2

1 Introduction

Définition 6.1 Soit un espace de probabilité{Ω,A,P} assocíeà une exṕerience aĺeatoire
E . On appelle variable aléatoireà valeurs dansR2 une application, not́ee(X,Y ), deΩ
dansR2, qui permet d’associer̀a toutév́enement́elémentaireω unélément(X(ω), Y (ω))
deR2 et qui poss̀ede la propríet́e :

pour tout couple d’intervallesI etJ deR, {ω tel que[X(ω) ∈ I ∩ Y (ω) ∈ J ]} ∈ A
(6.1)

Cette d́efinition conduità plusieurs commentaires :

1. une variable aĺeatoires̀a valeurs dansR2 permet de ”traduire” toute observation par
un doublet ordonńe de ŕeels. Si par exemple,à l’expérience qui consistèa choisir
un individu dans une population, on associe la taille et le poids de cet individu,
il est clair que le choix d’un individu donné implique l’observation de deux réels
donńes.

2. La propríet́e6.1signifie que l’́evénement contenant tous lesévénement́elémentaires
qui ont une image dans le domaineI×J (I etJ éventuellement réduitsà un point)
fait partie de la tribuA et, puisque l’espace{Ω,A} est probabiliśe, poss̀ede une
probabilit́e. On notera d́esormais cet́evénement(X ∈ I ∩ Y ∈ J) ou [(X, Y ) ∈
I × J ] et onécrira :

P({ω|[X(ω) ∈ I ∩ Y (ω) ∈ J ]}) = P(X ∈ I ∩ Y ∈ J)

La définition d’une variable aléatoireà valeurs dansR2, implique donc l’attribution
d’une probabilit́e à tout ”pav́e” I×J , en identifiant ce domainèa l’événement dont
il est l’image.

3. Soit (X, Y ) une variable aĺeatoireà valeurs dansR2. Il est clair que l’application
de Ω dansR qui, à tout événement́elémentaireω, associe le premier réelX(ω)
définit une variable aléatoireX puisque, pour tout intervalleI, on peut́ecrire :

P(X ∈ I) = P(X ∈ I ∩ Y ∈ R) (6.2)
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On d́efinit, de m̂eme, la variable aléatoireY . C’est la raison pour laquelle, le plus
souvent, on dit que(X,Y ) est uncouple de variables aléatoiresà valeurs dans
R. Certains auteurs qualifient ces variables de simultanées, ce qui signifie qu’une
même exṕerience permet d’observer une valeur pour chacune des variables

4. On peut signaler, pour terminer, que l’on parleégalement devecteur aĺeatoire(
X
Y

)
au lieu devariable aĺeatoire(X, Y ).

1.1 Loi de probabilit́e

La loi de probabilit́e d’un couple(X, Y ) de variables aléatoiresà valeurs dansR est
l’application qui permet d’associerà tout couple d’intervallesI etJ , deR, la probabilit́e
de l’événement(X ∈ I ∩ Y ∈ J).

1.2 Fonction de ŕepartition

Si (X, Y ) est un couple de variables aléatoires̀a valeurs dansR, il résulte de la d́efinition
d’un tel couple, qu’il existe, en particulier, une fonctionF , telle que :

F :

{
R2 → [0, 1]
(x, y) 7→ F (x, y) = P(X < x ∩ Y < y)

Cette fonction s’appelle la fonction de répartition du couple(X, Y ).
On admettra que la fonction de répartition poss̀ede les propríet́es suivantes, que l’on peut
aiśement justifier :

1. F est une fonction croissante au sens large, relativementà chacune des variablesx
ety :

F (a, y) ≤ F (b, y) , si a < b, ∀y ∈ R
F (x, c) ≤ F (x, d) , si c < d, ∀x ∈ R

2.

lim
x→−∞

F (x, y) = lim
y→−∞

F (x, y) = P(∅) = 0+

lim
x,y→+∞

F (x, y) = P(Ω) = 1−

3. Poura < b et c < d

P(X ∈ [a, b[∩Y ∈ [c, d[) = F (b, d)− F (a, d)− F (b, c) + F (a, c) (6.3)

On a en effet :

P(a ≤ X < b ∩ c ≤ Y < d) = P(X < b ∩ Y < d)− P(X < a ∩ Y < d)

−P(X < b ∩ Y < c) + P(X < a ∩ Y < c)
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4. En tout point(x, y) de R2, F est continuèa gauche relativementà chacune des
variablesx ety :

lim
ε→0+

F (x− ε, y) = lim
ε→0+

F (x, y − ε) = F (x, y)

On a, par exemple :

lim
ε→0+

[F (x, y)− F (x− ε, y)] = lim
ε→0+

P(x− ε ≤ X < x ∩ Y < y)

= P(∅) = 0+

La fonction de ŕepartitionF définit compl̀etement la loi de probabilité du couple(X,Y ).
Elle permet en effet d’attribuer une probabilitéà tout pav́e semi-ouvert (voir equation6.3) ;
comme dans le cas des variables aléatoires̀a valeurs dansR, l’ étude des discontinuités
deF permet d’ouvrir, ou de fermer, ces pavésà volont́e.
Dans la pratique, on ne rencontrera que deux types de variables aléatoires̀a valeurs dans
R2. Les lois de probabilit́es correspondantes seront, heureusement, définies plus simple-
ment.

1.3 Les couples de variables discrètes

Lorsque la probabilit́e deΩ, égalèa 1, est entìerement ŕepartie sur un ensemble dénombrable
de points deR2, on dit que le couple(X, Y ) est un couple de variables aléatoires discr̀etes ;
il est, en effet, clair que l’ensembleE1 = {x1, x2, . . . , xn, . . . , } des observables deX
est d́enombrable et qu’il en est de même pourE2 = {y1, y2, . . . , yp, . . .} des observables
deY .
La loi de probabilit́e du couple(X, Y ) est alors parfaitement définie par l’application :

P :

{
E1 × E2 → [0, 1]
(xi, yj) 7→ P(X = xi ∩ Y = yj) = Pij

puisque la probabilit́e d’unévénement(X ∈ I ∩Y ∈ J) estégaleà la somme des proba-
bilit és des points deE1×E2 situésà l’intérieur du domaineI×J , seuleśeventualit́es mu-
tuellement incompatibles réalisant l’́evénement. On peut, d’ailleurs, procéder de m̂eme
pour tout domaine, quelle que soit sa forme.
Tout point n’appartenant pas̀a E1 × E2 et tout domaine ne contenant aucun point de
E1×E2 ont,évidemment, une probabilité nulle. Les probabilit́esPij définissant la loi du
couple v́erifient, bien entendu, la relation :∑

i

∑
j

Pij = P(X ∈ R ∩ Y ∈ R) = P(Ω) = 1 (6.4)

Exemple 6.1 Une urne contient trois boules numérot́es 1,2,3. On tire successivement et
sans remise, deux boules (tirage exhaustif). On peut associerà cette exṕerience un couple
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(X, Y ) de variables aĺeatoires discr̀etes,X représentant le nuḿero que l’on peut obtenir
en premier etY représentant le nuḿero que l’on peut obtenir en second.
La loi du couple(X,Y ) est donńee par le tableaùa double entŕee :

Y
X

1 2 3
1 O 1/6 1/6
2 1/6 0 1/6
3 1/6 1/6 0

Par exemple :P(X = 1 ∩ Y = 2) = P(X = 1)P(Y = 2|X = 1) = 1
3

1
2

= 1
6
.

On peut noter, pour touti, j ∈ {1, 2, 3} :{
Pij = 1

6
, si i 6= j

Pij = 0 , si i = j

Exemple 6.2 Si, avec la m̂eme urne, on tire, successivement et avec remise, deux boules
(tirage non exhaustif), la loi du couple(X,Y ) devient :

Y
X

1 2 3
1 1/9 1/9 1/9
2 1/9 1/9 1/9
3 1/9 1/9 1/9

Par exemple :P(X = 1 ∩ Y = 2) = P(X = 1)P(Y = 2|X = 1) = 1
3

1
3

= 1
9
.

On peut noter, pour touti, j ∈ {1, 2, 3} :

Pij =
1

9

1.4 Les couples̀a densit́e

On dit qu’un couple(X,Y ) de variables aléatoiresà valeurs ŕeelles, est un couplèa
densit́e, s’il existe une fonction nuḿerique de deux variables réelles,g, posśedant la pro-
priét́e : quel que soit le domaineD, deR2, on a

P[(X, Y ) ∈ D] =

∫ ∫
D

g(x, y)dxdy (6.5)

On dit, encore, que le couple(X, Y ) est de distribution absolument continue.
Il est clair que la loi de probabilité du couple(X, Y ) est compl̀etement d́efinie par sa
densit́eg.
En particulier, siF est la fonction de ŕepartition du couple(X, Y ), on a :

F (u, v) = P(X < u ∩ Y < v) =

∫ u

−∞

∫ v

−∞
g(x, y)dxdy
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Réciproquement, on peut montrer que, en tout point(x, y) où g est continue, on :

∂2F (x, y)

∂x∂y
= g(x, y)

La fonction densit́eg d’un couple de variables aléatoires̀a valeurs ŕeelles est, par d́efinition,
une fonction int́egrable surR2. Elle poss̀ede les propríet́es suivantes, que l’on rapprochera
de celles de la densité d’une variable aléatoireà valeurs dansR :

1. g(x, y) ≥ 0, surR2, sauféventuellement en ”certains points”. Cette condition est
indispensable pour que, pour tout domaineD, on aitP[(X, Y ) ∈ D] ≥ 0

2.
∫ ∫

R2 g(x, y)dxdy = P[(X,Y ) ∈ R2] = P(Ω) = 1

On note, enfin, que si dx et dy sont des infiniment petits, on a :

P(x ≤ X < x+ dx ∩ y ≤ Y < y + dy) ∼ g(x, y)dxdy

quantit́e diteprobabilité élémentaire

Exemple 6.3 Soit(X, Y ) un couple de variables aléatoires,̀a valeurs ŕeelles, de densité
de probabilit́e :

g :

{
(x, y) 7→ e−x, si(x, y) ∈ D
(x, y) 7→ 0 , si(x, y) 6∈ D

oùD est d́efini par0 ≤ y ≤ x
On peut v́erifier dans un premier temps, que la fonctiong poss̀ede les propríet́es d’une
densit́e de probabilit́e. D’une part :g(x, y) ≥ 0 surR2. D’autre part :∫ ∫

R2

g(x, y)dxdy =

∫ ∫
D

e−xdxdy

=

∫ +∞

o

e−xdx
∫ x

0

dy

=

∫ +∞

0

xe−xdx

=
[
−xe−x − e−x

]+∞
0

= 1

Calculons maintenant la probabilité de l’́ev́enement[(X, Y ) ∈ ∆], où ∆ est d́efini par :
0 ≤ x+ y ≤ t :

P[(X, Y ) ∈ ∆] =

∫ ∫
∆

g(x, y)dxdy

=

∫ ∫
∆∩D

e−xdxdy g(x, y) = 0 pour (x, y) 6∈ ∆ ∩D

=

∫ t/2

0

dy
∫ t−y

y

e−xdx
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=

∫ t/2

0

(
−e−t+y + e−y

)
dy

=
[
−e−t+y − e−y

] t/2
0

= 1− 2e−
t/2 + e−t

La fonction de ŕepartitionF du couple(X, Y ) est d́efinie par :F (u, v) =
∫ u
−∞

∫ v
−∞ g(x, y)dxdy,

on obtient (̀a vérifier) :

F :


F (u, v) = 0 , si u ≤ 0 ouv ≤ 0
F (u, v) = 1− e−u − ue−u, si 0 ≤ u ≤ v
F (u, v) = 1− e−v − ve−u , si 0 ≤ v ≤ u

Exemple 6.4 Soit(X, Y ) un couple de variables aléatoires,̀a valeurs ŕeelles, de densité
de probabilit́e

g : (x, y) 7→ 1

2π
e−

1
2
(x2+y2), ∀(x, y) ∈ R2

La fonctiong poss̀ede les propríet́es d’une densité : g(x, y) > 0 surR2 et∫ ∫
R2

g(x, y)dxdy =

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

x2/2dx
∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

y2/2dy = 1× 1 = 1

Si∆ est d́efini par :x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 2 (quart de cercle), on a :

P[(X, Y ) ∈ ∆] =

∫ ∫
∆

g(x, y)dxdy

=
1

2π

∫ ∫
∆

e−
1
2
(x2+y2)dxdy

On calcule cette int́egrale en passant en coordonnées polaires :

P[(X, Y ) ∈ ∆] =
1

2π

∫ π/2

0

dθ
∫ √

2

0

e−
r2/2rdr

=
1

2π

π

2

[
−e− r

2/2
]√2

0

=
1

4
[1− e−1]

≈ 15.80%

SiG est la fonction de ŕepartition du couple(X, Y ), on obtient ici :

G(u, v) =

∫ u

−∞

∫ v

−∞
g(x, y)dxdy

=

∫ u

−∞

1√
2π
e−

x2/2dx
∫ v

−∞

1√
2π
e−

y2/2dy

= FX∗(u)FX∗(v)

oùX∗ est une variable normale réduite etFX∗ est sa fonction de répartition.
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2 Lois marginales

Comme il a d́ejà ét́e mentionńe (voir équation6.2), de la loi d’un couple(X, Y ), on doit
toujours pouvoir d́eduire la loi de chacune des deux variables aléatoiresX et Y . On dit
que ces deux lois de probabilité sont deslois marginales, ce qui signifie qu’elles ne sont
qu’une conśequence de la loi du couple.
On va montrer comment procéder pour d́eterminer, dans les cas usuels, les lois margi-
nales.

2.1 Couples de variables discrètes

Soit l’application

P :

{
E1 × E2 → [0, 1]
(xi, yj) 7→ Pij = P(X = xi ∩ Y = yj)

qui définit la loi du couple(X, Y ) de variables discrètes.
Il est clair queE1 est l’ensemble, d́enombrable, des observables deX. Pour chaque valeur
xi ∈ E1, on peut alorśecrire :

(X = xi) = (X = xi ∩ Y = y1) ∪ (X = xi ∩ Y = y2) ∪ (X = xi ∩ Y = y3) ∪ · · ·

Les différenteśeventualit́esétant incompatibles, on en déduit :

P(X = xi) =
∑
j

P(X = xi ∩ Y = yj)

ou, en abŕeǵe :
Pi. =

∑
j

Pij (6.6)

On aura de m̂eme pour toutyj ∈ E2, ,P(Y = yj) =
∑

i P(X = xi ∩ Y = yj), c’est-̀a-
dire :

P.j =
∑
i

Pij (6.7)

Exemple 6.5 (suite de l’exemple6.1) À partir de la loi du couple donńe par le tableau,
on obtient la loi deX en additionnant les probabilités par colonne et la loi deY en
additionnant les probabilit́es par ligne

Y
X

1 2 3
1 O 1/6 1/6 1/3
2 1/6 0 1/6 1/3
3 1/6 1/6 0 1/3

1/3 1/3 1/3

Et donc
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xi 1 2 3
Pi. 1/3 1/3 1/3

yi 1 2 3
P.j 1/3 1/3 1/3

Par exemple :P(Y = 2) = P(X = 1∩ Y = 2) + P(X = 2∩ Y = 2) + P(X = 3∩ Y =
2) = 1/6 + 0 + 1/6 = 1/3.

Exemple 6.6 (suite de l’exemple6.2) On obtient de la m̂eme manìere :

Y
X

1 2 3
1 1/9 1/9 1/9 1/3
2 1/9 1/9 1/9 1/3
3 1/9 1/9 1/9 1/3

1/3 1/3 1/3

Et donc

xi 1 2 3
Pi. 1/3 1/3 1/3

yi 1 2 3
P.j 1/3 1/3 1/3

Par exemple :P(Y = 2) = P(X = 1∩ Y = 2) + P(X = 2∩ Y = 2) + P(X = 3∩ Y =
2) = 1/9 + 1/9 + 1/9 = 1/3.

On remarque que dans ces deux exemples,X et Y ont toujours les m̂emes lois ; ceci
n’est pas surprenant car, quelque soir le schéma, chaque boule a autant de chance qu’une
autre de sortir au premier ou au deuxième tirage, c’est-à-dire une chance sur trois. Ce
qui différencie les deux schémas, c’est la manière dont les observables sont appariées. Il
semble, en, particulier, relativement facile dans le deuxième exemple, d’établir une r̀egle
pour reconstruire la loi du couple(X,Y ) à partir de la loi deX et de la loi deY ; ce n’est
pas le cas dans le premier exemple.

2.2 Couples̀a densit́e

Soit g la densit́e de probabilit́e d’un couple(X, Y ) de variables aléatoiresà valeurs
réelles.
La loi de probabilit́e deX peutêtre d́efinie par sa fonction de répartitionFX . On a, en
effet :

FX(t) = P(X < t) = P(X < t ∩ Y ∈ R) =

∫ ∫
D

g(x, y)dxdy

oùD est d́efini parx < t ety ∈ R. On a ;

FX(t) =

∫ t

−∞
dx
∫ +∞

−∞
g(x, y)dy

Si on posefX(x) =
∫ +∞
−∞ g(x, y)dy, on en d́eduit queX est une variablèa densit́e, de

densit́e :

fX : x 7→
∫ +∞

−∞
g(x, y)dy, ∀x ∈ R (6.8)

bar-hen.net
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De même on a

fY : y 7→
∫ +∞

−∞
g(x, y)dx, ∀y ∈ R (6.9)

Exemple 6.7 (suite de l’exemple6.4) Ici la densit́e fX de la variables aĺeatoires est
définie, pour toutx ∈ R :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
g(x, y)dy

=

∫ +∞

−∞

1

2π
e−

1
2
(x2+y2)dy

=
1√
2π
e−

x2

2

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

y2

2 dy

=
1√
2π
e−

x2

2

De m̂eme, la densitéfY de la variable aĺeatoireY , est d́efinie par

fY (y) =

∫ +∞

−∞
g(x, y)dx =

1√
2π
e−

x2

2 ∀y ∈ R

On dit que le couple(X, Y ) est un couple de variables aléatoires normales réduites. On
note qu’ici, contrairement̀a l’exemple6.3, la densit́e du couple est́egale au produit des
densit́es deX et deY .

3 Variables indépendantes

Définition 6.2 Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoiresà valeurs dansR. On dit
que les deux variablesX etY sont ind́ependantes si, pour tout coupleI etJ d’intervalles
deR, on a la propríet́e :

P(X ∈ I ∩ Y ∈ J) = P(X ∈ I)P(Y ∈ J) (6.10)

Dans tous les autres cas, on dit que les variablesX et Y sont d́ependantes, ou liées, ou
corŕelées.
La définition 6.10est remplaćee, pour les couple discrets et pour les couplesà densit́e,
par une d́efinition équivalente et plus commodeà manipuler.

3.1 Couples de variables discrètes

Soit

P :

{
E1 × E2 → [0, 1]
(xi, yj) 7→ P(X = xi ∩ Y = yj) = Pij
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l’application qui d́efinit la loi du couple(X,Y ). On dit que les variables aléatoiresX et
Y sont ind́ependantes si et seulement si :

P(X = xi ∩ Y = Yj) = P(X = xi)P(Y = yj) ∀(xi, yj) ∈ E1 × E2 (6.11)

Il est clair que l’́equation6.10implique l’équation6.11: il suffit de ŕeduire le domaine
deI × J au pointxi, yj.
Réciproquement l’́equation6.11implique l’équation6.10. Si on consid̀ere un intervalle
I contenant les observablesxn, xn+1, . . . , xn+k deX et un intervalleJ contenant les
observablesyp, yp+1, . . . , yp+l deY , on a, en effet :

P(X ∈ I ∩ Y ∈ J) =
n+k∑
i=n

p+l∑
j=p

P(X = xi ∩ Y = yj)

(6.11) ⇒ P(X ∈ I ∩ Y ∈ J) =
n+k∑
i=n

p+l∑
j=p

P(X = xi)P(Y = yj)

=
n+k∑
i=n

P(X = xi)

p+l∑
j=p

P(X = xi)

= P(X ∈ I)P(Y ∈ J)

Si on remarque que la relation6.10est triviale si l’un au moins des deux intervalles ne
contient aucun observable.
En abŕeǵe, la relation6.11peut s’́ecrire :

Pij = PiPj ∀i et∀j (6.12)

Exemple 6.8 (suite des exemples6.1 et 6.2) La relation 6.12 étant v́erifiée pour tout
i, j = 1, 2, 3, les variablesX et Y de l’exemple6.2 sont ind́ependantes. Par contre les
variablesX etY de l’exemple6.1ne sont pas ind́ependantes.

3.2 Couples̀a densit́e

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires̀a valeurs ŕeelles et de densitég. On d́esigne
parfX la densit́e deX et parfY la densit́e deY (voir équation6.8et6.9)
Les variables aléatoiresXetY sont ind́ependantes si et seulement si :

g(x, y) = fX(x)fY (y) (6.13)

L’indépendance deX et deY implique, en particulier,∀(u, v) ∈ R2 :

P(X < u ∩ Y < v) = P(X < u)P(Y < v)
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et donc : ∫ u

−∞

∫ v

−∞
g(x, y)dxdy =

∫ u

−∞
fX(x)dx

∫ v

−∞
fY (y)dy

On en d́eduit :g(x, y) = fX(x)fY (y)
Réciproquement, sig(x, y) = fX(x)fY (y) on aura pour tout domaineI × J :

P(X ∈ I ∩ Y ∈ J) =

∫ ∫
I×J

g(x, y)dxdy

=

∫ ∫
I×J

fX(x)fY (y)dxdy

=

∫
I

fX(x)dx
∫
J

fY (y)dy

= P(X ∈ I)P(Y ∈ J)

La relation6.13est donc bieńequivalentèa la relation6.10

Exemple 6.9 (suite de l’exemple6.3et 6.4) Les variablesX etY de l’exemple6.4sont
indépendantes puisque, surR2, la relation6.13est v́erifiée.
Par contre, les variablesX etY de l’exemple6.3ne sont pas ind́ependantes.

4 Lois conditionnelles

Comme nous l’avons vu, de la loi d’un couple de variables aléatoires, on peut toujours
déduire la loi de chacune des deux variables. Il convient maintenant de s’intéresser̀a la
liaison entre ces deux variables, c’est-à-direà la manìere dont les observables sont ap-
paríees dans la loi du couple. L’indépendance, ou absence de liaison, décrit une situation
particulìere ; les lois conditionnelles vont permettre une description plus géńerale de la
liaison entre deux variables.
Une loi conditionnelle donne, pour une valeur fixée de l’une des variables, la loi de
probabilit́e de l’autre. On conçoit l’int́er̂et des lois conditionnelles. Si par exemple, on
s’intéressèa la taille et au poids d’un individu choisi au hasard dans une population
donńee, il est important de pouvoir décrire la distribution de la taille des individus de
même poids et de suivre l’évolution de cette distribution en fonction du poids.

4.1 Couples de variables discrètes

La loi du couple(X, Y ) est, dans ce cas, définie par une application

P :

{
E1 × E2 → [0, 1]
(xi, yj) 7→ P(X = xi ∩ Y = yj) = Pij

La relation des probabilités compośees permet d’écrire, dans tous les cas :

P(X = xi ∩ Y = yj) = P(X = xi)P(Y = yj|X = xi)
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Pour toute observablexi ∈ E1, de probabilit́e non nulle, il existe donc une application :{
E2 → [0, 1]

yj 7→ P(Y = yj|X = xi) =
Pij

Pi.

Cette application d́efinit ce que l’on appelle la loi conditionnelle deY sachant queX à la
valeurxi. Il existe autant de lois conditionnelles deY que de valeurs deX de probabilit́e
non nulle.
Si on écrit : P(X = xi ∩ Y = yj) = P(X = xi|Y = yj)P(Y = yj), on peut d́efinir de
même, pout toute observableyj ∈ E2, de probabilit́e non nulle, la loi conditionnelle de
X sachant queY à la valeuryj par l’application{

E1 → [0, 1]

xi 7→ P(X = xi|Y = yj) =
Pij

P.j

On remarque que ces applications définissent bien des lois de probabilité puisque, par
exemple :

0 ≤ Pij ≤ P.j ⇒ 0 ≤ Pij
Pij

≤ 1, (Pij 6= 0)

et ∑
i

Pij
Pi.j

=
1

P.j

∑
i

Pij =
P.j
P.j

= 1

Exemple 6.10 (suite de l’exemple6.1)
Lois conditionnelles deX Lois conditionnelles deY

xi 1 2 3
P(X = xi|Y = 1) 0 1/2 1/2

yi 1 2 3
P(Y = yj|X = 1) 0 1/2 1/2

xi 1 2 3
P(X = xi|Y = 2) 1/2 0 1/2

yi 1 2 3
P(Y = yj|X = 2) 1/2 0 1/2

xi 1 2 3
P(X = xi|Y = 3) 1/2 1/2 0

yi 1 2 3
P(Y = yj|X = 3) 1/2 1/2 0

Par exemple :P(Y = 2|X = 1) = P(X=1∩Y=2)

P(X=1)
=

1/6
1/3

= 1
2

Exemple 6.11 (suite de l’exemple6.2) Les lois conditionnelles deX ouY peuvent̂etre
détermińees comme préćedemment. On note queP(X = i|Y = j) = P(X = i) a par

exemple :P(X = 2|Y = 1) = P(X=2∩Y=1)

P(Y=1)
=

1/9
1/3

= 1
3

= P(X = 2)

Ce ŕesultat est ǵeńeral :

P(X = i|Y = j) =
Pij
P.j

=
Pi.P.j
P.j

= Pi. = P(X = xi) , ∀yj ∈ E2

P(Y = j|X = i) =
Pij
Pi.

=
Pi.P.j
Pi.

= P.j = P(Y = yj) , ∀xi ∈ E1
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Dans l’exemple6.2, les variables sont indépendantes et les lois conditionnelles de cha-
cune des variables n’évoluent pas en fonction des valeurs prises par l’autre ; dans l’exemple6.1
ces loisévoluent et les deux variables sont liées.
On notera que le passage deP(X = xi ∩ Y = yj) à P(X = i|Y = j) s’effectue par
l’intermédiaire de la division parP(Y = yj) ; ceci correspond au changement d’ensemble
fondamental qui intervient dans toute probabilité conditionnelle et se traduit, dans le
sch́ema, par un simple changement d’échelle.

4.2 Couplèa densit́e

On rappelle les notations : le couple(X, Y ) a pour densit́e g, fX et fY sont les densités
respectives deX et deY . On a :

P(x ≤ X < x+dx∩y ≤ Y < y+dy) = P(x ≤ X < x+dx)P(y ≤ Y < y+dy|x ≤ X < x+dx)

Si dx et dy tendent vers źero, on peut́ecrire :

P(x ≤ X < x+ dx ∩ y ≤ Y < y + dy) ∼ g(x, y)dxdy

P(x ≤ X < x+ dx) ∼ fX(x)dx

On en d́eduit :

P(y ≤ Y < y + dy|X = x) ∼
g(x, y)

fX(x)
, si fX(x) 6= 0

Pour tout ŕeelx tel quefX(x) 6= 0, on peut d́efinir une fonctionfY |X=x :

fY |X=x : y 7→ fY |X=x(y) =
g(x, y)

fX(x)

Cette fonction s’appelle la densité conditionnelle deY sachant queX a la valeurx.
De même, pour tout ŕeely tel quefY (y) 6= 0, on peut d́efinir une fonctionfX|Y=y :

fX|Y=y : x 7→ fX|Y=y(x) =
g(x, y)

fY (y)

appeĺee densit́e conditionnelle deX sachant queY a la valeury.
On notera que ces fonctions ont bien les propriét́es d’une densité puisque, par exemple :

fX|Y=y(x) =
g(x, y)

fY (y)
≥ 0∫ +∞

−∞
fX|Y=y(x)dx =

1

fY (y)

∫ +∞

−∞
g(x, y)dx

=
fY (y)

fY (y)
= 1
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On remarque au passage que cette dernière int́egrale a la valeur 1̀a cause de la division
parfY (y) ce qui correspond au changement d’ensemble fondamental déjà signaĺe dans
le cas des variables discrètes.
Les lois conditionnelles deX sont ici d́efinies par une densité òu la valeury prise parY
intervient comme un param̀etre. Ces lois vont se déformer lorsquey varie ; cettéevolution
est un des effets de la liaison entre les variables. Il en est de même des lois conditionnelles
deY qui dépendront de la valeurx prise parX.
Il est clair que siX et Y sont des variables indépendantes les lois conditionnelles de
l’une n’évoluent pas en fonction des valeurs prises par l’autre et que :fY |X=x = fY ;
fX|Y=y = fX à cause de la relation6.13

Exemple 6.12 (suite de l’exemple6.4) Les variables sont ind́ependantes et on a, ici :

∀y ∈ R, fX|Y=y(x) = fX(x) =
1√
2π
e−

x2/2, x ∈ R

∀y ∈ R, fY |X=x(y) = fY (y) =
1√
2π
e−

y2/2, x ∈ R

Exemple 6.13 (suite de l’exemple6.3) On peut d́efinir la densit́e conditionnelle deX
sachantY = y seulement siy ≥ 0 (fY (y) 6= 0). On a alors :

fX|Y=y =
g(x, y)

fY (y)
=

{
e−x+y , si x ≥ y

0 , si x < y

On peut aussi d́efinir la loi conditionnelle deY sachantX = x seulement six > 0
(fX(x) 6= 0). On a alors :

fY |X=x =
g(x, y)

fX(x)
=

{
1/x , si 0 ≤ y ≤ x
0 , si x < y ouy < 0

5 Esṕerances conditionnelles et courbes de régression

On peut associer̀a la distribution conditionnelle deY sachant queX a la valeurx, tous
les param̀etres descriptifs usuels des distributions d’une variable aléatoire dansR.
En particulier, sous réserve de la convergence de la somme, ou de l’intégrale correspon-
dante, on peut lui associer une espérance. Cette espérance s’appelle l’espérance condi-
tionnelle deY sachant queX à la valeurx et on la noteE(Y |X = x).
Le point (x,E(Y |X = x) est le barycentre de la distribution deY sachantX = x.
L’ensemble de ces points s’appelle la courbe de régression de l’esṕerance conditionnelle
E(Y |X = x) ; cette courbe de régression représente donc l’́evolution deE(Y |X = x) en
fonction dex.
On d́efinit de m̂emeE(X|Y = y), esṕerance conditionnelle deX lorsqueY a pris la va-
leury, et la courbe de régression correspondante, ensemble des barycentres (E(X|Y = y), y)
des distributions conditionnelles deX.
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Les courbes de régressionE(Y |X = x) et deE(X|Y = y) sont, a priori, diff́erentes : si
l’espérance de la taille d’un individu de 80 kilos est de 180 centimètres, il n’y a pas de
raison que l’esṕerance du poids d’un individu de 80 kilos soit de 180 cm.
Les courbes de régression représentent, d’une manière synth́etique, un des aspects de la
liaison entre deux variables mais donnent, bien entendu, moins d’informations sur cette
liaison que l’ensemble des lois conditionnelles ; toutes les informations sont, par ailleurs,
contenues dans la loi du couple.

Exemple 6.14 (suite de l’exemple6.1) On a :

E(X|Y = 1) = 2.5

E(X|Y = 2) = 2

E(X|Y = 3) = 1.5

D’où le dessin :

6

-

0

1

2

3

E(X|Y = y)1 2 3

y

u u u

De m̂eme
On a :

E(Y |X = 1) = 2.5

E(Y |X = 2) = 2

E(Y |X = 3) = 1.5

Exemple 6.15 (suite de l’exemple6.2)
Dans ce cas, pour toutxi, yj = 1, 2, 3, on a

E(X|Y = yj) = E(Y |X = xi) =
1

3
1 +

1

3
2 +

1

3
3 = 2

D’où le dessin :
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6

-

0

1

2

3

E(Y |X = x)1 2 3

y

u
u
u

6

-

0

1

2

3

x1 2 3

E(Y |X = x)

uuu

Les variableśetant ind́ependantes, les lois conditionnelles n’évoluent pas et les espérances
conditionnelles restent constantes. Les points représentatifs sont donc situés sur une pa-
rall èleà l’axe desx ou sur une parall̀eleà l’axe desy.
Il en sera de m̂eme dans l’exemple6.4 où E(X|Y = y) = 0 ∀y ∈ R la courbe de
régression est donc parallèleà l’axey′Oy.
E(Y |X = x) = 0 ∀x ∈ R la courbe de ŕegression est donc parallèleà l’axex′Ox.

Il convient de souligner que les lois conditionnelles peuventévoluer, c’est-̀a-dire que les
variables peuvent̂etre líees, tout en conservant des espérances conditionnelles constantes ;
la ”verticalité” et l’”horizontalité” des courbes de régression ne signifient donc pas forcément
l’indépendance des variables.

Exemple 6.16 (suite de l’exemple6.3)
Pour touty ≥ 0, on a

E(X|Y = y) =

∫ +∞

−∞
xfX|Y=y(x)dx

=

∫ y

−∞
xfX|Y=y(x)dx+

∫ +∞

y

xfX|Y=y(x)dx
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= 0 +

∫ +∞

y

xe−x+ydx

= ey
[
−xe−x − e−x

]+∞
y

= 1 + y

Et donc la courbe de régression correspondante est une droite.
De m̂eme, pourx > 0, on a :

E(Y |X = x) =

∫ +∞

−∞
yfY |X=x(y)dy

=

∫ 0

−∞
yfY |X=x(y)dy +

∫ x

0

yfY |X=x(y)dy +

∫ +∞

x

yfY |X=x(y)dy

= 0 +

∫ x

0

y
1

x
dy + 0

=
1

x

[
y2

2

]x
0

=
x

2

La courbe de ŕegression correspondante est encore une droite qui, cette fois passe par
l’origine.

6 Covariance et coefficient de corŕelation

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires̀a valeurs ŕeelles. On suppose que chacune
des deux variables possède une esṕerance et une variance, calculéesà partir des lois
marginales, par exemple, et on pose :
E(X) = µX ; E(Y ) = µY ; V(Y ) = σ2

X ; V(Y ) = σ2
Y

6.1 Définition

On appelle covariance des variablesX etY et on note Cov(X, Y ),σXY ou plus ǵeńeralement
E[(X − µx)(Y − µY )], le nombre, s’il existe, d́efini par :

σXY =
∑
i

∑
j

(xi − µX)(yj − µY )Pij, si les variables sont discrètes

σXY =

∫ ∫
R2

(x− µX)(y − µY )g(x, y)dxdy, pour un couplèa densit́e

On appelle coefficient de corrélation des variablesX et Y , et on noteρXY , le nombre,
s’il existe, d́efini par :

ρXY =
Cov(X, Y )√
V(X)V(Y )

=
σXY
σXσY
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6.2 Covariance

Ce premier coefficient, qui s’introduit naturellement dans certains calculs probabilistes
(voir chapitre7), poss̀ede la propríet́e d’être nul lorsque les variables sont indépendantes.
On a, en effet, dans ce cas :

σXY =
∑
i

∑
j

(xi−µX)(yj−µY )Pi.P.j =
∑
j

(yj−µY )P.j
∑
i

(xi−µX)Pi. = 0×0 = 0

si les variables sont discrètes, et si les variables ont une densité :

σXY =

∫ ∫
(x− µX)(y − µY )fX(x)fY (y)dxdy

=

∫
R
(x− µX)fX(x)dx

∫
R
(y − µY )fY (y)dy

= 0

puisque, pour toute variableZ d’esṕeranceµZ : E(Z − µZ) = E(Z)− µZ = 0.
Réciproquement, une covariance nulle n’implique pas l’indépendance entre les variables
sauf,éventuellement,̀a l’intérieur de certains modèles, par exemple les couples gaussiens.
Malgré cette remarque, la covariance donne les indications suivantes sur la liaison entre
deux variables :
• LorsqueσXY 6= 0, les variablesX etY sont líees ; ceci ŕesulte de la propriét́e pŕećedente ;
• lorsqueσXY < 0, lesécarts(X−µX) et(Y −µY ) ont tendancèaêtre de signe contraire

etX etY ont tendancèa évoluer en sens contraire ;
• lorsqueσXY > 0, lesécarts(X − µX) et (Y − µY ) ont tendancèa être de m̂eme signe

etX etY ont tendancèa évoluer en m̂eme sens.

6.3 Coefficient de corrélation

Le coefficient de corŕelation est utiliśe pour mesurer le degré de liaison entre deux va-
riables. Ceci est justifíe par ses propriét́es :

1. −1 ≤ ρXY ≤ 1 (voir chapitre7).
On dispose donc d’unéechelle communèa tous les couples

2. |ρXY | = 1 ⇔ Y = aX + b. De plusρ = 1 ⇒ a > 0 et ρ = −1 ⇒ a < 0 (voir
chapitre7).
On dit qu’il existe entreX etY une liaison fonctionnelle : quandX a pris une va-
leur, celle deY est impośee ; la liaison lińeaire est, dans l’échelle choisie, considéŕee
comme la plus forte.

3. L’indépendance deX etY impliqueρXY = 0 (voir la définition deσXY ).
C’est la liaison la plus faible. Malheureusement la réciproque n’est pas vraie sauf
pour des cas particuliers comme les couples gaussiens.

4. ρXY > 0 ⇒ X etY ont tendancèa évoluer dans le m̂eme sens.
ρXY < 0 ⇒ X etY ont tendancèa évoluer en sens contraire.
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Exemple 6.17 (suite de l’exemple6.1) On d́eduit des lois marginales :
E(X) = E(Y ) = 1

3
(1 + 2 + 3) = 2

V(X) = V(Y ) = 1
3
(−1)2 + 1

3
(0)2 + 1

3
(1)2 = 2

3

Le calcul de la covariance donne, sans tenir compte des termes nuls :

σXY = (3− 2)(1− 2)
1

6
+ (1− 2)(3− 2)

1

6
= −2

6

On en d́eduit le coefficient de corrélation

ρXY =
−2/6√
2/3
√

2/3
= −1

2

Les variables sont liées. Les valeurs négatives obtenues pourσXY et ρXY confirment
l’ évolution des distributions conditionnelles.

Exemple 6.18 (suite de l’exemple6.3) On d́eduit des lois marginales :
E(X) =

∫ +∞
0

x2e−xdx = [−x2e−x]
+∞
0 + 2

∫ +∞
0

xe−xdx = 0 + 2 = 2

V(X) =
∫ +∞

0
x3e−xdx = [−x3e−x]

+∞
0 + 3

∫ +∞
0

x2e−xdx = 0 + 6 = 6

E(Y ) =
∫ +∞

0
ye−ydy = 1

E(Y 2) =
∫ +∞

0
y2e−ydy = 2

V(Y ) = 2− 1 = 1
Le calcul de la covariance donne :

Cov(X, Y ) =

∫ ∫
R2

(x− 2)(y − 1)g(x, y)dxdy

=

∫ ∫
R2

(x− 2)(y − 1)e−xdxdy

=

∫ +∞

0

(x− 2)e−xdx
∫ x

0

(y − 1)dy

=

∫ +∞

0

(
x3

2
− 2x2 + 2x

)
e−xdx

= 3− 4 + 2

= 1

D’où le coefficient de corrélation

ρXY =
1√
1
√

2
=

√
2

2

À votre avis, les valeurs positives obtenues pourσXY etρXY confirment-elles l’́evolution
des distributions conditionnelles ?

bar-hen.net



176 Variables aléatoires dansRn

7 Variables aĺeatoires dansRn

Ce qui aét́e dit pŕećedemment pour les variables aléatoiresà valeurs dansR2 peut
aiśementêtre ǵeńeraliśe àRn :

Définition 6.3 Soit un espace de probabilité{Ω,A,P} assocíeà une exṕerience aĺeatoireE .
On appelle variable aĺeatoireà valeurs dansRn une application, not́ee(X1, X2, . . . , Xn),
deΩ dansRn, qui permet d’associer̀a toutév́enement́elémentaireω unélément(X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω))
deRn et qui poss̀ede la propríet́e :
pour tout ensemble d’intervallesI1, I2, . . . , In deR,

{ω tel que[X1(ω) ∈ I1 ∩X2(ω) ∈ I2 · · · ∩Xn(ω) ∈ In]} ∈ A
Une variable aĺeatoireà valeur dansRn ou, ce qui revient au m̂eme, un ensemble den
variables aĺeatoires̀a valeurs ŕeelles, permet de traduire toute observation par unn-uplet
de valeurs nuḿeriques. La d́efinition ci-dessus implique que l’on puisse attribuer une
probabilit́e à tout pav́e I1 × I2 × · · · × In. On distinguera les ensembles de variables
discr̀etes et les ensembles de variablesà densit́e.

Exemple 6.19Si (X, Y, Z) est un triplet de variables discrètes, la loi de probabilit́e du
triplet peutêtre d́efinie par :

P :

{
E1 × E2 × E3 → [0, 1]
(xi, yj, zk) 7→ P(X = xi ∩ Y = yj ∩ Z = zk) = Pijk

Avec la relation
∑

i

∑
j

∑
k Pijk = 1

On d́eduit de la loi d’un triplet diff́erentes lois marginales. Par exemple la loi deX est

P(X = xi) =
∑
j

∑
k

Pijk = Pi..

P(X = xi ∩ Y = yj) =
∑
k

Pijk = Pij.

Exemple 6.20On dit qu’un triplet(X, Y, Z) de variables aĺeatoires est un triplet̀a den-
sité s’il existe une fonction nuḿerique de trois variables réelles,h, posśedant la pro-
priét́e : quelque soit le domaineD deR3, on a :

P[(X, Y, Z) ∈ R3] =

∫ ∫ ∫
D

h(x, y, z)dxdydz

h, densit́e du triplet, v́erifie :

1. h(x, y, z) ≥ 0

2.
∫ ∫ ∫

R3 h(x, y, z)dxdydz = 1

On peut,à partir deh obtenir diff́erentes densités marginales. Par exemple la loi deX
est

fX(x) =

∫ ∫
R2

h(x, y, z)dydz

Pour la loi du couple(X, Y ), on a :

g(x, y) =

∫
R
h(x, y, z)dz
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7.1 Ind́ependance

On dit que les variables(X1, X2, . . . , Xn) sont ind́ependantes entre elles si, pour tout
ensembleI1, I2, . . . , In deR, on a :

P(X1 ∈ I1 ∩X2 ∈ I2 ∩ · · · ∩Xn ∈ In) = P(X1 ∈ I1)P(X2 ∈ I2) . . .P(Xn ∈ In)

On notera que l’ind́ependance des variables entre elles entraı̂ne leur ind́ependance deux
à deux (la ŕeciproque n’est pas vraie) ainsi que l’indépendance entre elles des variables
φ1(X1), φ2(X2), . . . , φn(Xn), où φ est une ”bonne” fonction.
Pour le triplet de l’exemple6.19, l’indépendance des trois variables s’écrit :

Pijk = Pi..P.j.P..k ∀(i, j, k)

Pour le triplet de l’exemple6.20, l’indépendance des trois variables s’écrit :

h(x, y, z) = fX(x)fY (y)fZ(z) ∀(x, y, z)
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8 Exercices

1. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires̀a valeurs ŕeelles, de densité de pro-
babilitég définie par :

g :

{
(x, y) 7→ kxy , si (x, y) ∈ D
(x, y) 7→ 0 , si (x, y) 6∈ D

oùD = {(x, y) ∈ R2 tel quex ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ a2 (a ∈ R∗
+)}.

(a) Calculerk.

(b) calculer la probabilit́e de l’́evénement ”X + Y < t” où 0 ≤ t ≤ a.

(c) déterminer les densités de probabilit́e deX et deY . Ces variables sont-elles
indépendantes ?

(d) déterminer la densité conditionnelle deY , lorsqueX = x, et tracer la courbe
de ŕegression de l’esṕerance conditionnelle correspondante.

2. Soit un couple de variables aléatoires̀a valeurs ŕeelles de densité de probabilit́e :

g :

{
(x, y) 7→ 1

4
[1 + xy(x2 − y2)] , si (x, y) ∈ D

(x, y) 7→ 0 , si (x, y) 6∈ D

oùD = {(x, y) ∈ R2 tel que−1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1}.
• Vérifier queg poss̀ede les propríet́es d’une densité de probabilit́e.
• Calculer la probabilit́e de l’́evénement :”(0 ≤ x ≤ 1/2)

⋂
(0 ≤ y ≤ 1)”

• Déterminer la densité de probabilit́e de chacune des deux variables aléatoires ;
sont-elles ind́ependantes ?

• Calculer les esṕerances conditionnelles E(Y |X = x) et E(X|Y = y) ; tracer les
courbes de ŕegression correspondantes.

• Calculer la covariance et le coefficient de corrélation des deux variables.

3. Une exṕerience aĺeatoireε peut avoir trois ŕesultats possibles formant un système
complet d’́evénements :E1 de probabilit́e p1, E2 de probabilit́e p2, E3 de pro-
babilité p3. On veut effectuern exṕeriences, ind́ependantes et identiquesà E et
on consid̀ere les variablesX1, X2 et X3 repŕesentant respectivement le nombre
d’événementsE1, E2 etE3 que l’on peut observer.
• Montrer que la loi de probabilité du triplet est donńee par :

P(X1 = k,X2 = l, X3 = m) =
n!

k!l!m!
pk1p

l
2p
m
3

aveck, l,m ∈ {0, 1, 2, . . . , n} etk + l +m = n
• Géńeraliserà plus de trois variables (loi multinomiale).
• En d́eduire les lois de probabilité deX1, X2 et X3. Ces variables sont-elles

indépendantes ?
• Appliquer à l’exemple suivant : on croise des mufliers ivoires et des mufliers

rouges. On obtient en F1 des mufliers ”pâles”. On admet que la coloration de la
fleur est ǵeŕee par un couple d’allèles. On observe en F2, après autof́econdation,
100 descendants.

bar-hen.net
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4. On consid̀ere deux variables aléatoires ŕeellesX etY indépendantes et de densités
de probabilit́e respectives :

fX :

{
x 7→ 0 , si x < 0
x 7→ λe−λx , si x ≥ 0

et

fY :

{
y 7→ 0 , si y < 0
y 7→ µe−µy , si y ≥ 0

où λ etµ sont deux param̀etres ŕeels strictement positifs.
Le couple(X,Y ) est un couple d’observations que l’on peut effectuer sur un indi-
vidu choisi au hasard dans une population donnée. Les param̀etresλ et µ varient
d’un individuà l’autre, mais on sait que leur rapport reste constant. On désire tester
l’hypothèseH0 : µ = λ contre l’hypoth̀eseH1 : µ = 9λ.
• Calculer la probabilit́e d’observer sur un individu un couple(x, y) tel quey ≤ x

sousH0 et sousH1.
• Utiliser ces ŕesultats pour construire, au niveau 6%, un test deH0 contreH1, à

partir d’unéchantillon de 10 couples indépendants. Calculer la puissance de ce
test.

5. Paul et Vaĺerie ont rendez-vous chez Robert, entre 12h et 14h. Par hypothèse, les
instants d’arriv́ee de Paul et Valérie sont des variables aléatoiresX etY indépendantes,
de distribution uniforme sur[0, 2], l’instant źero correspondant̀a midi, l’unité de
tempsétant l’heure.

(a) SoitU la variable aĺeatoire repŕesentant le temps d’attente de Robert jusqu’à
la premìere arriv́ee. D́eterminer la densité de probabilit́e deU .

(b) SoitV la variable aĺeatoire repŕesentant le temps d’attente de Robert jusqu’à
ce que ses deux amis soient arrivés. D́eterminer la densité de probabilit́e de
V .

(c) Soit la variableZ = X − Y . Calculer l’esṕerance et la variance deZ.
Déterminer la densité de probabilit́e deZ.

(d) SoitW la variable aĺeatoire repŕesentant le temps d’attente de Robert entre
les deux arriv́ees. D́eterminer la densité de probabilit́e deW .
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9 Solutions

1. • g doit satisfaire aux deux conditions :

(a) g(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ R2.
Or g(x, y) = 0 si (x, y) 6∈ D etg(x, y) ≥ 0 si (x, y) ∈ D
⇒ k ≥ 0

(b)
∫ ∫

R2 g(x, y)dxdy = 1.
⇒ I =

∫ ∫
D
kxydxdy = 1

On passe en coordonnées polaires pour calculerI
I = k

∫ ∫
∆
r2 cos θ sin θrdrdθ avec∆ défini par :0 ≤ θ ≤ π

2
et0 ≤ r ≤ R

D’où I = k
∫ π

2

0
cos θ sin θdθ

∫ R
0
r3dr = k

[
sin2θ

2

]π
2

0

R4

4
= kR

4

8

I = 1 ⇒ k = 8
R4

• On aP(X + Y < t) =
∫ ∫

x+y<t
g(x, y)dxdy = 0 si t ≤ 0

si t > 0 P(X + Y < t) =
∫ ∫

D1

8
R4xydxdy

D1 étant d́efini parx ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ x+ y < t ≤ R
On note que la conditiont ≤ R entrâıne queD1 est un triangle.
On a :

8

R4

∫ ∫
D1

xydxdy =
8

R4

∫ t

0

xdx
∫ t−x

0

ydy

=
8

R4

∫ t

0

x
(t− x)2

2
dx

=
4

R4

∫ t

0

(t2x− 2tx2 + x3)dx

=
4

R4

[
t2x2 − 2t

x3

3
+
x4

4

]
0

t

=
4t4

R4

1

12

=
t4

3R4

FinalementP(X + Y < t) = 0 si t ≤ 0 ; P(X + Y < t) = t4

3R4 si t > 0
• Soientf1 la densit́e deX etf2 la densit́e deY . On a :

f1(x) =

∫ +∞

−∞
g(x, y)dxdy

= 0 si x < 0 ou six > R

=
8

R4

∫ √
R2−x2

0

xydy
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=
8x

R4

[
y2

2

]√R2−x2

0

=
4x

R4
(R2 − x2) si 0 ≤ x ≤ R

Finalement :

f1 :

{
x 7→ 0 , si x < 0 ou six > R
x 7→ 4x

R4 (R
2 − x2) , si 0 ≤ x ≤ R

De même,X etY jouant un r̂ole syḿetrique :

f2 :

{
y 7→ 0 , si y < 0 ou siy > R
y 7→ 4y

R4 (R
2 − y2) , si 0 ≤ y ≤ R

Les deux variables ne sont pas indépendantes car on n’a pas l’égalit́e :

g(x, y) = f1(x)f2(y)∀(x, y) ∈ R2

2. • g doit satisfaire aux deux conditions :

(a) g(x, y) ≥ 0. On ag(x, y) = 0 pour tout(x, y) =6∈ D.
Il resteà vérifier que surD, g(x, y) ≥ 0.
En passant en coordonnées polaires, on a :

xy(x2 − y2) = r4 cos θ sin θ(cos2 θ − sin2 θ)

=
r4

2
sin(2θ) cos(2θ)

=
r4

4
sin(4θ)

| sin(4θ)| ≤ 1 ⇒ |xy(x2 − y2)| ≤ r4

4
.

Or r2 ≤ 2. Donc|xy(x2− y2)| ≤ 1 et par conśequent1 + xy(x2− y2) ≥ 0

(b)
∫ ∫

R2 g(x, y)dxdy = 1.
Or ∫ ∫

R2

g(x, y)dxdy =

∫ ∫
D

1

4
(1 + x3y − xy3)dxdy

=
1

4

∫ 1

−1

dx
∫ 1

−1

(1 + x3y − xy3)dy

=
1

4

∫ 1

−1

dx

[
y + x3y

2

2
− x

y4

4

]1

−1

=
1

4

∫ 1

−1

2dx

=
1

2
[x]1−1

= 1
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• Soit∆ le domaine. On a

P((X,Y ) ∈ ∆) =

∫ ∫
∆

g(x, y)dxdy

=
1

4

∫ 1/2

0

dx
∫ 1

0

(1 + x3y − xy3)dy

=
1

4

∫ 1/2

−1

(1 + x3/3− x/4)dx

=
1

4

[
x+

x4

8
− x2

8

]1/2

0

=
1

4

[
1

2
+

1

128
− 1

32

]
=

61

512
≈ 11.91%

• Soientf1 la densit́e deX etf2 la densit́e deY . On a :

f1(x) =

∫ +∞

−∞
g(x, y)dy

= 0 si x < −1 ou six > 1

f1(x) =
1

4

∫ 1

−1

(1 + x3y − xy3)dy

=
1

4

[
y + x3y

2

2
− x

y4

4

]1

−1

=
1

2
si−1 ≤ x ≤ 1

f2(x) =

∫ +∞

−∞
g(x, y)dx

= 0 si y < −1 ou siy > 1

f2(x) =
1

4

∫ 1

−1

(1 + x3y − xy3)dx

=
1

4

[
x+ y

x4

4
− y3x

2

2

]1

−1

=
1

2
si−1 ≤ y ≤ 1

Les deux variablesX et Y ont donc m̂eme loi : il s’agit de la loi uniforme sur
[−1; 1]. Il est clair que les deux variables ne sont pas indépendantes puisqu’on
n’a pas l’́egalit́eg(x, y) = f1(x)f2(y) ∀(x, y) ∈ R2
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• Soit hX la densit́e conditionnelle deY lorsqueX = x. On a :hx(y) = g(x,y)
f1(x)

.
Cette expression n’a de sens que sif1(x) 6= 0, c’est-̀a-dire si−1 ≤ x ≤ 1.
D’autre part, pourx donńe entre -1 et 1, la densité g est nulle siy < −1 ou si
y > 1. D’où, pour−1 ≤ x ≤ 1, hx :

hx :

{
y 7→ 0 , si y < −1 ouy > 1
y 7→ 1

2
(1 + x3y − xy3) , si − 1 ≤ y ≤ 1

On en d́eduit l’esṕerance conditionnelle deY :

E(Y |X = x) =

∫ +∞

−∞
yhx(y)dy

=
1

2

∫ 1

−1

(y + x3y2 − xy4)dy

=
1

3
x3 − 1

5
x pour−1 ≤ x ≤ 1

La courbe de ŕegression correspondante est la courbe représentative de la fonc-
tion :

φ :

{
[−1; 1] 7→ R
x 7→ 1

3
x3 − 1

5
x

Pourhy, densit́e conditionnelle deX lorsqueY = y, on obtient, pour−1 ≤ y ≤
1 :

hy :

{
x 7→ 0 , si x < −1 oux > 1
x 7→ 1

2
(1 + x3y − xy3) , si − 1 ≤ x ≤ 1

On en d́eduit l’esṕerance conditionnelle :

E(X|Y = y) =

∫ +∞

−∞
xhy(x)dx

=
1

2

∫ 1

−1

(x+ x4y − x2y3)dx

=
1

5
y − 1

3
y3 pour−1 ≤ y ≤ 1

La courbe de ŕegression correspondante est la courbe représentative de la fonc-
tion :

ψ :

{
[−1; 1] 7→ R
y 7→ 1

5
y − 1

3
y3

• Dans cet exemple,X etY ont même loi. On a donc :

E(X)=E(Y )=
∫ +∞
−∞ xf1(x)dx =

∫ 1

−1
x
2
dx =

[
x2

4

]1
−1

= 0

V(X)=V(Y )=E(X2) puisque E(X)=0

et
∫ +∞
−∞ x2f1(x)dx =

∫ 1

−1
x2

2
dx =

[
x3

6

]1
−1

= 1
3
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Il en résulte que

Cov(X, Y ) =

∫ ∫
R2

(x− µx)(y − µy)g(x, y)dxdy

=
1

4

∫ ∫
D

xy(1 + x3y − xy3)dxdy

=
1

4

∫ 1

−1

dx

[
x
y2

2
+ x4y

3

3
− x2y

5

5

]1

−1

=
1

4

∫ 1

−1

[
2

3
x4 − 2

5
x2

]
dx

=
1

2

[
x5

15
− x3

15

]1

−1

= 0

La covariance deX etY étant nulle, le coefficient de corrélation est aussi nul.
C’est une illustration du fait que l’annulation de ces coefficients ne signifie pas
forcément l’ind́ependance des variables.

3. (a) On peut nuḿeroter de 1̀an lesn exṕeriences et ainsi représenter tout ŕesultat
possible de cet en ensemble d’expériences par une suite ordonnée den événements.
L’ événementA = ”X1 = k

⋂
X2 = l

⋂
X3 = m” est ŕealiśe chaque fois

que l’on observe une suite d’événements comportantk fois E1, l fois E2 et
m foisE3 aveck + l +m = n

Or, les exṕerienceśetant identiques et indépendantes, la probabilité d’une
telle suite est obtenue par le produit dek termeségauxàP1, l termeségaux
àP2,m termeśegauxàP3, c’est-̀a-direpk1p

l
2p
m
3 .

De plus il a autant de suites de ce type que de manière d’ordonner lesk
événements deE1, lesl événements deE2 et lesm = n−k−l événements de
E3. On peut choisir la place desk événements deE1 deCk

n façons diff́erentes ;
pour chacune d’elles on aC l

n−k façons diff́erentes de choisir la place desl
événementsE2, la place desm = n−k− l événementsE3 est alors impośee.
Il y a donc :
Ck
nC

l
n−k = n!

k!(n−k)!
(n−k)!

l!(n−k−l)! = n!
k!l!m!

manìeres, mutuellement incompatibles,
de ŕealiserA.
L’axiome des probabilit́es totales permet d’écrire :P(X1 = k,X2 = l, X3 =
m) = n!

k!l!m!
pk1p

l
2p
m
3 aveck, l,m ∈ {0, 1, 2, . . . , n} et k + l + m = n et òu

p1 + p2 + p3 = 1

La loi du triplet de variables discrètes(X1, X2, X3) est alors dite ”loi trino-
miale”. La somme des probabilités de tous les triplets ”k, l,m” observables
estégale au d́eveloppement du trin̂ome(p1 + p2 + p3)

n = 1

(b) On ǵeńeralise aiśement au cas òu les ŕesultats possibles d’une expérience
sont en nombrei, à savoirE1, E2, . . . , Ei avec les probabilit́esp1, p2, . . . , pi
(p1 + p2 + · · ·+ pi = 1)
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On d́esigne parX1, X2, . . . , Xi le nombre d’́evénementsE1, E2, . . . , Ei que
l’on peut observer en effectuantn exṕeriences identiques et indépendantes
L’ événementA = ”X1 = k

⋂
X2 = l

⋂
· · ·
⋂
Xi = r” est ŕealiśe chaque

fois que l’on observe une suite d’événements comportantk fois E1, l fois
E2, ... ,r foisEi à savoir :
Ck
nC

l
n−k · · ·Cr

r = n!
k!(n−k)!

(n−k)!
l!(n−k−l)! · · ·

r!
r!

= n!
k!l!...r!

Chaquéeventualit́e à la probabilit́epk1p
l
2 . . . p

r
i .

Et finalement :
P(X1 = k

⋂
X2 = l

⋂
· · ·
⋂
Xi = r) = n!

k!l!...r!
pk1p

l
2 . . . p

r
i aveck, l, . . . , r ∈

{0, 1, 2, . . . , n} etk + l + . . . = r = n et òu p1 + p2 + · · ·+ pi = 1

Une telle loi est dite loi multinomiale ; la loi binomiale (i = 2) et trinomiale
(i = 3) en sont des cas particuliers.

(c) L’ événement ”X1 = l” est ŕealiśe chaque fois que l’on a : ”X1 = k
⋂
X2 =

l
⋂
X3 = m” avec l +m = n − k ce que l’on peut́ecrire ”X1 = k

⋂
X2 =

l
⋂
X3 = n − k − l” aveck ∈ {0, 1, 2, . . . , n}. L’axiome des probabilit́es

totales permet d’écrire :

P(X1 = k) =
n−k∑
l=0

n!

k!l!m!(n− k − l)!
pk1p

l
2p
n−k−l
3

=
n!

k!(n− k)!
pk1

n−k∑
l=0

(n− k)!

l!(n− k − l)!
pl2p

n−k−l
3

=
n!

k!(n− k)!
pk1(p2 + p3)

n−k

Commep2 + p3 = 1 − p1, on en d́eduit queX1 est une variable binomiale
B(n, p1). De m̂emeX2 ∼ B(n, p2) etX3 ∼ B(n, p3). Les trois variables ne
sont pas ind́ependantes puisque :

P(X1 = k
⋂

X2 = l
⋂

X3 = m) 6= P(X1 = k)P(X2 = l)P(X3 = m)

(d) L’expérienceε est ici l’observation d’un individu de la F2. Soientp1, p2, p3

les probabilit́es d’apparition des phénotypes ”ivoire”, ”p̂ale” ou ”rouge” sur
un individu de la F2. On a, ici,p1 = 1/4, p2 = 1/2, etp3 = 1/4.
SoientX1 le nombre de plantes̀a fleurs ivoires,X2 le nombre de plantes̀a
fleurs p̂ales etX3 le nombre de plantes̀a fleurs rouges que l’on peut observer
sur 100 plantes de la F2. On a :

P(X1 = k
⋂

X2 = l
⋂

X3 = m) =
100!

k!l!m!

(
1

4

)k (
1

2

)l(
1

4

)m
où k, l,m ∈ {0, 1, 2, . . . , 100} etk + l +m = 100

Si on s’int́eresse au nombreX3 de plantes̀a fleurs rouges, on aX3 ∼ B
(
100, 1

4

)
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4. (a) Le couple(X, Y ) a pour densit́e{
g(x, y) = λµe−λxe−µy , si x ≥ 0 ety ≥ 0
g(x, y) = 0 , si x < 0 ouy < 0

On aP(Y ≤ X) =
∫ ∫

∆
λµe−λxe−µydxdy

où ∆ est d́efini parx ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ x

On en d́eduit

P(Y ≤ X) =

∫ +∞

0

λe−λxdx
∫ x

0

µe−µydy

=

∫ +∞

0

λe−λxdx
[
−e−µy

]x
0

=

∫ +∞

0

λe−λx(1− e−µx)dx

=

∫ +∞

0

λe−λx −
∫ +∞

0

λe−(λ+µ)x

=

[
−e−λx +

λ

λ+ µ
e−(λ+µ)x

]+∞

0

= 1− λ

λ+ µ

SousH0 µ = λ : P(Y ≤ X) = p0 = 1− λ
2λ

= 1
2

SousH1 µ = 9λ : P(Y ≤ X) = p1 = 1− λ
10λ

= 9
10

(b) Pour chaque couple d’observations, deux résultats sont possibles :(Y ≤
X), de probabilit́eP ou (Y > X) de probabilit́e 1 − P . SoitZ la variable
associant̀a 10 couples d’observations indépendants le nombre de résultats
(Y ≤ X).
On aX ∼ B(10, P )

SousH0, on aZ ∼ B(10, 1/2). Cette distribution est en cloche symétrique par
rapportà la valeur 5.
SousH1, on aZ ∼ B(10, 9/10). Cette distribution est très dissyḿetrique et a
pour module la valeur 9.
Il est clair que c’est l’observation d’une valeurélev́ee deZ qui conduità
choisirH1.
On construit donc un test deH0 contreH1, unilat́eral, avec domaine de rejet
à droite.
On a :
PH0(Z = 10) =

(
1
2

)10
= 1

1024

PH0(Z = 9) = C9
10

(
1
2

)10
= 10

1024

PH0(Z = 8) = C8
10

(
1
2

)10
= 45

1024

PH0(Z = 7) = C7
10

(
1
2

)10
= 120

1024
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On en d́eduit :
PH0(Z ≥ 8) = 56

1024
≈ 5.47% < 6%

PH0(Z ≥ 7) = 176
1024

≈ 17.19% > 6%

D’où le test : au niveau 6%, l’observation d’une valeur de{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
conduità rejeterH0 pour choisirH1

La puissance du test correspondà la probabilit́e de choisirH1 avec raison.
C’est donc :

PH1(Z ≥ 8) = PH1(Z = 8) + PH1(Z = 9) + PH1(Z = 10)

= C8
10

(
9

10

)8(
1

10

)2

+ C9
10

(
9

10

)8(
1

10

)
+

(
9

10

)10

=

(
9

10

)8 [
45

100
+

890

100
+

81

100

]
≈ 0.4305× 2.16

≈ 93%

(a) Le couple(X, Y ) a pour densit́e{
g(x, y) = λµe−λxe−µy , si x ≥ 0 ety ≥ 0
g(x, y) = 0 , si x < 0 ouy < 0

On aP(Y ≤ X) =
∫ ∫

∆
λµe−λxe−µydxdy

où ∆ est d́efini parx ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ x

On en d́eduit

P(Y ≤ X) =

∫ +∞

0

λe−λxdx
∫ x

0

µe−µydy

=

∫ +∞

0

λe−λxdx
[
−e−µy

]x
0

=

∫ +∞

0

λe−λx(1− e−µx)dx

=

∫ +∞

0

λe−λx −
∫ +∞

0

λe−(λ+µ)x

=

[
−e−λx +

λ

λ+ µ
e−(λ+µ)x

]+∞

0

= 1− λ

λ+ µ

SousH0 µ = λ : P(Y ≤ X) = p0 = 1− λ
2λ

= 1
2

SousH1 µ = 9λ : P(Y ≤ X) = p1 = 1− λ
10λ

= 9
10

(b) Pour chaque couple d’observations, deux résultats sont possibles :(Y ≤
X), de probabilit́eP ou (Y > X) de probabilit́e 1 − P . SoitZ la variable
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associant̀a 10 couples d’observations indépendants le nombre de résultats
(Y ≤ X).
On aX ∼ B(10, P )

SousH0, on aZ ∼ B(10, 1/2). Cette distribution est en cloche symétrique par
rapportà la valeur 5.
SousH1, on aZ ∼ B(10, 9/10). Cette distribution est très dissyḿetrique et a
pour module la valeur 9.
Il est clair que c’est l’observation d’une valeurélev́ee deZ qui conduità
choisirH1.
On construit donc un test deH0 contreH1, unilat́eral, avec domaine de rejet
à droite.
On a :
PH0(Z = 10) =

(
1
2

)10
= 1

1024

PH0(Z = 9) = C9
10

(
1
2

)10
= 10

1024

PH0(Z = 8) = C8
10

(
1
2

)10
= 45

1024

PH0(Z = 7) = C7
10

(
1
2

)10
= 120

1024

On en d́eduit :
PH0(Z ≥ 8) = 56

1024
≈ 5.47% < 6%

PH0(Z ≥ 7) = 176
1024

≈ 17.19% > 6%

D’où le test : au niveau 6%, l’observation d’une valeur de{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
conduità rejeterH0 pour choisirH1

La puissance du test correspondà la probabilit́e de choisirH1 avec raison.
C’est donc :

PH1(Z ≥ 8) = PH1(Z = 8) + PH1(Z = 9) + PH1(Z = 10)

= C8
10

(
9

10

)8(
1

10

)2

+ C9
10

(
9

10

)8(
1

10

)
+

(
9

10

)10

=

(
9

10

)8 [
45

100
+

890

100
+

81

100

]
≈ 0.4305× 2.16

≈ 93%

5. Si T est une variable de loi uniforme sur[0, 2], elle admet pour densité :

fT :

{
t 7→ 0 , si t 6∈ [0, 2]
t 7→ 1

2
, si t ∈ [0, 2]

et pour fonction de ŕepartition

FT :


t 7→ 0 , si t < 0
t 7→ t

2
, si t ∈ [0, 2]

t 7→ 1 , si t > 2
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(a) SoitFu la fonction de ŕepartition deU . On peut́ecrire :

Fu(t) = P(U < t) = 1− P(U ≥ t)

= 1− P(X ≥ t ∩ Y ≥ t)

= 1− P(X ≥ t)P(Y ≥ t) (variables ind́ependantes)

= 1− (1− P(X < t))(1− P(Y < t))

= 1− (1− FX(t))(1− FY (t))

X etY ont même loi queT , on en d́eduitFu etfu :

FU :


t 7→ 0 , si t < 0

t 7→ 1−
(
1− t

2

)2
, si t ∈ [0, 2]

t 7→ 1 , si t > 2

et donc

fU :

{
t 7→ 0 , si t 6∈ [0, 2]
t 7→ 1− t

2
, si t ∈ [0, 2]

(b) SoitFV la fonction de ŕepartition deV . On peut́ecrire :
FV (t) = P(V < t) = P(X < t ∩ Y < t) = P(X < t)P(Y < t) =
FX(t)FY (t) = F 2

T (t).
On en d́eduitFV puis la densit́efV :

FV :


t 7→ 0 , si t < 0

t 7→ t2

4
, si t ∈ [0, 2]

t 7→ 1 , si t > 2

et donc

fV :

{
t 7→ 0 , si t 6∈ [0, 2]
t 7→ t

2
, si t ∈ [0, 2]

(c) Les variablesX etY ayant m̂eme loi queT , on a :

E(X) = E(Y ) = E(T ) =

∫ 2

0

t

2
dt =

[
t2

4

]2

0

= 1

E(X2) = E(Y 2) = E(T 2) =

∫ 2

0

t2

2
dt =

[
t3

6

]2

0

=
4

3

V(X) = V(Y ) = V(T ) = E(T 2)− E2(T ) =
4

3
− 1 =

1

3

On en d́eduit

E(Z) = E(X − Y ) = E(X)− E(Y ) = 0 (linéarit́e de l’esṕerance)

V(Z) = V(X − Y ) = V(X) + V(Y ) =
2

3
(indépendance des variables)
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Les variablesX etY étant ind́ependantes, le couple(X, Y ) a pour densit́eg
telle queg(x, y) = fX(x)fY (y). D’où :

g :

{
(x, y) 7→ 1

4
, si (x, y) ∈ [0, 2]2

(x, y) 7→ 0 , si (x, y) 6∈ [0, 2]× [0, 2]

Si FZ est la fonction de ŕepartition deZ, on a :

FZ(t) = P(X − Y < t) =

∫ ∫
y>x−t

g(x, y)dxdy

Quatre cas sont̀a envisager :

t ≤ −2 FZ(t) = 0 carg(x, y) = 0 sur le domaine d’int́egration

−2 ≤ t ≤ 0 FZ(t) = 1
4
× 1

2
(2 + t)2 = 1

2
+ t

2
+ t2

8

0 ≤ t ≤ 2 FZ(t) = 1
4

(
4− 1

2
(2− t)2

)
= 1

2
+ t

2
− t2

8

t ≥ 2 FZ(t) = 1

On obtient la densitéfZ par d́erivation :

fZ :


t 7→ 0 , si t < −2 ou t > 2
t 7→ 1

2
+ t

4
, si t ∈ [−2, 0]

t 7→ 1
2
− t

4
, si t ∈ [0, 2]

(d) On a clairementW = |X − Y |. Si FW est la fonction de ŕepartition deW ,
on a :

FW (t) = P(W < t) = P(|Z| < t)

• Si t ≤ 0 FW (t) = P(∅) = 0
• Si t > 0, FW (t) = P(−t < Z < t) = P(−t ≤ Z < t) = FZ(t)− FZ(−t)
• Si 0 ≤ t ≤ 2 FW (t) = 1

2
+ t

2
− t2

8
−
(

1
2
− t

2
+ t2

8

)
= t− t2

4

• Si t ≥ 2 FW (t) = 1
Par d́erivation, on obtient la densitéfW :

fW :

{
t 7→ 0 , si t 6∈ [0, 2] ou t > 2
t 7→ 1− t

2
, si t ∈ [0, 2]

bar-hen.net



Chapitre 7

Fonctions de plusieurs variables
aléatoires

On consid̀ere une exṕerience aĺeatoireE à laquelle est associée une variable aléatoire
à valeurs dansRn, c’est-̀a-dire un ensemble de variables aléatoiresà valeurs ŕeelles :
(X1, X2, . . . , Xn).
Si, par une fonction nuḿeriqueφ, définie sur l’ensemble des observables, on fait cor-
respondrèa une ŕealisation(x1, x2, . . . xn) son imagez = φ(x1, x2, . . . xn), on peut dire
que l’exṕerience a entraı̂né l’observation dez et consid́erer cette valeurz comme une va-
leur particulìere d’une variable aléatoireZ. Cette nouvelle variable est ditefonction des
variables aĺeatoires(X1, X2, . . . , Xn) et on la repŕesente parZ = φ(X1, X2, . . . , Xn).

Exemple 7.1 À l’expérienceE est assocíe le couple(X, Y ). La réalisation deE entrâıne
l’observation(X = 3 ∩ Y = 5)

La variable a pris la valeur
somme : Z = X + Y z = 8

moyenne : Z = 1
2
(X + Y ) z = 4

différence : Z = X − Y z = −2
quotient : Z = X

Y
3
5

La connaissance de la loi de probabilité de chacune des variables(x1, x2, . . . xn) ne suffit
pas, sauf dans le cas de l’indépendance, pour déterminer la loi deZ. Il est clair en effet
que l’on doit tenir compte de la pondération de toutes les associations de valeurs possibles
conduisant au m̂eme ŕesultatz. C’est donc seulementà partir de la loi de la variable,à va-
leurs dansRn, (x1, x2, . . . xn), que l’on peut d́eterminer celle deZ = φ(X1, X2, . . . , Xn).
Le but de ce chapitre est de montrer comment déterminer cette loi, dans les cas les plus
usuels, et de donner un certain nombre de résultats ǵeńeraux.

1 Esṕerance

Pour faciliter les d́emonstrations ultérieures, on notera dès maintenant que, comme pour
les fonctions d’une variable aléatoire (cf. chapitre4), il n’est pas ńecessaire de connaı̂tre
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192 Variable somme

la loi de la variableφ(X1, X2, . . . , Xn), pour calculer son espérance : la loi de la variable
(X1, X2, . . . , Xn) à valeurs dansRn suffit.
À condition que l’esṕerance de la variableZ = φ(X1, X2, . . . , Xn) existe (probl̀emes
possible de convergence) :
• Si les variables(X1, X2, . . . , Xn) sont discr̀etes, il est facile de montrer l’égalit́e :

E(Z) =
∑
i,j,...,l

φ(x1i, x2j, . . . , xnl)P(X1 = x1i ∩X2 = x2j ∩ · · · ∩Xn = xnl) (7.1)

• Si la fonction(X1, X2, . . . , Xn) admet une densité g, on a, pour les fonctions ”raison-
nables”φ utilisées dans la pratique (fonctions mesurables) :

E(Z) =

∫ ∫
· · ·
∫

Rn

φ(x1, x2, . . . , xn)g(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn (7.2)

On notera la ǵeńeralit́e de ce formalisme. En particulier, pour un couple(X, Y ), de den-
sité g, et des densités marginalesf1 (pourX) et f2 (pourY ), on peut utiliser la fonction
φ : (x, y) 7→ x qui définit la variableX = φ(X, Y ). On obtient :

E(X) =

∫ ∫
R2

φ(x, y)g(x, y)dxdy

=

∫ ∫
R2

xg(x, y)dxdy

=

∫ +∞

−∞
xdx

∫ +∞

−∞
g(x, y)dy

=

∫ +∞

−∞
xf1(x)dx

2 Variable somme

Soit la variableZ = X +Y . On se propose de déterminer sa loi de probabilité à partir de
celle du couple(X, Y )

2.1 couple de variables discrètes

Dans ce cas, la détermination de la loi de la variable somme est, en géńeral, aiśee. Elle
s’appuie sur l’axiome des probabilité totales. On peut l’illustrer sur deux exemples :

Exemple 7.2 (voir exemple6.1) Soit un couple(X,Y ) dont la loi de probabilit́e est
donńe par le tableau ci-dessous :

Y
X

1 2 3
1 O 1/6 1/6
2 1/6 0 1/6
3 1/6 1/6 0
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On aP(Z = 2) = P(Z = 6) = 0

P(Z = 3) = P(X = 1 ∩ Y = 2) + P(X = 2 ∩ Y = 1) =
1

6
+

1

6
=

1

3

P(Z = 4) = P(X = 1 ∩ Y = 3) + P(X = 3 ∩ Y = 1) =
1

6
+

1

6
=

1

3

P(Z = 5) = P(X = 2 ∩ Y = 3) + P(X = 3 ∩ Y = 2) =
1

6
+

1

6
=

1

3

D’où la loi deZ

zi 4 5 6
P(Z = zi) 1/3 1/3 1/3

Exemple 7.3 (voir exemple6.2) Soit un couple(X, Y ) dont la loi de probabilit́es est
donńe par le tableau ci-dessous :

Y
X

1 2 3
1 1/9 1/9 1/9
2 1/9 1/9 1/9
3 1/9 1/9 1/9

Par le m̂eme raisonnement que dans l’exemple préćedent, on obtient :

zi 2 3 4 5 6
P(Z = zi) 1/9 2/9 3/9 2/9 1/9

On remarque que, bien que les variablesX et Y aient m̂eme loi dans les deux cas (voir
chapitre6), dans un cas il y a ind́ependance et dans l’autre il y a dépendance, d’òu la
forme différente de la loi deX + Y .

2.2 Couples de variables̀a densit́e

Soit g la densit́e d’un couple(X, Y ). Pour d́eterminer la loi de la variableZ = X + Y ,
la méthode ǵeńerale est de d́eterminer sa fonction de répartition surZ. On a

F (t) = P(Z < t)

=

∫ ∫
D

g(x, y)dxdy

oùD est le domaine d́efini parx+ y < t.
Dans la pratique le calcul d’un telle intégrale double est relativement simple.
Par d́erivation deF , on obtient la densitéf deZ.
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Exemple 7.4 On se propose de déterminer la densit́e de probabilit́e de la somme de deux
variables aĺeatoires ind́ependantes, de m̂eme loi exponentielle de paramètreλ (λ ∈ R∗

+)
La premìere variableX a donc pour densité :

f1 :

{
x 7→ 0 , si x < 0
x 7→ λe−λx , si x ≥ 0

La deuxìeme variableY a pour densit́e

f2 :

{
y 7→ 0 , si y < 0
y 7→ λe−λy , si y ≥ 0

À cause de l’ind́ependance des deux variables, le couple(X, Y ) a pour densit́e :

g :

{
(x, y) 7→ 0 , si x < 0 ouy < 0
(x, y) 7→ λ2e−λ(x+y) , si x ≥ 0 ety ≥ 0

SoitZ = X + Y , de fonction de ŕepartitionF et de densit́ef . On a :

F (t) = P(Z < t)

=

∫ ∫
D

g(x, y)dxdy = 0, si t ≤ 0

=

∫ ∫
∆

λ2e−λ(x+y)dxdy, si t > 0 et∆ : {x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y < t}

=

∫ t

0

λe−λxdx
∫ t−x

0

λe−λydy

=

∫ t

0

λe−λxdx
[
−e−λy

]t−x
0

= 1− e−λt − λte−λt

D’où la fonction de ŕepartition deZ :

F :

{
t 7→ 0 , si t < 0
t 7→ 1− e−λt − λte−λt , si t ≥ 0

On en d́eduit la densit́e deZ :

f :

{
t 7→ 0 , si t < 0
t 7→ λ2te−λt , si t ≥ 0

On peut noter qu’il estpossiblede d́eterminer plus directement la densitéf de la variable
X + Y , à partir de la densité du couple(X, Y ).
Dans l’int́egraleF (t) =

∫ ∫
x+y<t

g(x, y)dxdy, on peut faire le changement de variables :{
u = x

v = x+ y
⇔
{

x = u
y = v − u

de Jacobien

∣∣∣∣ 1 0
−1 1

∣∣∣∣ = 1
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Et donc

F (t) =

∫ ∫
v<t

g(u, v − u)dudv

=

∫ t

−∞
dv
∫ +∞

−∞
g(u, v − u)du

Or F (t) =
∫ t
−∞ f(v)dv. On en d́eduitf(v) =

∫ +∞
−∞ g(u, v − u)du.

En remarquant que le changement de variables{
u = x+ y
v = y

aurait conduità f(u) =
∫ +∞
−∞ g(u − v, v)dv, on peut conclure que la densité f de la

variableX + Y est donńee par les relations

f(t) =

∫ +∞

−∞
g(x, t− x)dx =

∫ +∞

−∞
g(t− y, y)dy (7.3)

Exemple 7.5 (suite de l’exemple7.4) On aurait puécrire directement :

f(t) =

∫ +∞

−∞
g(x, t− x)dx

Or g(x, t− x) 6= 0 seulement six ≥ 0 et t− x ≥ 0 ⇒ 0 ≤ x ≤ t. Donc

Pour t < 0 , f(t) = 0

Pour t ≥ 0 , f(t) =

∫ t

0

λ2e−λ(x+t−x)dx = λ2e−λt
∫ t

0

dx = λ2te−λt

2.3 Somme den variables

La détermination de la loi de probabilité d’une variable somme den variables aĺeatoires
(n > 2) se fait en suivant les m̂emes principes que ceux qui viennent d’être expośes
pour un couple. Seul le formalisme devient plus compliqué. On obtient donc le résultat
suivant :

Théorème 7.1Si les variables aĺeatoiresX1, X2, . . . , Xn ont des esṕerances, la somme
de ces variables a pour espérance la somme des espérances de chacune d’elles.

On va d́emontrer ce th́eor̀eme dans le cas d’un couple(X, Y ) de densit́e g, de densit́es
marginalesf1 etf2. La d́emonstration est similaire pour un couple discret.
On peut les d́emontrer pourn variables, directement ou, plus simplement, par récurrence.
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On a, d’apr̀es, l’équation7.2:

E(X + Y ) =

∫ ∫
R2

(x+ y)g(x, y)dxdy

=

∫ ∫
R2

xg(x, y)dxdy +

∫ ∫
R2

yg(x, y)dxdy

=

∫ +∞

−∞
xdx

∫ +∞

−∞
g(x, y)dy +

∫ +∞

−∞
ydy

∫ +∞

−∞
g(x, y)dx

=

∫ +∞

−∞
xf1(x)dx+

∫ +∞

−∞
yf2(y)dy voir chapitre6

= E(X) + E(Y )

On note que ce résultat suppose seulement l’existence des espérances.

Théorème 7.2Si les variables aĺeatoiresX1, X2, . . . , Xn ont des variances et sontindépendantes,
la somme de ces variables a pour variance la somme des variances de chacune d’elles.

On va d́emontrer ce th́eor̀eme dans le cas d’une couple(X, Y ) de densit́e g, de densit́es
marginalesf1 etf2. La d́emonstration est similaire pour un couple discret.
La géńeralisatioǹan variables est facile.
On poseE(X) = µ1, E(Y ) = µ2. On remarque que les espérances existent puisque les
variances existent. On aE(Z) = µ1 + µ2, d’apr̀es le th́eor̀eme7.1.
D’après l’équation7.2, on peut́ecrire :

V(X + Y ) = E
(
(X + Y − µ1 − µ2)

2
)

=

∫ ∫
R2

(x+ y − µ1 − µ2)
2g(x, y)dxdy

=

∫ ∫
R2

(x− µ1)
2g(x, y)dxdy +

∫ ∫
R2

(y − µ2)
2g(x, y)dxdy

+2

∫ ∫
R2

(x− µ1)(y − µ2)g(x, y)dxdy

=

∫ +∞

−∞
(x− µ1)

2dx
∫ +∞

−∞
g(x, y)dy +

∫ +∞

−∞
(y − µ2)

2dy
∫ +∞

−∞
g(x, y)dx

+ 2Cov(X, Y )

=

∫ +∞

−∞
(x− µ1)

2f1(x)dx+

∫ +∞

−∞
(y − µ2)

2f2(y)dy + 2Cov(X, Y )

D’où une premìere relation ǵeńerale :

V(X + Y ) = V(X) + V (Y ) + 2Cov(X, Y ) (7.4)

Si les variables sont indépendantes, alors Cov(X, Y ) = 0 (voir chapitre6) et le th́eor̀eme
est d́emontŕe :V(X + Y ) = V(X) + V(Y ).
Par rapport au th́eor̀eme7.1, on remarque la ńecessit́e de l’ind́ependance (ou au moins de
l’annulation de la covariance).
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Exemple 7.6 (suite des exemples7.2et7.3) Dans ces deux exemples, les variablesX et
Y ont m̂eme loi (voir chapitre6 : P(X = i) = P(Y = j) = 1/3 pour i, j = 1, 2, 3). On
en d́eduit :

E(X) = E(Y ) =
1

3
(1 + 2 + 3) = 2

V(X) = V(Y ) =
1

3
(1 + 0 + 1) =

2

3

Dans l’exemple7.2, on a :

E(X + Y ) =
1

3
(3 + 4 + 5) = 4 = E(X) + E(Y )

V(X + Y ) =
1

3
(0 + 1 + 0) =

2

3
6= V(X) + V(Y )

Le th́eor̀eme7.1est v́erifié, mais pas le th́eor̀eme7.2, à cause de la d́ependance entre les
variables.
Dans l’exemple7.3, on a :

E(X + Y ) =
1

9
(2 + 6 + 12 + 10 + 6) = 4 = E(X) + E(Y )

V(X + Y ) = =
1

9
(4 + 2 + 0 + 2 + 4) =

4

3
= V(X) + V(Y )

Le th́eor̀eme7.1est toujours v́erifié, ainsi que le th́eor̀eme7.2à cause de l’ind́ependance
des deux variables

Exemple 7.7 (suite de l’exemple7.4) Les variablesX etY ayant m̂eme loi, on a :

E(X) = E(Y ) =

∫ +∞

0

λxe−λxdx =
[
−xe−λx

]+∞
0

+
1

λ

∫ +∞

0

λe−λxdx =
1

λ

E(X2) = E(Y 2) =

∫ +∞

0

λx2e−λxdx =
[
−x2e−λx

]+∞
0

+
2

λ

∫ +∞

0

λxe−λxdx =
2

λ2

V(X) = V(Y ) =
2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2

On en d́eduit, ce qu’il est facile de vérifier :

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) =
2

λ
(théor̀eme7.1)

V(X + Y ) = V(X) + V(Y ) =
2

λ2
(théor̀eme7.2, à cause de l’ind́ependance)

Théorème 7.3Si les variablesX1, X2, . . . , Xn sont des variablesnormaleset indépendantes,
la somme de ces variables est une variable normale, ayant pour espérance la somme
des esṕerances de chacune d’elles et pour variance la somme des variances de chacune
d’elles.
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La dernìere partie de ce th́eor̀eme est d́ejà donńee par les th́eor̀emes7.1et7.2. L’ élément
nouveau concerne la forme de la loi. Ce théor̀eme peut se d́emontrer pour deux variables
puis, par ŕecurrence, pourn variables.
Pour simplifier l’́ecriture, on va d́emontrer ce th́eor̀eme dans le cas de deux variables
normales centŕees et ŕeduites.
SiX ∼ N (0, 1) etY ∼ N (0, 1), la loi du couple est donné par la densit́e

g : (x, y) 7→ 1

2π
e(−

1
2
(x2+y2))

Si f est la densit́e deX + Y , elle est donńee par la relation7.3:

f(t) =

∫ +∞

−∞

1

2π
e(−

1
2
(x2+(t−x)2))dx

D’où

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e(−

1
2
(2x2−2tx+t2))dx

=
1

2π

∫ +∞

−∞
e

(
− 1

2
(x
√

2− t√
2
)2+ t2

2

)
dx

=
1

2π
e

(
− t2

4

) ∫ +∞

−∞
e

(
− 1

2
(x
√

2− t√
2
)2

)
dx

On change de variable :x
√

2− t√
2

= u⇒ dx = du√
2
. On obtient :

f(t) =
1

2π
e

(
− t2

4

) ∫ +∞

−∞
e

(
−u2

2

)
du√

2

=
1√

2π
√

2
e(−

1
2
( t/√2)2)

Car
∫ +∞
−∞

1
2π
e

(
−u2

2

)
dx On a donc

X + Y ∼ N (0, 2)

Théorème 7.4 (théor̀eme de la limite centrée)
Soit une suiteX1, X2, . . . , Xn, . . . de variables aĺeatoiresindépendantes et de même

loi. On d́esigne parµ leur esṕerance commune etσ2 leur variance commune. La loi de
probabilité de la variableSn =

∑n
i=1Xi tend vers une loi normaleN (nµ, nσ2) lorsque

n augmente ind́efiniment.

Il faut noter queE(Sn) = nµ et V(Sn) = nσ2 sont des conśequences des théor̀emes7.1
et7.2.
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On admettra ce th́eor̀eme que l’on utilisera plus loin. Il met eńevidence l’importance
de la loi normale qui apparaı̂t ainsi comme loi asymptotique dans un certain nombre de
mod̀eles probabilistes.
Cette convergence en loi permet, si l’on dispose d’un nombre de variables suffisamment
grand, d’utiliser la loi normale comme loi de la variableSn même si on ignore la loi
commune des variablesXi. Le seul probl̀eme est de savoir̀a partir de quand on peut
utiliser cette approximation. Un usage est de choisirn ≥ 30. Il est cependant clair que si
la loi des variablesXi s’écarte beaucoup du modèle gaussien, la convergence sera assez
lente : l’exemple de la loi binomiale incitèa la prudence.

2.4 Applicationà la loi binomiale

Soit une exṕerience aĺeatoireE constitúe den exṕeriencese1, e2, . . . , en identiques et
indépendantes.
Au cours de chaque expérienceei on peut observer uńevénementA de probabilit́eP , ou
son contraireA de probabilit́eQ = 1− P .
SiZ est la variable qui associeàE le nombre d’́evénementsA que l’on peut observer, on
sait queZ suit une loi binomialeB(n, P ).
Supposons maintenant qu’à chaque exṕerienceei, on associe une variableXi qui prend
la valeur 1 siA se ŕealise ou la valeur 0 siA ne se ŕealise pas. Une telle variable s’appelle
l’indicatrice de l’́evénementA.
On a :

P(Xi = 1) = P(A) = P

P(Xi = 0) = P(A) = Q = 1− P

On en d́eduit :

E(Xi) = 1P + 0Q = P

V(Xi) = (1− P )2P + (0− P )2Q = QP (P +Q) = PQ

La variableZ apparâıt alors comme une variable somme den variables ind́ependantes et
de m̂eme loi :Z =

∑n
i=1Xi

On d́eduit du th́eor̀eme7.1:

E(Z) =
n∑
i=1

E(Xi) = nP

On d́eduit du th́eor̀eme7.2:

V(Z) =
n∑
i=1

V(Xi) = nPQ

Enfin le th́eor̀eme de la limite centrée permet d’́ecrire, pourn suffisamment grand :

Z ∼ N (nP, nPQ)
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2.5 Ǵeńeralisation : combinaisons lińeaire de variables

À un ensemble de variables aléatoires(X1, X2, . . . , Xn), à valeurs ŕeelles, on peut plus
géńeralement associer un variable :

Z = α1X1 + α2X2 + · · ·+ αnXn αi ∈ R

On supposera, par la suite, l’existence de l’espérance et de la variance de chacune des
variables.
Le théor̀eme7.1permet d’́ecrire :

E(α1X1 + α2X2 + · · ·+ αnXn = E(α1X1) + E(α2X2) + · · ·+ E(αnXn)

et d’apr̀es le th́eor̀eme4.2:

E(α1X1 + α2X2 + · · ·+ αnXn = α1E(X1) + α2E(X2) + · · ·+ αnE(Xn) (7.5)

Si les variables sont indépendantes, le théor̀eme7.2permet d’́ecrire :

V(α1X1 + α2X2 + · · ·+ αnXn = V(α1X1) + V(α2X2) + · · ·+ V(αnXn)

et d’apr̀es le th́eor̀eme4.2:

V(α1X1 + α2X2 + · · ·+ αnXn = α2
1V(X1) + α2

2V(X2) + · · ·+ α2
nV(Xn) (7.6)

Si enfin les variablesX1, X2, . . . , Xn sont des variables normales et indépendantes, les
variablesα1X1, α2X2, . . . , αnXn sont ind́ependantes et normales d’après le th́eor̀eme4.1.
Le théor̀eme7.3 permet d’affirmer que la variablesZ = α1X1 + α2X2 + · · · + αnXn

est encore une variable normale dont l’espérance et la variance sont données par les rela-
tion 7.5et7.6
Ces quelques remarques ne sont pas exhaustives. On ne doit pas oublier que, quelle que
soit la loi d’une variableXi, on sait d́eterminer la loi de la variableαiXi (multiplication
par une constante, voir chapitre4) ; on peut donc envisager d’autres modèles.

3 Variable diff érence

Soit un couple(X1, X2) et soir la variableZ = X1 −X2. Une telle variable est utiliśee
dans certains tests. On peut considérerZ comme une combinaison linéaire deX1 etX2

avec les coefficients+1 et−1.
On peut donćecrire, en posantE(X1) = µ1, E(X2) = µ2, V(X1) = σ2

1, V(X2) = σ2
2 et

en appliquant les résultats pŕećedents :

E(X1 −X2) = E(X1)− E(X2) = µ1 − µ2

Dans le cas de l’ind́ependance :

V(X1 −X2) = V(X1) + V (X2) = σ2
1 + σ2

2

Dans le cas de variables normales et indépendantes :

X1 −X2 ∼ N
(
µ1 − µ2, σ

2
1 + σ2

2

)
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4 Variable moyenne

À un ensemble(X1, X2, . . . , Xn) de n variablesà valeurs ŕeelles, on peut associer la
variablem = 1

n

∑n
i=1Xi appeĺee variable moyenne. En fait cette variable est obtenue en

multipliant la variable somme par la constante1
N

4.1 Cas d’unn-échantillon

Un cas particulier tr̀es important dans la pratique est celui où lesn variables sontindépendantes
et de m̂eme loi. On parle alors d’unn-échantillon et on d́esignera la moyenne par le sym-
boleX = 1

n

∑n
i=1Xi.

On appellera moyenne empirique la valeur prise parX lorsque l’exṕerience est ŕealiśee ;
il s’agit de la moyenne arithḿetique des observationsx = 1

n

∑n
i=1Xxi.

La variableX peutêtre consid́eŕee comme une combinaison linéaire des observationXi

avec des coefficients touségauxà 1
n
. Comme les variablesXi ont même loi, on pose pour

tout i : E(Xi) = µi etV(Xi) = σ2
i , et on d́eduit des formules7.5et7.6:{

E(X)= 1
n

∑n
i=1 E(Xi) = 1

n
nµ = µ

V(X)= 1
n2

∑n
i=1 V(Xi)=

1
n2nσ

2=σ2

n

(7.7)

La variableX a donc pour esṕerance l’esṕerance d’une variable mais elle est beaucoup
moins disperśee.
Il r ésulte du th́eor̀eme7.3 que si les variablesXi suivent une loiN (µ, σ2), alorsX suit

une loiN
(
µ, σ

2

n

)
.

Enfin, m̂eme si on ignore la loi suivie par les variablesXi, le th́eor̀eme central limite
(combińe avec le th́eor̀eme4.1) permet d’affirmer que la loi asymptotique de la variable

X est une loiN
(
µ, σ

2

n

)
; en fait cette loi est utiliśee pratiquement pourn ≥ 30.

On comprend ainsi l’int́er̂et de la variableX pour construire des tests d’hypothèses
concernant le param̀etreµ.

4.2 Application a la loi binomiale

On a parĺe pŕećedemment de la variableZ, ob́eissantà une loiB(n, P ), associant̀a
l’expérienceE le nombre d’́evénementsA que l’on peut observer. On a vu que cette
variable pouvait̂etre consid́eŕee comme la somme den variables indicatricesXi.
Soit maintenant la variableZ/n associant̀aE la proportion d’́evénementsA que l’on peut
observer sur lesn résultats. On a :

Z

n
=

1

n

n∑
i=1

Xi = X

Cette variable est la moyenne den variables ind́ependantes de de même loi. On en d́eduit

E(X) = E(Xi) = P ; V(X) =
V(Xi)

n
=
PQ

n
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Enfin, pourn suffisamment grand, on aura

X ∼ N
(
P,
PQ

n

)

Exemple 7.8 SoitX une variable normale d’espéranceµ et de varianceµ. On se pro-
pose de construire au niveau de 5%,à partir de la moyenne de 10 variables, indépendantes
et de m̂eme loi queX, un test de l’hypoth̀eseµ = 100 contre l’hypoth̀eseµ = 90 et de
calculer la puissance de ce test.
SoitX la moyenne de 10 variables indépendantes de loiN (µ, µ).
On en d́eduitX ∼ N

(
µ, µ

10

)
SousH0 : X ∼ N (100, 10)
SousH1 : X ∼ N (90, 9)
Les faibles valeurs deX étant plus probables sousH1 que sousH0, on construit un test
unilatéral avec domaine de rejet deH0 à gauche. Au niveau 5% les valeurs qui conduisent
à rejeterH0 sont les valeurs deX inférieures oúegales̀a : 100−1.645

√
10 ≈ 94.8. D’où

le test : si on observe une valeur deX suṕerieureà 94.8 on choisitH0 ; si on observe
une valeur deX inférieure ouégalesà 94.8, on choisitH1.
La puissance du test est la probabilité de choisirH1 avec raison. SoitZ ∼ N (0, 1). On
a :

π = PH1(X ≤ 94.8) = P
(
Z ≤ 94.8− 90√

9

)
= P(Z ≤ 1.60) ≈ 94.52%

5 Variable produit

Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires̀a valeurs ŕeelles. La variablesZ = XY est
la variable produit deX et Y . La d́etermination de la loi deZ, dans le cas d’un couple
discret, ne pŕesente pas plus de difficultés que dans le cas d’un couple de densité g. SiF
etf sont respectivement la fonction de répartition et la densité deZ, on a :

F (t) = P(Z < t) =

∫ ∫
D

g(x, y)dxdy

oùD est d́efini parxy < t.
On effectue le changement de variables :{

u = x
v = xy

⇔
{
x = u
y = v

u

de Jacobien

∣∣∣∣ 1 0
− v
u2

1
u

∣∣∣∣ =
1

u

On en d́eduit :

F (t) =

∫ ∫
v<t

g
(
u,
v

u

) ∣∣∣∣1u
∣∣∣∣ dudv

=

∫ t

−∞
dv
∫ +∞

−∞

1

|u|
g(u,

v

u
)du
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D’où f(t) =
∫ +∞
−∞

1
|u|g
(
u, t

u

)
du, que l’onécrit :

f(t) =

∫ +∞

−∞

1

|x|
g

(
x,
t

x

)
dx =

∫ +∞

−∞

1

|y|
g

(
y,
t

y

)
dy (7.8)

La deuxìemeégalit́e provenant du changement de variables :

{
u = xy
v = y

Théorème 7.5Si les variables aĺeatoiresX1, X2, . . . , Xn admettent des espérance et
sont ind́ependantes, le produit de ces variables a pour espérance le produit des espérances
de chacune d’elles.

On va d́emontrer ce th́eor̀eme dans le cas d’un couple(X, Y ) de densit́e g, de densit́es
marginalesf1 et f2. La d́emonstration pour un couple discret et la géńeralisationà n
variables est aiśee.
On a, d’apr̀es7.2:

E(XY ) =

∫ ∫
R2

xyg(x, y)dxdy

= =

∫ ∫
R2

xyf1(x)f2(y)dxdy

=

∫ +∞

−∞
xf1(x)dx

∫ +∞

−∞
yf2(y)dy

= E(X)E(Y )

6 Variable quotient

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoiresà valeurs ŕeelles. On peut lui associer la
variable quotientZ = X

Y
.

Les lois de Student et de Fisher-Snedecor sont définiesà partir de variables quotient.
Comme plus haut,̀a titre d’entrâınement, on va d́eterminer la densitéZ dans le cas d’un
couple de densité g. SiF etf sont respectivement la fonction de répartition et la densité
deZ, on a :

F (t) = P
(
X

Y
< t

)
=

∫ ∫
D

g(x, y)dxdy

oùD est d́efini par x
y
< t.

On effectue le changement de variables :{
u = x

y

v = y
⇔
{
x = uv
y = v

de Jacobien

∣∣∣∣ v u
0 1

∣∣∣∣ = v

On en d́eduit :

F (t) =

∫ ∫
vu<t

g (uv, v) |v|dudv

=

∫ t

−∞
du
∫ +∞

−∞
|v|g(uv, v)dv
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D’où f(t) =
∫ +∞
−∞ |v|g(tv, v)dv, que l’onécrit :

f(t) =

∫ +∞

−∞
|y|g(ty, y)dy (7.9)

7 Variable variance

Soit un ensemble(X1, X2, . . . , Xn) de variables aléatoires,̀a valeurs dansR, indépendantes
et de m̂eme loi.
À un teln-échantillon on a d́ejà assocíe la variableX = 1

n

∑n
i=1Xi, la réalisation d’une

exṕerience entrâıne l’observation dune valeurx = 1
n

∑n
i=1 xi, moyenne empirique des

mesures.
On peutégalement associerà cen-échantillon la variable variance définie par :

S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

La réalisation d’une exṕerience (n mesures) entraı̂ne l’observation d’une valeur deS2 :
s2 = 1

n

∑n
i=1(xi − x)2 appeĺee variance empirique des mesures.

La variableS2, ainsi d’ailleurs que la variableX, sera souvent utiliśee par la suite. On
peut remarquer qu’elle peut s’écrire :

S2 =
1

n

n∑
i=1

(X2
i − 2XiX +X

2
)

=
1

n

n∑
i=1

X2
i −

2X

n

n∑
i=1

Xi +
1

n
nX

2

=
1

n

n∑
i=1

X2
i − 2X

2
+X

2

=
1

n

n∑
i=1

X2
i −X

2

La détermination de la loi deS2 sera d́evelopṕee ult́erieurement. Cependant on a assez
d’éléments pour d́eterminer son espérance :

E(S2) = E

[
1

n

n∑
i=1

X2
i −X

]

Or en posantE(Xi) = µ etV(Xi) = σ2, on aE(X2
i ) = µ2 + σ2

Et E(X) = µ etV(X) = σ2/n, on aE(X
2
) = µ2 + σ2/n

(on utilise le fait que pour toute variableY : V(Y ) = E(Y 2)− E2(Y ))
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Il en résulte

E(S2) =
1

n

n∑
i=1

E(X2
i )− E(X

2
)

=
1

n
n(µ2 + σ2)−

(
µ2 +

σ2

n

)
= σ2

(
1− 1

n

)
=

n− 1

n
σ2 (7.10)

8 Inégalité de Schwarz

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires̀a valeurs ŕeelle. On d́efinit la variableZ =
X + λY , avecλ ∈ R. On a :

E
[
(X + λY )2

]
= E(X2 + λ2Y 2 + 2λXY ) = λ2E(Y 2) + 2λE(XY ) + E(X2)

Il est clair queE [(X + λY )2] ≥ 0, ∀λ ∈ R ce qui implique que le discriminant du
trinôme du second degré enλ est forćement ńegatif ou nul. D’òu ∆′ = E2(XY ) −
E(X2)E(Y 2) ≤ 0 ; et donc :

|E(XY )| ≤
√

E(X2)E(Y 2) (7.11)

8.1 Applications

On peut appliquer l’ińegalit́e de Schwarz au couple(X ′, Y ′) oùX ′ etY ′ sont les variables
centŕeesX ′ = X − µX , Y ′ = Y − µY :

|E(X ′Y ′)| ≤
√

E(X ′2)E(Y ′2)

Si on remarque queE(X ′Y ′) = Cov(X, Y ), E(X ′2) = σ2
X etE(Y ′2) = σ2

Y , on obtient :∣∣∣∣Cov(X, Y )

σXσY

∣∣∣∣ ≤ 1

D’où la propríet́e du coefficient de corrélation deX etY (voir chapitre4) :

−1 ≤ ρXY ≤ +1

On note que|ρXY | = 1 correspond au cas∆′ = 0 ; il existe alorsunevaleurλ0 (racine
double du trin̂ome du second degré enλ) telle queE([(X ′ + λY ′)2] = 0, ce qui signifie
que la seule observable de la variableX ′ + λ0Y

′ est la valeur 0. On en déduitX ′ = λY ′,
c’est-̀a-dire

X = µX − λ0(Y − µY )

X etY sont líees par une relation fonctionnelle linéaire (voir chapitre4).
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9 Exercices

1. On d́esigne parX etY deux variables aléatoires ind́ependantes, ayant chacune une
loi de Poisson de param̀etres respectifsλ etµ.

(a) Calculer la loi de la variableZ = X + Y

(b) Déterminer la loi conditionnelle deX sachant queZ = n.

2. On consid̀ere deux variables aléatoiresX etY , indépendantes,̀a valeurs dansR, et
de densit́es de probabilit́e respectives :

fX :

{
x 7→ 0 , si x < 0
x 7→ λe−λx , si x ≥ 0

fY :

{
y 7→ 0 , si y < 0
y 7→ µe−µy , si y ≥ 0

où λ etµ sont deux param̀etres ŕeels strictement positifs.

(a) Soit la variable aĺeatoireU = Y +X. Calculer l’esṕerance et la variance de
U , puis d́eterminer sa densité de probabilit́e ;

(b) Soit la variable aĺeatoireV = Y −X. Calculer l’esṕerance et la variance de
V , puis d́eterminer sa densité de probabilit́e.

3. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires̀a valeurs ŕeelles. D́emontrer la rela-
tion : Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ).

4. On consid̀ere deux variables aléatoires̀a valeurs ŕeelles,X etY , indépendantes et
de m̂eme loi ; cette loi est d́efinie par la densité de probabilit́e :

f :

{
t 7→ 0 , si t < 0
t 7→ e−t , si t ≥ 0

On d́efinit les variables aléatoiresU = 1
2
(X + Y ) etV = 1

2
(X − Y )

(a) Calculer l’esṕerance et la variance deU et deV .

(b) Déterminer la densité de probabilit́e deU .

(c) Déterminer la densité de probabilit́e deV .

5. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires̀a valeurs ŕeelles, de densité de pro-
babilité :

g :

{
(x, y) 7→ 2

π
(1− x2 − y2) , si (x, y) ∈ D

(x, y) 7→ 0 , si (x, y) 6∈ D

oùD est d́efini par :x2 + y2 ≤ 1

(a) Calculer,à partir deg(x, y), l’esṕerance et de la variance deX. En d́eduire
l’espérance et la variance deY .

(b) Déterminer les densités de probabilit́es deX et deY .

(c) Calculer la covariance deX etY . Ces variables sont-elles indépendantes ?
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(d) Soit la variable aĺeatoireZ = X2 +Y 2. Calculer son esṕerance et d́eterminer
sa densit́e de probabilit́e.

6. Vous avezà d́ecider si la concentration d’un certain produit est plusélev́ee dans
une solutionA que dans une solutionB. Des dosages, effectués à cet effet, ont
donńe les ŕesultats suivants :

Solution A : 12.8 ; 13.1 ; 13.3 ; 13.6 ; 13.8 ; 14.1 mg/litre

Solution B : 11.8 ; 12.2 ; 13.2 ; 13.4 mg/litre

On admet que le résultat d’un dosage est la valeur d’une variable aléatoire normale
dont l’esṕerance est la concentration du produit dans la solution choisie et dont
l’ écart-type, pour la technique expérimentale utiliśee, est́egal à 0.6 mg/litre. On
admetégalement que tous les dosages sont effectués de manìere ind́ependante.
Donnez votre conclusioǹa partir d’un test, soigneusement justifié, utilisant les
moyennes des deux séries de ŕesultats.
À quelle conclusion conduirait un test de la somme des rangs ?

7. SoitX une variable aĺeatoire d’esṕeranceµ et de varianceσ2 = µ. En utilisant la
moyenne den variables ind́ependantes et de même loi queX, on veut construire un
test de l’hypoth̀eseH0 : µ = 64 contre l’hypoth̀eseH1 : µ = 49 avec la condition
suivante : les risque de première esp̀ece et de deuxième esp̀ece sont́egaux et valent
au plus 1%.
Quelle est la plus petite valeur qu’il faut donneràn ? Pŕeciser, pour cette valeur, le
niveau et la puissance du test ainsi que les intervalles d’acceptation et de rejet de
H0.

8. À une exṕerienceE sont associées deux variables aléatoiresX et Y , à valeurs
réelles, ind́ependantes.
X est de loiN (a, (0.4)2) et Y de loiN (b, (0.3)2). Construire, au niveau 5%, un
test de l’hypoth̀ese ”H0 : a = b” contre l’hypoth̀ese ”H1 : a < b”, à partir d’un
ensemble de 100 expériences ind́ependantes et identiquesàE . Calculer la puissance
de ce test dans le cas où l’hypothèse alternative s’écrit : ”H1 : a = 0.15”

9. SoitX une variable aĺeatoire,à valeurs ŕeelles, qui suit une loi exponentielle de
param̀etreλ ; on rappelle queX admet pour esṕerance1/λ et pour variance1/λ2.
En utilisant la moyenne de 400 variables indépendantes et de même loi queX,
construire, au niveau 1%, un test de l’hypothèseH0 : λ = 2 contre l’hypoth̀ese
H1 : λ = 2.5.
Calculer la puissance de ce test.

10. On d́esigne parZn une variable aĺeatoire d́efinie comme la somme des carrés den
variables normales, centrées, ŕeduites et ind́ependantes.

(a) Démontrer queZn a pour esṕerancen et pour variance2n.

(b) Déterminer la densité de probabilit́e de la variableZ2.

(c) Déterminer la densité de probabilit́e de la variableZ4.
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10 Solutions

1. SoitZ = X + Y . On a clairementZ(Ω) = N
(a) (Z = n) = (X + Y = n) = (X = 0 ∩ Y = n) ∪ (X = 1 ∩ Y =

n− 1) ∪ · · · ∪ (X = n ∩ Y = 0) =
⋃n
k=0[(X = k) ∩ (Y = n− k)]

Les différenteśeventualit́esétant incompatibles, on peutécrire :

P(Z = n) =
n∑
k=0

P[(X = k) ∩ (Y = n− k)]

L’indépendance deX etY implique :

P(Z = n) = sumn
k=0P(X = k)P(Y = n− k)

=
n∑
k=0

e−λ
λk

k!
e−µ

µn−k

(n− k)!

= e−(λ+µ)

n∑
k=0

1

k!(nk)!
λkµn−k

=
e−(λ+µ)

n!

n∑
k=0

n!

k!(nk)!
λkµn−k

= e−(λ+µ) (λ+ µ)n

n!

Z suit une loi de Poisson de paramètreλ+ µ

(b) ∀n ∈ N : P(X = k|Z = n) = P[(X=k)∩(Z=n)]

P(Z=n)

Il convient de remarquer queP[(X = k) ∩ (Z = n)] = P[(X = k) ∩ (Y =
n− k)]. L’indépendance des variablesX etY permet alors d’́ecrire :

P[(X = k) ∩ (Z = n)] = P(X = k)P(Y = n− k) = e−λ
λk

k!
e−µ

µn−k

(n− k)!

Finalement :

P(X = k|Z = n) =
n!

e−(λ+µ)(λ+ µ)n
e−λλke−µµn−k

k!(n− k)!

= Ck
n

λkµn−k

(λ+ µ)n

= Ck
n

(
λ

(λ+ µ)

)k (
µ

(λ+ µ)

)n−k
La loi conditionnelle de(X|Z = n) est donc une loiB

(
n, λ

(λ+µ)

)
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2. On reconnâıt deux lois exponentielles de paramètres respectifsλ etµ.

E(U) = E(X) + E(Y ) =
1

λ
+

1

µ

V(U) = V(X) + V(Y ) =
1

λ2
+

1

µ2
car variables ind́ependantes

E(V ) = E(X)− E(Y ) =
1

λ
− 1

µ

V(V ) = V(X) + V(Y ) =
1

λ2
+

1

µ2
car variables ind́ependantes

(a) On d́etermine la fonction de répartitionFu

Fu(t) = P(U < t) = P(X + Y < t) =

∫ ∫
y<t−x

g(x, y)dxdy

Les variableśetant ind́ependantesg(x, y) = fx(x)fy(y) donc :{
g(x, y) = λµe−λxe−µy , si x > 0 ety > 0
g(x, y) = 0 , si x ≤ 0 ouy ≤ 0

On en d́eduit :

FU(t) = 0 si t ≤ 0 carg(x, y) = 0 sur le domaine d’int́egration

FU(t) =

∫ ∫
δ

λµe−λxe−µydxdy pourt > 0

=

∫ t

0

λe−λxdx
∫ t−x

0

µe−µydy

=

∫ t

0

λe−λx
[
1− e−µt+µx

]
dx

=

∫ t

0

λe−λxdx− λe−µt
∫ t

0

ex(µ−λ)dx

Premier cas :λ = µ

Fu(t) = 1− e−λt − λte−λt

D’où la densit́e :

fU :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ λ2te−λt , si t > 0

Deuxième cas :λ 6= µ

Fu(t) = 1− e−λt − λ

µ− λ
e−µt

[
ex(µ−λ)

]t
0

= 1− e−λt − λ

µ− λ
e−λt +

λ

µ− λ
e−µt

= 1 +
λe−µt − µe−λt

µ− λ
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D’où la densit́e :

fU :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0

t 7→ λµ
µ−λ

(
e−λt − e−µt

)
, si t > 0

(b) On cherchèa d́eterminer la fonction de répartitionFV

FV (t) = P(V < t) = P(X − Y < t) =

∫ ∫
y>x−t

g(x, y)dxdy

On distinguera deux cas :

t ≥ 0

FV (t) =

∫ ∫
D

λµe−λxe−µydxdy

=

∫ +∞

0

µe−µydy
∫ y+t

0

λe−λxdx

=

∫ +∞

0

µe−µy
[
1− e−λ(y+t)

]
dy

=

∫ +∞

0

µe−µydy − µe−λt
∫ +∞

0

e−y(µ+λ)dy

= 1 + µe−λt
[
e−y(µ+λ)

µ+ λ

]+∞

0

= 1− µ

µ+ λ
e−λt

t ≤ 0

FV (t) =

∫ +∞

0

µe−µydy
∫ y+t

0

λe−λxdx

=

∫ +∞

0

µe−µy
[
1− e−λ(y+t)

]
dy

=

∫ +∞

0

µe−µydy − µe−λt
∫ +∞

0

e−y(µ+λ)dy

=
[
−e−µy

]+∞
−t + µe−λt

[
e−y(µ+λ)

µ+ λ

]+∞

−t

= eµt − µ

µ+ λ
e−λt+(µ+λ)t

= eµt
(

1− µ

µ+ λ

)
=

λ

µ+ λ
eµt
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D’où la densit́e :

fV :

{
t 7→ λµ

µ+λ
eµt , si t < 0

t 7→ λµ
µ+λ

e−λt , si t ≥ 0

3.

Cov(X, Y ) = E[(X − µX)(Y − µY )]

= E(XY − µXY − µYX + µXµY )

= E(XY )− µXE(Y )− µY E(X) + µXµY

= E(XY )− µXµY − µY µX + µXµY

= E(XY )− E(X)E(Y )

Si les variables sont indépendantesE(XY ) = E(X)E(Y ) et donc Cov(X,Y ) = 0

4. (a)

E(X) = E(Y ) =

∫ +∞

−∞
tf(t)dt =

∫ +∞

0

te−tdt =
[
−te−t − e−t

]+∞
0

= 1

E(X2) = E(Y 2) =

∫ +∞

−∞
t2f(t)dt =

∫ +∞

0

t2e−tdt =
[
−t2e−t

]+∞
0

+

∫ +∞

0

tf(t)dt = 2

V(X) = V(Y ) = E(X2)− E2(X) = 1

On en d́eduit :

E(U) = E
[
1

2
(X + Y )

]
=

1

2
E(X + Y ) =

1

2
(E(X) + E(Y )) = 1

E(V ) = E
[
1

2
(X − Y )

]
=

1

2
E(X − Y ) =

1

2
(E(X)− E(Y )) = 0

Et puisque les variables sont indépendantes :

V(U) = V
[
1

2
(X + Y )

]
=

1

4
V(X + Y ) =

1

4
(V(X) + V(Y )) =

1

2

V(V ) = V
[
1

2
(X − Y )

]
=

1

4
V(X − Y ) =

1

4
(V(X + V(Y )) =

1

2

(b) Soitg(x, y) la densit́e du couple(X,Y ). On aura,̀a cause de l’ind́ependance
des variables :

g(x, y) =

{
e−x−y , si x > 0 ety > 0
0 , si x ≤ 0 ouy ≤ 0

SoitFU la fonction de ŕepartition deU .
FU(t) = P(U < t) = P(X + Y < 2t) =

∫ ∫
x+y<2t

g(x, y)dxdy.

On en d́eduit :Fu(t) = 0 si t ≤ 0 et, pourt > 0
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FU(t) =
∫ 2t

0
e−xdx

∫ 2t−x
0

e−ydy =
∫ 2t

0
e−xdx [1− e−2t+x] =

∫ 2t

0
e−xdx −∫ 2t

0
e−2tdx = 1− e−2t − 2te−2t.

D’où la densit́e :

fU :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ 4te−2t , si t > 0

(c) SoitFV la fonction de ŕepartition deV . On a :
FV (t) = P(V < t) = P(X − Y < 2t) =

∫ ∫
y>x−2t

g(x, y)dxdy.
Pourt ≤ 0, on a :
FUV (t) =

∫ +∞
−2t

e−ydy
∫ y+2t

0
e−xdx =

∫ +∞
−2t

e−y [1− e−y−2t] dy =
∫ +∞
−2t

e−ydy+

e−2t
∫ +∞
−2t

−e−2ydy = [−e−y]+∞−2t + e−2t
[
e−y

2

]+∞
−2t

= e2t − 1
2
e2t = 1

2
e2t

Sit > 0, on a :
FV (t) =

∫ +∞
0

e−ydy
∫ y+2t

0
e−xdx =

∫ +∞
0

e−ydy + e−2t
∫ +∞

0
−e−2ydy =

1 + e−2t
[
e2y

2

]+∞
0

= 1− 1
2
e−2t

D’où la densit́e :

fV :

{
t 7→ e2t , si t ≤ 0
t 7→ e−2t , si t > 0

5. (a) On a :E(X) =
∫ ∫

R2 xg(x, y)dxdy =
∫ ∫

D
2
π
x(1−x2−y2)dxdy = 2

π

∫ 2π

0
cos(θ)dθ

∫ 1

0
r2(1−

r2)dr = 2
π
[sin(θ)]2π0

[
r3

3
− r5

5

]1
0

= 0

E(X2) =
∫ ∫

R2 x
2g(x, y)dxdy =

∫ ∫
D

2
π
x2(1−x2−y2)dxdy = 2

π

∫ 2π

0
cos2(θ)dθ

∫ 1

0
r3(1−

r2)dr = 2
π

∫ 2π

0
1+cos(2θ)

2
dθ
[
r4

4
− r6

6

]1
0

= 1
π

[
θ + sin(2θ)

2

]2π
0
× 1

12
= 2π

π
× 1

12
= 1

6

V(X) = E(X2)− E2(X) = 1
6

De touteévidenceE(Y ) = E(X) = 0 et E(Y 2) = E(X2) = V(X) =
V(Y ) = 1

6
.

Le changement dex eny dans le calcul deE(X) etE(X2) ne doit pas chan-
ger le ŕesultatà cause de la syḿetrie du domaineD et deg(x, y) par rapport
à la premìere bissectrice.

(b) On afX(x) =
∫ +∞
−∞ g(x, y)dy = 0. D’où :

fX(x) = 0 si x ≤ −1 oux ≥ 1

etfX(x) =
∫ √1−x2

−
√

1−x2
2
π
(1− x2 − y2)dy si−1 ≤ x ≤ 1.

On obtient dans ce cas :fX(x) = 2
π

[
(1− x2)y − y3

3

]√1−x2

−
√

1−x2
= 8

3π
(1−x2)

3/2

Par syḿetrie, on obtient la m̂eme densit́e pourY .X etY ont donc m̂eme loi
définie par :

f :

{
t 7→ 0 , si t ≤ −1 ou t ≥ 1

t 7→ 8
3π

(1− x2)
3/2 , si − 1 ≤ t ≤ 1
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(c) Par d́efinition Cov(X, Y ) = E[(X − µX)(Y − µY )]. On a ici Cov(X, Y ) =
E(XY ). D’où :

Cov(X, Y ) =

∫ ∫
D

xyg(x, y)dxdy

=

∫ ∫
D

2

π
xy(1− x2 − y2)dxdy

=
2

π

∫ 2π

0

cos θ sin θdθ
∫ 1

0

r3(1− r2)dr

=
2

π

[
sin2 θ

2

]2π

0

[
r4

4
− r6

6

]1

0

= 0

Les variables ne sont cependant pas indépendantes puisque surR2, g(x, y) 6=
fX(x)fY (y)

(d) On aE(Z) = E(X2 + Y 2) = E(X2) + E(Y 2) = 1
6

+ 1
6

= 1
3

SoitH la fonction de ŕepartition deZ. On aH(t) = P(Z < t) = P(X2 +
Y 2 < t).
Il est clair que pourt ≤ 0, on auraH(t) = 0 et pourt > 1,H(t) = 1.
Pour0 < t < 1, on obtient :

H(t) =
∫ ∫

x2+y2<t
g(x, y)dxdy = 2

π

∫ 2π

0
dθ
∫ 1

0
(1−r2)rdr = 4

[
r2

2
− r4

4

]√t
0

=

2t− t2.
Finalement :

H :


t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ 2t− t2 , si 0 ≤ t ≤ 1
t 7→ 1 , si t ≥ 1

et par d́erivation :

h :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0 ou t ≥ 1
t 7→ 2− 2t , si 0 ≤ t ≤ 1

6. Soit X ∼ N (µA; 0.36) la variable aĺeatoire associée à un dosage deA et X la
moyenne de 6 de ces variables indépendantes.
On aX ∼ N

(
µA,

0.36
6

)
Soit Y ∼ N (µB; 0.36) la variable aĺeatoire associée à un dosage deB et Y la
moyenne de 4 de ces variables indépendantes.
On aY ∼ N

(
µB,

0.36
4

)
On en d́eduit :X − Y ∼ N

(
µA − µB,

0.36
6

+ 0.36
4

= 0.15
)

On testeH0 : µA = µB contreH1 : µA > µB.
SousH0 : X − Y ∼ N (0, 0.15)

SousH1 : X − Y ∼ N (µ > 0, 0.15).
On construit un test unilateral avec domaine de rejet deH0 à droite :
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Soita la borne inf́erieure du domaine de rejet deH0. Au niveau 5%,a = 1.645
√

0.15 =
0.6371

Donc six− y < 0.6371 on ne rejette pasH0 et six− y > 0.6371 on rejetteH0.
Ici x = 13.45 et y = 12.65 doncx − y = 0.8 donc on choisitH1. Il y a une
concentration pluśelev́ee dansA.
Test de la somme des rangs
SoitH0 : les variablesX etY ont la m̂eme loi contreH1 : les variablesY ont une
loi qui favorise les valeurs plus faibles que celles deX.
On va classer les observations par valeurs croissantes et on choisit la variableW ,
somme des rangs des dosages provenant deB.
SousH0,W a une loi en cloche syḿetrique sur{10, 11, 12, . . . , 32, 33, 34}.
SousH1,W a tendance a prendre des valeurs plus proches de 10. On construit donc
un test unilat́eral avec domaine de rejetH0 à droite. Au niveau 5%, ce domaine de
rejet est{10, 11, 12, 13, 14}.
On a observ́e :BBAABABAAA doncw0 = 1 + 2 + 5 + 7 = 15. Les dosages ne
permettent pas de rejeterH0.

7. SoitX = 1
n

∑n
i=1Xi.X ∼ N

(
µ, σ

2

n

)
SousH0 : µ = σ2 = 64 ,X ∼ N

(
64, 64

n

)
SousH01 : µ = σ2 = 49 ,X ∼ N

(
49, 49

n

)
Pour testerH0 contreH1, on est ameńe à construire un test bilatéral avec domaine
de rejetH0 à gauche. Soita la borne suṕerieure du domaine de rejet deH0. On
peut d́eterminera de manìereà ce que :
α = PH0(X ≤ a) = β = PH1(X ≥ a) avecα etβ plus petit que 1%.
On aura donca = 64 − λ 8√

n
= 49 + λ8

7

√
n avecλ ≥ 2.326 (loi normale centŕee

réduite au seuil 1%) .
Doncλ 15√

n
= 15 ⇒ λ =

√
n

λ ≥ 2.326 ⇒ n ≥ 5.41. On choisit doncn = 6.
Pourn = 6, λ =

√
6 ≈ 2.4495 ⇒ α = β ≈ 0.71% et donc la puissanceπ =

1− β ≈ 99.29%.
a = 64− 8 = 49 + 7 = 56. D’où le test :
Si x ≤ 56, on choisitH1.
Si x > 56, on choisitH0.

8. On consid̀ere la variable aléatoireZ = Y −X. Z ∼ N (b− a, 0.52) puisqueX et
Y sont ind́ependantes.
Soit Z = 1

100

∑100
i=1 Zi. Les Zi étant ind́ependantes et de même loi on aZ ∼

N
(
b− a, 0.52

100

)
.

On testeH0 : a = b, Z ∼ N (0, 0.052) contreH1 : a < b, Z ∼ N (µ > 0, 0.052).
C’est donc un test unilatéral avec domaine de rejetH0 à droite.
Si Z ≥ u, on rejetteH0 ; si Z < u, on accepteH0. Au niveau 5% on au =
1.645× 0.05 = 0.0825.
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7. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES AL ÉATOIRES 215

Si, sousH1, b− a = 0.15, on a

π = PH1(Z ≥ 0.0825) = P
(
Z∗ ≥ 0.0825− 0.15

0.05

)
= P

(
Z∗ ≥ −1.355

)
≈ 91.23%

9. SoitX la moyenne de 400 variables indépendantes et de même loi queX. Deux
résultats fondamentaux vontêtre utiliśes :

E(X) = E(X) = 1/λ

V(X) =
1

n
V(X) =

1

nλ2

On peut enfin, d’apr̀es le th́eor̀eme de la limite centrale et vu la taille de l’échantillon,
consid́erer queX suit approximativement un loi normale.
SousH0,X ∼ N

(
0.5, 1

1600

)
SousH1,X ∼ N

(
0.4, 1

2500

)
.

On est donc amené à construire un test unilatéral avec domaine de rejet deH0 à
gauche. La borne supérieurea du domaine de rejet est donnée, au niveau 1%, par
a = 0.5− 2.326

40
.

D’où le test : six ≤ 0.44185, on rejetteH0 si x > 0.44185, on accepteH0.
La puissanceπ de ce test est donné parπ = PH1(X ≤ 0.44185)

Si T est la variable normale réduite associéeàX, on obtient

π = P
(
T ≤ 0.44185−0.40

1/50

)
= P(T ≤ 2.0925) ≈ 98.18%

10. Définition 7.1 On appelle loi du chi-deux̀a n degŕes de libert́e (n ∈ N∗), la loi
suivie par une variable aléatoireZn définie comme la somme des carrés den
variables normales centrées ŕeduites et ind́ependantes.
Si (X1, X2, . . . , Xn) est unn-échantillon de variablesN (0, 1), on a donc :Zn =
X2

1 +X2
2 + · · ·+X2

n.
On note :Zn ∼ χ2

n

Les lois du chi-deux sont̀a la base des modèles gaussiens que nousétudierons dans
le chapitre9.
Il est clair queZn(Ω) = R+. Si Fn et fn sont respectivement la fonction de
répartition et la densité deZn, on a :

∀t ≤ 0, Fn(t) = P(Zn < t) = P(∅) = 0 ⇒ fn(t) = 0

On rappelle que siG et g repŕesente la fonction de répartition et la densité d’une
variableN (0, 1).
Pour t > 0, F1(t) = P(Z1 < t) = P(X2

1 < t) = P(−
√
t < X1 <

√
t) =

G(
√
t)−G(−

√
t).

Et doncf1(t) = 1
2
√
t
g(
√
t) + 1

2
√
t
g(−

√
t) = 1√

t
g(
√
t), puisqueg est paire.

La loi du chi-deux̀a un degŕe de libert́e est d́efinie par la densité :

f1 :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0

t 7→ 1√
2πt
e−

t/2 , si t > 0
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(a) SiX ∼ N (0, 1), E(X) = 0, V(X) = 1 etE(X2) = V(X) + E2(X) = 1.

E(X4) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
t4e−

t2/2dt =
1√
2π

[
−t3e− t

2
/2
]+∞
−∞

+
3√
2π

∫ +∞

−∞
t2e−

t2/2dt = 0+3E(X2) = 3

SoitZ1 = X2
1 , on aE(Z1) = E(X2

1 ) = 1.
V(Z1) = V(X2

1 ) = E(Z2
1)− E2(Z1) = E(X4

1 )− E2(X2
1 ) = 3− 1 = 2

Plus ǵeńeralementE(Zn) = E (
∑n

i=1X
2
i ) =

∑n
i=1 E (X2

i ) = nE(X2
1 ) = n

V(Zn) = V (
∑n

i=1X
2
i ) =

∑n
i=1 V (X2

i ) = nV(X2
1 ) = 2n

(b) Le couple(X1, X2) de variables ind́ependantes a pour densité h telle que
h(x1, x2) = 1

2π
e−

1
2
(x2

1+x2
2)dx1dx2.

Le domaineC est un cercle de centre O et de rayon
√
t.

Le passage en coordonnées polaires donne :F2(t) = 1
2π

∫ 2π

0
dθ
∫ √t

0
e−

r2/2rdr =[
e−

r2/2
]√t

0
= 1− e−

t/2.

La loi du chi-deux̀a deux degŕes de libert́e est d́efinie par la densité :

f2 :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0

t 7→ 1
2
e−

t/2 , si t > 0

C’est aussi une loi exponentielle de paramètre 1/2

(c) Z4 = X2
1 + X2

2 + X2
3 + X2

4 = U + V où U et V sont deux variables
indépendantes et de densitéf2. Le couple(U, V ) a donc pour densité :

l :

{
(u, v) 7→ 0 , si u ≤ 0 ouv ≤ 0

(u, v) 7→ 1
4
e−

1
2
(u+v) , si u > 0 etv > 0

Pourt > 0, on a :

F4(t) = P(Z4 < t) = P(U+V < t) =

∫ ∫
D

l(u, v)dudv =

∫ ∫
∆

1

4
e−

1
2
(u+v)dudv

oùD = {(u, v) ∈ R2|u+ v < t} et∆ = {(u, v) ∈ R2|u+ v < t, u > 0, v >
0}.
F4(t) =

∫ t
0

1
2
e−

u/2du
∫ t−u

0
1
2
e−

v/2dv = 1−
(
1 + t

2

)
e−

t/2.
La loi du chi-deux̀a quatre degrés de libert́e est d́efinie par la densité :

f4 :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0

t 7→ t
4
e−

t/2 , si t > 0
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Chapitre 8

L’estimation

1 Préliminaires

1.1 Une ińegalit́e importante

SoitY une variable aĺeatoireà valeurs dansR admettant un moment d’ordre deux :

∀ε > 0,P(|Y | ≥ ε) ≤ E(Y 2)

ε2
(8.1)

Démonstration :soitZ la variable aĺeatoire que prend la valeurε2 lorsque|Y | ≥ ε, ou la
valeur 0 lorsque|Y | < ε.

Z ≤ Y 2 ⇒ E(Z) ≤ E(Y 2) ; E(Z) = ε2P(|Y | ≥ ε) + 0P(|Y | < ε) ⇒ (8.1)

1.2 Ińegalit́e de Bienayḿe-Tchebichev

SoitX une variable aĺeatoireà valeurs dansR, d’esṕeranceE(X) = µX et de variance
V(X) = σ2

X . En appliquant la relation8.1à la variable(X − µX), on obtient :

∀ε > 0 , P(|X − µX | ≥ ε) ≤ σ2
X

ε2
(8.2)

Cette ińegalit́e donne une id́ee de l’́ecart entreX etµx.

2 Estimation ponctuelle

2.1 Estimateur

Un estimateurT d’un param̀etre θ est une variable aléatoire dont la valeur̂θ, prise à
l’issue d’une exṕerience, constitue l’estimation deθ.
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218 Estimation ponctuelle

2.2 Écart quadratique moyen

Un bon estimateurT d’un param̀etreθ doit avoir une distribution tr̀es resserŕee autour de
θ. Or, en appliquant la relation (8.1) à la variable(T − θ), on obtient :

∀ε > 0 , P(|T − θ| ≥ ε) ≤ E[(T − θ)2]

ε2
(8.3)

On appelléecart quadratique moyen deT relativement̀a θ la quantit́e

E[(T − θ)2] = EQMθ(T )

T sera un bon estimateur siE[(T − θ)2] est faible.

2.3 Écart quadratique moyen et variance

On aE[(T − θ)2] = E[(T − µT + µT − θ)2] = E[(T − µT )2]− 2(µT − θ)E[(T − µT )] +
(µT − θ)2

E[(T − θ)2] = V(T ) + (µT − θ)2 = V(T ) + E2(T − θ) (8.4)

2.4 Biais d’un estimateur

On appelle biais de l’estimateurT de param̀etreθ la quantit́e

E(T − θ) = E(T )− θ = µT − θ

• Si E(T − θ) = 0 ⇔ E(T ) = µT = θ, T est ditsans biais.
• Si E(T − θ) 6= 0 ⇔ E(T ) 6= θ, T est ditbiaisé.
Il r ésulte de la relation8.4que si deux estimateurs deθ ont la m̂eme variance, le meilleur
est celui de plus faible biais.
Réciproquement, pour deux estimateurs sans biais, le meilleur est celui qui a la variance
minimale.

2.5 Suite consistante d’estimateurs

SoitX1, X2, . . . , Xn, . . . une suite de variables aléatoires. SoitTn = φ(X1, X2, . . . , Xn)
un estimateur du param̀etreθ. On dit que la suiteTn est une suite d’estimateurs consis-
tante (ou convergente) pourθ si :

∀ε > 0 , P(|Tn − θ| < ε) → 1 lorsquen→ +∞

Or, en passant par l’événement contraire, il résulte de la relation8.3:

∀ε > 0 , 1 ≥ P(|Tn − θ| < ε) ≥ 1− E[(Tn − θ)2]

ε2
(8.5)
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Une suite d’estimateurs est donc consistante quand leurécart quadratique moyen tend
vers źero lorsquen tend vers l’infini.
Par abus de langage, on dit parfois qu’un estimateurTn, pourn donńe,élément d’un suite
consistante, est un estimateur consistant.
Un estimateur consistant est un estimateur particulièrement int́eressant puisque, en jouant
surn, il permet d’obtenir, presque sûrement, une estimation aussi proche que l’on veut
deθ.
On notera, enfin, que si les estimateursTn sont sans biais, la relation8.5s’écrit :

∀ε > 0 , 1 ≥ P(|Tn − θ| < ε) ≥ 1− V(Tn)

ε2

Une suiteTn d’estimateurs sans biais dont la variance tend vers zéro lorsquen tend vers
l’infini est donc consistante.

2.6 Exemples

Probabilit é d’un événement

Dans le sch́ema de Bernoulli, la fŕequenceYn d’un événement associéeà un ensemble
den exṕeriences peut̂etre choisie comme estimateur de la probabilité p de l’événement
consid́eŕe. C’est un estimateur sans biais, puisqueE(Yn) = p.
C’est un estimateur consistant puisque c’est un estimateur sans biais et tel que

V(Yn) =
p(1− p)

n
→ 0 lorsquen→ +∞

Si yn est la fŕequence observée, onécrira :p̂ = yn.
On notera que pour avoir :1 ≥ P(|Yn − p| < 10−2) ≥ 0.99, il faut :

V(Yn)

10−4
≤ 10−2 ⇒ p(1− p)

n
≤ 1

4n
≤ 10−6 ⇒ n ≥ 250 000

Il s’agit là d’une approche grossière ; ce nombre pourrâetre tr̀es fortement diminúe si on
fait intervenir l’information de la loi deYn.

Espérance d’une variable aĺeatoire

On se place dans le cas d’unn-échantillon, c’est-̀a-dire d’un ensemble(X1, X2, . . . , Xn)
den variables aĺeatoires, ind́ependantes et de même loi.
On pose :E(Xi) = µX , V(Xi) = σ2

X , ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.
La variableXn = 1

n

∑n
i=1Xi peutêtre choisie comme estimateur deµX .Xn est alors un

estimateur sans biais, puisqueE(Xn) = µX .

Xn est un estimateur consistant puisque sans biais et tel queV(Xn) =
σ2

X

n
→ 0 lorsque

n→ +∞.
Dans ce cas la relation8.5, s’écrit :

∀ε > 0 , 1 ≥ P(|Xn − µX | < ε) ≥ 1− σ2
X

nε2
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ce qui constitue laloi faible des grands nombre.
On notera enfin queYn pouvant repŕesenter la moyenne den variables indicatrices,
l’exemple pŕećedent (probabilit́e d’un événement) n’est qu’un cas particulier de celui-
ci.

Variance d’une variable aléatoire

On reste dans le cas d’unn-échantillon et on consid̀ere la variable

Ŝ2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

peutêtre choisie comme estimateur deσ2
X . Il s’agit, bien ŝur d’un estimateur sans biais,

puisqueE(Ŝ2
n) = σ2

X .
Dans ce cas la relation8.5, s’écrit :

∀ε > 0 , 1 ≥ P(|Ŝ2
n − σ2

X | < ε) ≥ 1− V(Ŝ2
n)

ε2

Pour quêS2
n soit un estimateur consistant deσ2

X , il faut queV(Ŝ2
n) → 0 quandn→ +∞.

Comme on le verra plus tard, c’est bien le cas dans les modèles gaussiens.
On peutégalement choisir comme estimateur deσ2

X la variableS2
n = 1

n

∑n
i=1(Xi −X).

Il s’agit alors d’un estimateur biaisé carE(S2
n) = n−1

n
σ2
X = σ2

X−
σ2

X

n
(voir relation7.10) ;

le biais deS2
n estégalà −σ2

X/n. En appliquant la relation8.4, la relation8.5s’écrit alors ;

∀ε > 0, 1 ≥ P(|S2
n − σ2

X | < ε) ≥ 1− V(Ŝ2
n)

ε2
− σ4

X

n2ε2

Si on d́emontre queV(S2
n) → 0 quandn → +∞, et ce sera le cas dans les modèles

gaussiens,S2
n, bien que biaiśe, est un estimateur consistant deσ2

X .
Ŝ2
n est-il un meilleur estimateur queS2

n ? Seule la comparaison de leurécart quadratique
moyen peut permettre de trancher ; ce calcul sera fait ultérieurement dans le cadre des
mod̀eles gaussiens.

3 Estimation par intervalle

3.1 Intervalle de confiance

Les exṕerimentateurs préfèrent donner, au lieu d’une estimation ponctuelleθ̂ d’un pa-
ramètreθ, un intervalleI dans lequel ils ont la quasi-certitude de cerner la valeur exacte
θ. I s’appelle un intervalle de confiance deθ ; la ”quasi-certitude”, dont d́epend la lar-
geur deI, est ”mesuŕee” par une probabilité appeĺee niveau de confiance ou coefficient
de śecurit́e deI.
On ne donnera jamais un intervalle de confiance sans l’accompagner du coefficient de
sécurit́e choisi.
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3.2 Principe

Pour d́eterminer un intervalle de confianceI, on choisit unestatistiqueX, c’est-̀a-dire
une variable aĺeatoire, dont la loi d́epend du param̀etre inconnuθ. Cette statistique n’est
pas forćement un estimateur deθ.
Si θ est connu, la loi deX est compl̀etement pŕeciśee. On peut alors parier, avant toute
exṕerience, que l’observation futurex0 va se trouver, avec une forte probabilité (1 − α)
dans un intervalleJ ; cet intervalleJ est parfaitement d́etermińe si, par exemple, on
affecte une probabilité α/2 à sa gauche et deα/2 à sa droite.
Réciproquement, lorsqu’on ignoreθ donc la loi pŕecise deX, on peut parier que l’événement
x0 ∈ J a bien eu lieu. On peut alors en déduire l’ensemble des intervallesJ qui contiennent
l’observationx0, donc un ensemble de lois possibles et donc un ensembleI de valeurs
possibles pourθ.
L’ensembleI est l’intervalle de confiance deθ. La probabilit́e 1 − α choisie au d́epart
s’appelle le niveau de confiance ou le coefficient de sécurit́e assocíe à I.
On remarquera que cette démarche, lorsque le type de la loi deX est connu, revient̀a faire
un test bilat́eralà l’envers. L’intervalle de confiance deθ contient l’ensemble des valeurs
deθ qui seraient acceptées dans un tel test, au niveauα, compte tenu de l’observationx0.
Dans le cadre de ce cours, on adoptera systématiquement la ḿethode qui vient d’̂etre
décrite. On conçoit cependant que, dans le cas de lois dissymétriques, on n’a pas forcément
avantagèa s’appuyer sur un test bilatéral avec partage de risque.

3.3 Utilisation de la loi binomiale

Soit une variable aléatoireX de loiB(n, p). On observe la valeurx0 deX. Peut-on en
déduire un intervalle de confiance dep, pour un coefficient de sécurit́e (1− α) ?
La loi B(n, p), pourn donńe, se d́eplaçant de la gauche vers la droite lorsquep augmente,
on doit avoir

Pi(X < x0) =

x0−1∑
k=0

Ck
n(pinf)

k(1− pinf)
n−k = 1− α

2

Ps(X ≤ x0) =

x0∑
k=0

Ck
n(psup)

k(1− psup)
n−k =

α

2

Au niveau(1− α), pinf < p < psup

Les deuxéquations ci-dessus peuventêtre ŕesolues par approximations successives. On
peut trouver des abaques, ou des tables (voir table11.3pour1 − α = 95%) en donnant
les solutions

Exemple 8.1 On veut estimer la proportionp des m̂alesà la naissance dans une espèce
donńee. On observex0 mâles surn naissances. Qu’en conclure ?
Pour un coefficient de sécurit́e de 95% :
• n = 30, x0 = 12 ⇒ 0.227 < p < 0.594
• n = 34, x0 = 12 ⇒ 0.202 < p < 0.543.

En effetpsup = 0.594− 4
10

(0.594− 0.465) etpinf = 0.227− 4
10

(0.227− 0.166)
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• n = 30, x0 = 24 ⇒ 0.614 < p < 0.923.
24 m̂ales⇔ 6 femelles et0.077 < 1− p < 0.386

3.4 Utilisation de la loi de Poisson

Soit une variable aléatoireX de loi P(µ). On observe la valeurx0 deX. Peut-on en
déduire un intervalle de confiance deµ, pour un coefficient de sécurit́e (1− α) ?
La méthode suivie est la m̂eme que pŕećedemment. Leśequationà ŕesoudre sont cette
fois :

Pi(X < x0)=
∑x0−1

k=0 e−µinf
µk

inf

k!
=1− α

2

Pi(X ≤ x0)=
∑x0

k=0 e
−µsup

µk
sup

k!
=α

2

}
Au niveau de confiance(1− α) : µinf < µ < µsup

La table11.5donne les intervalles de confiance deµ pour un coefficient de sécurit́e de
95% et ceci pourx0 ≤ 100.

Exemples

• Le nombre d’impulsions enregistrées pendant une minute par un compteur est une
variable aĺeatoireX de loiP(µ). L’esṕeranceµ caract́erise l’intensit́e de la source de
rayonnement. On mesure 59 coups durant une minute. On en déduit, avec un coefficient
de śecurit́e de 95% :

44.9 < µ < 76.1

• Sur 12000 individus d’une espèce, on a d́enombŕe 13 albinos. Que peut-on déduire sur
la proportionp des albinos dans l’espèce ?
La variableX = nombre d’albinos que l’on peut observer sur 12000 individus suit une
loi B(12000, p) si on peut consid́erer le choix de l’́echantillon comme non exhaustif. Il
est clair que, dans cet exemplen est grand etp faible ; on peut donc dire que la loi de
X est une loiP(µ = np).
Avec un coefficient de śecurit́e de 95% :
6.9 < 12000p < 22.3 ⇒ 5.75 10−4 < p < 18.58 10−4

Grand échantillon

Pourx0 > 100, il est clair que l’esṕeranceµ aura une valeuŕelev́ee et que l’on peut
consid́erer que la loi deX peutêtre assimiĺeeà une loiN (µ, µ). On peut alors parier
que la valeur observéex0 vérifie l’inégalit́e :

|x0 − µ| < λ
√
µ (8.6)

où λ est une valeur nuḿerique qui d́epend du coefficient de sécurit́e choisi (λ = 1.645
pour 90% ;λ = 2.576 pour 99%).
Les solution de (8.6) constituent l’intervalle]µinf , µsup[ décrit plus haut, lorsque la
distribution deX est du typeN (µ, µ).
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L’in égalit́e8.6peutêtre ŕesolue rigoureusement enélevant au carré les deux membres,
ce qui conduit̀a :

µ2 − 2µ

(
x0 +

λ2

2

)
+ x2

0 < 0

⇒ µinf = x0 +
λ2

2
− λ

√
x0 +

λ2

4
, µsup = x0 +

λ2

2
+ λ

√
x0 +

λ2

4

Commex0 > 100, l’in égalit́e8.6peutêtre ŕesolue de manière approch́ee eńecrivant :

|x0 − µ| < λ
√
x0 (8.7)

⇒ x0 − λ
√
x0 < µ < x0 + λ

√
x0, ce qui donne un intervalle de confiance un peu

diff érent du pŕećedent.

Exemple 8.2 La mesure du rayonnement d’une source radioactive est de 100 coups/mn.
On en d́eduit, pour l’intensit́eµ de la source, et avec un coefficient de sécurit́e de 95% :
• 81.4 < µ < 121.6 (table11.4; r ésultat rigoureux)
• 81.22 < µ < 121.62 (inégalit́e8.6)
• 80.40 < µ < 119.60 (inégalit́e8.7)

3.5 Utilisation de la loi normale

Soit une variable aléatoireX de loiN (µX , σ
2
X). On observe la valeurx0 deX. Peut-on

déduire un intervalle de confiance deµX , pour un coefficient de sécurit́e (1− α)% ?
Comme pŕećedemment, on va parier sur l’inégalit́e :

|x0 − µX | < λσX (8.8)

⇒ x0 − λσX < µ < x0 + λσX

On ne sauráevidemment donner un intervalle de confiance que si on connaı̂t σX . Le
développement ultérieur des mod̀eles gaussiens permettra de surmonter cette difficulté.
En attendant les seuls cas qui sont accessibles sont ceux où effectivementσX est connu
ou encore ceux òu µX etσX sont líes par une relation (voir relation8.6et8.9).
L’in égalit́e8.8peutêtre appliqúeeà la variableX ; on rappelle que, dans ce casE(X) =
µX etσX = σX/√n, lorsque la loi deX est normale ou peutêtre consid́eŕee comme telle
(théor̀eme limite centrale).

Exemple 8.3 Reprenons le schéma de Bernoulli et considérons la fŕequenceYn d’un
év́enement au cours d’un ensemble den exṕeriences. En supposant que l’on puisse

consid́erer queYn ∼ N
(
p, p(1−p)

n

)
, on peut parier, pour un niveau de confiance de

(1− α) sur l’inégalit́e :

|y0 − p| < λ

√
p(1− p)

n
(8.9)

(λ = 1.96 pour1− α = 95%).
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L’in égalit́e 8.9 peutêtre ŕesolue rigoureusement enélevant au carŕe les deux membres.
On obtient :
p2
(
1 + λ2

n

)
− 2p

(
y0 + λ2

2n

)
+ p2

0 < 0 ⇒ pinf < p < psup avec :

pinf =
y0 + λ2

2n
− λ
√

y0(1−y0)
n

+ λ2

4n2

1 + λ2

n

, psup =
y0 + λ2

2n
+ λ
√

y0(1−y0)
n

+ λ2

4n2

1 + λ2

n

L’in égalit́e8.9peutêtre ŕesolue de manière approch́ee en la remplaçant par :

|y0 − p| < λ

√
y0(1− y0)

n
(8.10)

⇒ y0 − λ
√

y0(1−y0)
n

< p < y0 + λ
√

y0(1−y0)
n

, ce qui donne un intervalle de confiance un
peu diff́erent du pŕećedent.
On n’oubliera pas de contrôler a posteriori la validit́e de l’approximation normale en
vérifiant que, sur l’intervalle de confiance, on a toujoursnp etn(1− p) > 100.

3.6 Absence de loi

L’in égalit́e de Bienayḿe-Tchebichev permet d’écrire successivement :

∀k > 0 , P(|X − µX | ≥ kσX) ≤ 1

k2

⇔ 1 ≥ P(|X − µX | < kσX) ≥ 1− 1

k2
(8.11)

On peut donc, en particulier et ceci quelle que soit la loi deX parier, avec un coefficient
de śecurit́e qui est au moins de 95% sur l’inégalit́e :

|x0 − µX | <
√

20σX (1− 1

20
= 0.95)

D’où, si l’on connâıt σX un intervalle de confiance deµX :

x0 − 4.472σX < µX < x0 + 4.472σX
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4 Exercices

1. Parmi 900 poissons pêch́es dans un lac, on a observé 180 porteurs de parasites.
Entre quelles limites situez-vous la proportion des individus parasités dans la po-
pulation des poissons du lac.

2. On photographie au microscope une boı̂te de Petri. La photographie est divisée
en carŕes de surfaceśegales et on d́enombre dans chaque carré des colonies de
bact́eries. Les ŕesultats exṕerimentaux sont les suivants : 10 carrés ne contiennent
pas de colonie, 24 carrés contiennent 1 colonie, 34 en contiennent 2, 23 en contiennent
3, 6 en contiennent 4, 3 en contiennent 5.
On d́esigne parX la variable aĺeatoire qui dans une telle expérience, associèa un
carŕe le nombre de colonies qu’il contient et parH0 l’hypothèse : ”X suit une loi
de Poisson d’esṕeranceµ”.
En admettantH0 et à partir des ŕesultats exṕerimentaux, donner, en les justifiant,
une estimation deµ, puis un intervalle de confiance deµ pour un coefficient de
sécurit́e de 95%.

3. On sait que,̀a chaque naissance, la probabilité p d’observer un garçon est très
proche de1/2. Pour estimer pŕeciśement cette probabilité, on recherche son inter-
valle de confiance pour un coefficient de sécurit́e de 99.99%̀a partir de la propor-
tion de garçons observée surn naissances. Quelle valeur donneràn pour avoir une
estimatioǹa 0.001 pr̀es ?

4. Pour d́eterminer la concentration d’un certain produit dans une solution, on effec-
tue des dosages̀a l’aide d’une technique expérimentale donńee. On admet que le
résultat de chaque dosage est une variable aléatoire normale,
• dont l’esṕeranceµ est la valeur que l’on chercheraà d́eterminer, ceci en l’ab-

sence d’erreur systématique, c’est-̀a-dire si le protocole exṕerimental est scru-
puleusement suivi.

• dont l’écart-type est de 0.05 mg/litre pour un expérimentateur convenablement
entrâıné.

(a) Vous effectuez cinq dosages indépendants d’une solution de concentration
connuéegaleà 4.00 mg/litre. Vous obtenez les résultats suivants : 4.04 ; 4.01 ;
4.08 ; 3.95 ; 4.02 mg/litre.
Suivez-vous scrupuleusement le protocole expérimental ?

(b) Vous effectuez six dosages indépendants d’une solution de concentration in-
connue. Vous obtenez les résultats suivants : 2.97 ; 3.01 ; 2.98 ; 2.94 ; 3.03 ;
2.95 mg/litre.
En d́eduire un intervalle de confiance de la concentration cherchée, pour un
coefficient de śecurit́e de 95%.

Bien entendu, vous vous considérez comme normalement entraı̂né.

5. SoitX une variable aĺeatoire, associéeà une exṕerienceE de densit́e de probabi-
lit é :

f :

{
x 7→ 0 , si x < 0
x 7→ λ2xe−λx , si x ≥ 0
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où λ est un ŕeel strictement positif.
• Calculer l’esṕerance et la variance deX ;
• on a ŕeṕet́e 400 fois l’exṕerienceE . La moyenne des 400 valeurs observées pour
X est égaleà 2. Peut-on en d́eduire un intervalle de confiance deλ pour le
coefficient de śecurit́e de 90% ?

6. Une boisson, de consommation courante, est vendue en bouteille d’un litre. L’un
des éléments de sa composition est un certain produitA qui fait l’objet d’une
réglementation particulière.
On d́esigne parX la variable aĺeatoire repŕesentant la quantitéA, expriḿee en mil-
ligrammes, que l’on peut trouver dans une bouteille. On admet queX suit une loi
normale d’esṕeranceµ et d’écart-typéegalà 5 milligrammes. Pour que a boisson
soit conformèa la ŕeglementation en vigueur, la valeur deµ ne doit pas d́epasser
50 milligrammes.
Une association de consommateurs a fait effectuer des dosages deA sur 9 bouteilles
choisies au hasard mais d’une marque donnée. Les ŕesultats, en milligrammes, sont
les suivants :

48.0; 48.2; 49.3; 53.5; 54.7; 56.4; 57.8; 58.5; 60.5

À l’aide d’un test paraḿetrique construit au niveau 5%, vérifier si la ŕeglementation
est respectée par le fabriquant.

7. On place un compteur devant une source de rayonnement. Le nombre d’impul-
sions que l’on peut enregistrer pendant une minute est une variable de Poisson
d’esṕeranceµ, constante pendant la durée de l’exṕerience et dont la valeur mesure
l’intensité de la source.

(a) On effectue un comptage d’une minute et on observe 6400 impulsions par
minute. En d́eduire un intervalle de confiance deµ pour un coefficient de
sécurit́e de 90%.

(b) Pour aḿeliorer la pŕecision de cette estimation, on rép̀eten fois la mesure.
Sachant que la moyenne de cesn mesures reste de l’ordre de 6400, quelle
valeur faut-il donner̀an pour estimerµ à 10 unit́es pr̀es, toujours au niveau
de 90% ?

(c) Sachant que la somme den variables de Poisson indépendantes est une va-
riable de Poisson, aḿeliorait-on l’estimation avec un comptage den mi-
nutes ?

8. (Méthode de ”capture-recapture”). On désire évaluer le nombreN d’individus
d’une esp̀ece animale vivant sur uneı̂le. Pour cela, on capture 800 individus ; ces
individus sont marqúes, puis rel̂ach́es. En essayant de respecter le schéma du tirage
exhaustif, on recapture ultérieurement 1000 animaux parmi lesquels on dénombre
250 animaux marqúes. En d́eduire un intervalle de confiance deN pour un coeffi-
cient de śecurit́e de 90%.
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5 Solutions

1. Sip est la proportion des poissons parasités dans le lac, lorsqu’on pêche un poisson,
la probabilit́e pour qu’il soit porteurs de parasites estp.
Si le nombre de poissons dans le lac est trèsélev́e, ṕecher 900 poissons revientà
réṕeter 900 fois la m̂eme exṕerience. Dans ces conditions, le nombre de porteurs
de parasites que l’on peut observer est une variable aléatoire de loiB(900, p) que
l’on peut approcher par une loiN (900p, 900p(1− p)), p étant de l’ordre de 20%.
La variableX, proportion des individus parasités sur 900, ob́eit doncà peu pr̀esà

une loiN
(
p, p(1−p)

900

)
. On a observ́e la valeurx = 180/900 = 0.20. Pour un niveau

de confiance de 95%, on peut parier que l’inégalit́e :

|0.20− p| < 1.960

√
p(1− p)

30
(8.12)

soit, pratiquement :|0.20− p| < 1.960
√

0.16
30

.
D’où l’intervalle de confiance :0.174 < p < 0.226.
L’approximation normaléetait bien justifíee puisque sur tout l’intervalle trouvé :
900(1− p) > 900p > 900(0.174) > 10

On peut noter que résoudre rigoureusement l’équation8.12aurait conduit̀a l’inégalit́e :

1.00426844p2 − 0.40426844p+ 0.04 < 0

dont les solutions sont :0.175 < p < 0.227

2. SoitXn = 1
n

∑n
i=1Xi la moyenne den variables ind́ependantes et de même loi

queX.X est un bon estimateur deµ. En effet :

E(X) = µ , V(X) =
µ

n

Xn est un estimateur consistant deµ puisqu’il est sans biais et que sa variance tend
vers źero lorsquen tend vers l’infini.
Ici n = 100, x = 1

100
(10× 0 + 24× 1 + 34× 2 + 23× 3 + 6× 4 + 3× 5) = 2

D’où l’estimationµ̂ = 2

Le nombre d’exṕerienceśetant ici asseźelev́e, on peut, en utilisant le théor̀eme
limite centrale, consid́erer que la loi deX est pratiquement :N (µ, µ/100)

Avec un coefficient de śecurit́e de 95%, on peut parier sur l’inégalit́e

|2− µ| < 1.960

√
µ

10
(8.13)

soit, pratiquement :|2− µ| < 1.960
√

2
10

.
D’où l’intervalle de confiance :1.722 < µ < 2.278.
On peut noter que résoudre rigoureusement l’équation8.13conduità l’inégalit́e :

µ2 − 4.038416µ+ 4 < 0

dont les solutions sont :1.741 < µ < 2.297
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3. SoitYn la proportion des garçons que l’on peut observer surn naissances. Comme

p ≈ 1/2 etn certainement tr̀es grand, on peut considérer queYn ∼ N
(
p, p(1−p)

n
,
)

.

Siy0 est la proportion observée et pour un niveau de confiance de 0.9999, onécrira :

|y0 − p| < 3.891
√

p(1−p)
n

.

Soit pratiquement (p ≈ 1/2) : |y0 − p| < 3.891
√

1
4n

.

On pourra en d́eduirep à 0.001 pr̀es si : 3.891
2
√
n
< 0.001. D’où

√
n > 3.891 × 500,

c’est-̀a-diren > 3.785 106.

4. SoitX la variable aĺeatoire repŕesentant le ŕesultat d’un dosage. On admet, dans
tout le probl̀eme queX suit une loi normaleN (µ, (0.05)2)

(a) On veut testerH0 : µ = 4.00 contreH1 : µ 6= 4.00

Pour cela on utiliseX5, moyenne de 5 variables indépendantes et de même
loi queX.

SousH0,X5 suit une loiN
(

4,
(

0.05√
5

)2
)

.

SousH1 la loi deX5 est d́eplaćee soit vers la droite, soit la gauche. On
construit un test bilatéral.
Au niveau 5% le domaine d’acceptation deH0 est de la forme]a; b[ où a =
4 − 1.9600.05√

5
et b = 4 + 1.9600.05√

5
. Donc de la forme]3.956; 4, 044[. On

a observ́e x5 = 4.02. On peut consid́erer que le protocole expérimental est
scrupuleusement suivi

(b) On consid̀ere la variableX6, moyenne de 6 variables indépendantes et de

même loi queX. En l’absence d’erreur systématique,X6 suit une loiN
(
µ,
(

0.05√
6

)2
)

.

On a observ́ex6 = 2.98.
Pour un coefficient de sécurit́e de 95%, on peut parier sur l’inégalit́e :

|2.98− µ| < 1.96
0.05√

6

D’où l’intervalle de confiance :2.94 < µ < 3.02 mg/litre.

5. On a successivement :∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ +∞

0

λ2xe−λxdx =
[
−λxe−λx − e−λx

]+∞
0

= 1

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

0

λ2x2e−λxdx =
[
−λx2e−λx

]+∞
0

+
2

λ

∫ +∞

0

λ2xe−λxdx =
2

λ

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ +∞

0

λ2x3e−λxdx =
[
−λx3e−λx

]+∞
0

+
3

λ

∫ +∞

0

λ2x2e−λxdx =
6

λ2
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On en d́eduit :

E(X) =
2

λ
, V(X) =

6

λ2
− 4

λ2
=

2

λ2

SoitX la moyenne de 400 variables indépendantes et de même loi queX. On peut
écrire (th́eor̀eme limite centrale) :

X ∼ N
(

2

λ
,

2

400λ2

)
On a observ́e la valeurx = 2. Au niveau de confiance de 90%, on peut accepter les
valeur deλ telles que :∣∣∣∣2− 2

λ

∣∣∣∣ < 1.645

√
2

20λ
⇒
{

2− 2
λ
< 0.116 1

λ
⇒ λ < 1.058

2
λ
− 2 < 0.116 1

λ
⇒ λ > 0.942

D’où l’intervalle de confiance0.942 < λ < 1.058.

6. Au 9-échantillon(X1, X2, . . . , X9) de variables ind́ependantes et de même loi
N (µ, 25), on associe la variableX = 1

9

∑9
i=1Xi de loiN

(
µ, 25

9

)
.

On a observ́e la valeurx = 54.1 mg.
On va tester l’hypoth̀eseH0 : µ = 50 (ou moins) contreH1 : µ > 50.
SousH0 : X ∼ N

(
50, 25

9

)
.

SousH1 : X ∼ N
(
µ > 50, 25

9

)
.

On construit donc un test unilatéral avec domaine de rejet deH0 à droite, puisque
H1 favorise les valeurs pluśelev́ees deX.
Le domaine d’acceptation deH0 est[0; 52.74[.
Le domaine de rejet deH0 est[52.74,+∞[.
Au niveau 5%, on a en effet :50 + 1.6455

3
≈ 52.7417.

Il est clair, compte tenu dex que le fabriquant ne respecte pas la réglementation
puisque l’on est amené à rejeterH0.

7. (a) Si X est le nombre d’impulsions qu’on peut observer pendant 1 minute, on
a :X ∼ P(µ) ≈ N (µ, µ) carµ a visiblement une valeur trèsélev́ee.
Au niveau de confiance de 90%, onécrira|6400 − µ| < 1.645

√
µ, c’est-̀a-

dire, approximativement|6400− µ| < 1.645
√

6400. D’où :

6268.4 < µ < 6531.6

(b) SiX est la moyenne den mesures ind́ependantes, on a, approximativement :
X ∼ N

(
µ, µ

n

)
.

Si x0 est la valeur observé deX, on a, au niveau de 90% :|x0 − µ| <
1.645

√
µ
n
, soit pratiquement|x0 − µ| < 1.645

√
x0

n
.

On veut1.645
√

x0

n
< 10. Pourx0 ≈ 6400, on en d́eduit

√
n > 13.16 ⇒ n >

174 comptages.
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(c) Si Sn est la somme den variables de m̂eme loi queX et ind́ependantes,
§n ∼ P(nµ) ≈ N (nµ, nµ).
Sn est aussi le ŕesultat d’un comptage denminutes ; on a doncSn =

∑n
i=1Xi =

nX.
Il est équivalent d’utilisernX ∼ N (nµ, nµ) ouX ∼ N

(
µ, µ

n

)
.

8. La premìere capture a permis de créer une populatioǹa deux cat́egories d’individus.
Toute capture ult́erieur d’un individu aura deux résultats possibles : il est marqué, et
cetteéventualit́e a la probabilit́ep = 800

N
, ou il nest pas marqué, et cettéeventualit́e

a la probabilit́e q = 1− p = 1− 800
N

.
SiX est le nombre d’individus marqués que l’on peut observer sur 1000 individus,
et si le sch́ema de tirage non exhaustif est respecté, on a :X ∼ B(1000, p). Vu
le nombre d’observations, on utilise l’approximation normale. Comme il est plus
commode, ici d’utiliser la proportionY = X

1000
des individus marqúes, onécrira :

Y ∼ N
(
p
p(1− p)

1000

)
On a observ́e effectivement la proportiony0 = 250

1000
= 1

4
. Au niveau de 90%, on

acceptera les valeurs dep telles que∣∣∣∣14 − p

∣∣∣∣ < 1.645

√
p(1− p)

1000

soit, approximativement, telles que :
∣∣1
4
− p
∣∣ < 1.645

√
1
4

1
3

1
1000

D’où l’intervalle de confiance dep pour un coefficient de sécurit́e : 0.227 < p <
0.273.
On remarque que l’approximation normale se justifie puisque pour toutes les va-
leursp de cet intervalle, on a :1000q > 1000p > 227 > 10.
Puisque l’on sait quep = 800

N
, on a :

0.227 <
800

N
< 0.273

D’où l’intervalle de confiance deN : 2930 < N < 3524
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Chapitre 9

Les mod̀eles gaussiens et leur utilisation
à l’ étude des moyennes et des variances

1 Les lois du chi-deux

Définition 9.1 On appelle variable chi-deux̀a n degŕes de libert́e une variable aĺeatoire
somme des carrés den variables normales centrées ŕeduites ind́ependantes. On noteχ2

n

une telle variable.
On a :χ2

n =
∑n

i=1X
2
i , où X1, X2, . . . , Xn sont des variables ind́ependantes, telles que

Xi ∼ N (0, 1) ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}

1.1 Densit́e de probabilit́e

On montre que la densité de probabilit́efn d’une variableY = χ2
n a pour expression

fn :

{
y 7→ 0 , si y ≤ 0

y 7→ cny
n−2

2 e−
y/2 , si y > 0

cn étant une constante positive dépendant den.

Exemple 9.1 On a montŕe (voir exemple4.3) que la densit́e de probabilit́e de la variable
Y = χ2

1 est :

f1 :

{
y 7→ 0 , si y ≤ 0

y 7→ 1√
2πy
e−

y/2 , si y > 0

Exemple 9.2 On chercheà déterminerF2, puis f2, fonction de ŕepartition et fonction
densit́e de la variableY = χ2

2. On a : Y = X2
1 + X2

2 , X1 etX2 étant deux variables
normales ŕeduites ind́ependantes. Le couple(X1, X2) a pour densit́e :

g : (x1, x2) 7→
1

2π
e−

1
2
(x2

1+x2
2) , (x1, x2) ∈ R2

car produit des fonctions densité deX1 etX2.
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232 Les lois du chi-deux

On a

F2(y) = P(Y < y) = P(X2
1 +X2

2 < y) = 0 si y ≤ 0

=

∫ ∫
C

1

2π
e−

1
2
(x2

1+x2
2)dx1dx2 si y > 0

Le domaineC étant d́efini parx2
1 + x2

2 < y et donc repŕesent́e par l’ensemble des points
à l’int érieur d’un cercle de rayon

√
y.

En passant en coordonnées polaires, on obtient poury > 0 :

F2(y) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ
∫ √

y

0

e−
1
2
r2rdr = 1− e−

1
2
y

D’où la densit́e :

f2 :

{
y 7→ 0 , si y ≤ 0

y 7→ 1
2
e−

y/2 , si y > 0

Exemple 9.3 La variable aĺeatoire de densité de probabilit́e :

f4 :

{
y 7→ 0 , si y ≤ 0

y 7→ y
4
e−

y/2 , si y > 0

est une variableY = χ2
4.

Exemple 9.4 La variable aĺeatoire de densité de probabilit́e :

f6 :

{
z 7→ 0 , si z ≤ 0

z 7→ z2

16
e−

z/2 , si z > 0

est une variableχ2
6.

1.2 Propríet́e d’additivit́e

Soient deux variablesχ2
n etχ2

p indépendantes. On aZ = χ2
n + χ2

p = χ2
n+p.

Il est facile de d́emontrer cette propriét́e à partir de la forme ǵeńerale de la densité d’un
χ2. On la v́erifiera sur des cas particuliers. Il résulte de cette propriét́e que toute va-
riable suivant un loi deχ2

n peut être consid́eŕee comme la somme den variablesχ2
1

indépendantes.

1.3 Esṕerance et variance

Soit une variableX ∼ N (0, 1) et soit une variableY = X2. On peut́ecrire directement
(voir exemple4.3) :
E(Y ) = E(X2) = V(X) = 1 (puisqueE(X) = 0 ⇒ E(X2) = V(X))

E(Y 2) = E(X4) =
∫ +∞
−∞

1√
2π
x4e−

x2/2dx = 1√
2π

[
−x3e−

x2/2
]+∞
−∞

+ 3√
2π

∫ +∞
−∞ x2e−

x2/2dx =

0 + 3E(X2) = 3V(X) = 3
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On en d́eduitV(Y ) = E(Y 2)− E2(Y ) = 3− 1 = 2

E(χ2
1) = 1 , V(χ2

1) = 2

On aboutira au m̂eme ŕesultat̀a partir de la densitéf1 de la variableY (voir exemple9.1)
en effectuant le changement de variablex =

√
y.

Soient maintenantn variables ind́ependantesYi (i ∈ {1, 2, . . . , n}) ayant une loi deχ2
1.

On d́eduit de la propríet́e d’additivit́e (th́eor̀eme7.1) :

E(χ2
n) = E

(
n∑
i=1

Yi

)
=

n∑
i=1

E (Yi) = nE(χ2
n) = n× 1 = n

À cause de l’ind́ependance des variables (théor̀eme7.2) :

V(χ2
n) = V

(
n∑
i=1

Yi

)
=

n∑
i=1

V (Yi) = nV(χ2
1) = n× 2 = 2n

D’où le ŕesultat ǵeńeral :
E(χ2

n) = n , V(χ2
n) = 2n

1.4 Formes de la distribution

La courbe repŕesentative de la densité d’unχ2
n a une forme en L pourn = 1 et pour

n = 2. Il suffit d’étudier les variations des fonctionsf1 et f2 (voir exemples9.1 et 9.2)
pour s’en rendre compte.
Pourn > 2, on a :

(fn(y))
′ =

1

2
cne

−y/2y
n−4

2 [(n− 2)− y]

On en d́eduit que la courbe représentative defn a une forme en cloche, dissymétrique et
qu’une variableχ2

n a pour moden− 2 (n > 2).
On note, en particulier que plus la valeur den estélev́ee, plus le mode se déplace vers la
droite.

1.5 Convergence en loi

Puisqu’une variableχ2
n peutêtre consid́eŕee comme la somme den variablesχ2

1 indépendantes,
il r ésulte du th́eor̀eme central limite que la loi d’unχ2

n tend vers une loi normale lorsque
n augmente ind́efiniment.
Cependant, dans le cas d’une variableχ2

n, cette convergence est assez lente. Par contre
on peut noter que la variable

√
2χ2

n a une loi qui converge assez rapidement vers une loi
N (
√

2n− 1, 1).
Dans la pratique, pourn > 30, onécrit :√

2χ2
n ∼ N (

√
2n− 1, 1)
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1.6 Calcul de probabilit́es

Comme pour toutes les variables d’usage courant, les fonctions de répartitions des va-
riablesχ2

n sont tabuĺees.
Soit la relationF (u) = P(χ2

n < u) = p. La table11.10donne, pour un certain nombre
de valeursp, u en fonction den.

Exemple 9.5 • Soit une variableY = χ2
4. On a

P(0.484 < Y < 11.143) = F (11.143)− F (0.484) = 0.975− 0.025 = 95%

• Soit une variableZ = χ2
10. On a

P(Z ≥ 18.307) = 1− P(Z < 18.307) = 1− F (18.307) = 1− 0.95 = 5%

On remarquera que, la densité d’une variableχ2
n étant nulle en źero età gauche de źero,

on a :

F (u) = 0 , si u ≤ 0

F (u) = P(χ2
n < u) = P(0 < χ2

n < u) , si u > 0

On remarqueráegalement que siX ∼ N (0, 1) et siY = X2 ∼ χ2
1, on a :

P(Y < u) = P(X2 < u) = P(−
√
u < X <

√
u) , u > 0

En particulier on pourra v́erifier :

P(−1.960 < X < 1.960) = P(Y < (1.960)2) = P(Y < 3.841) = 95%

P(−2.576 < X < 2.576) = P(Y < (2.576)2) = P(Y < 6.635) = 99%

enfin, on notera que dans la table11.10, le nombre de degrés de libert́e d’une variableχ2

ne d́epasse pas 30. Pourn > 30, on utilisera l’approximation
√

2χ2
n ∼ N (

√
2n− 1, 1)

Pour évaluer la pŕecision du proćed́e, on va comparer, pourn = 30, les probabilit́es
vraies, lues dans la table, avec celles obtenues par l’approximation. PourY = χ2

30, on a :
• P(Y < 46.979) = 0.975

Or P(Y < 46.979) = P(2Y < 93.958) = P(
√

2Y < 9.693)√
2Y ∼ N (

√
59, 1) ⇒

√
2Y −

√
59 ∼ N (0, 1)

⇒ P(
√

2Y < 9.693) = P
(√

2y−
√

59
1

< 2.01
)
≈ 0.9778

• P(Y < 29.336) = 0.50
Or P(Y < 29.336) = P(2Y < 58.672) = P(

√
2Y < 7.660))

= P
(√

2y−
√

59
1

< −0.0213
)
≈ 1− 0.5085 ≈ 0.4915

• P(Y < 16.791) = 0.025
Or P(Y < 16.791) = P(2Y < 33.582) = P(

√
2Y < 5.795)

= P
(√

2y−
√

59
1

< −1.886
)
≈ 1− 0.9703 ≈ 0.0297

Lesécarts sont tous inférieursà 1%.
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2 Les lois de Fisher-Snedecor

Définition 9.2 Soient deux variables aléatoires ind́ependantes :X = χ2
n etY = χ2

p. La

variableZ =
X/n
Y/p

= p
n
X
Y

est dite variable de Fisher-Snedecorà n et p degŕes de libert́e.

On note :Z = F (n, p) =
χ2

n/n
χ2

p/p
= p

n
χ2

n

χ2
p
.

2.1 Densit́e de probabilit́e

On montre que la densité de probabilit́e gn,p d’une variableZ = F (n, p) a pour expres-
sion

gn,p :

{
z 7→ 0 , si z ≤ 0

z 7→ cn,pz
n−2

2 (p+ nz)−
n+p

2 , si z > 0

cn,p étant une constante positive dépendant den et dep.
il est normal que la densité gn,p soit nulle en źero et à gauche de źero ; l’événement
”F (n, p) < u” est en effet impossible siu ≤ 0, puisque dans ce cas, pour toutχ2, on a :
P(χ2 < u) = 0

2.2 Esṕerance et variance

On montréegalement qu’une variableZ = F (n, p) a pour esṕerance :

E[F (n, p)] =
p

p− 2
, définie pourp > 2

et pour variance :

V[F (n, p)] =

(
p

p− 2

)2
2(n+ p− 2)

n(p− 4)
, définie pourp > 4

2.3 Forme de la distribution

L’ étude des variations de la fonction densité d’une variableF (n, p) montre que la forme
de sa courbe représentative est :
• en L pourn = 1 et pourn = 2 ;
• en cloche, dissyḿetrique pourn > 2. Dans ce cas le mode estégal à : p(n−2)

n(p+2)
pour

n > 2.

2.4 Calcul de probabilit́es

Soit la relation :
G(u) = P[F (n, p) < u] = p (9.1)
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Il est clair que, donner une table de valeurs numériques concernant les fonctions de
répartitionG des variablesF (n, p), conduit à envisager un certain nombre de couples
(n, p) et doncà donner un v́eritable fascicule uniquement pour ce type de variables.
En statistique, certaines valeurs dep sont fondamentales. Pour cette raison, les tables11.11
et 11.12correspondent chacuneà une valeur dep et indiquent pour divers couples(n, p)
(donc tables̀a doubles entrées) les valeursu (forcément positives) v́erifiant9.1.

Exemple 9.6 • Dans la table11.11, on lit, puisquep = 0.95 :

P[F (9, 7) < 3.6767] = 0.95 ; P[F (15, 14) < 2.4630] = 0.95

• Dans la table11.12, on lit, puisquep = 0.99 :

P[F (9, 7) < 6.7188] = 0.99 ; P[F (15, 14) < 3.6567] = 0.99

• On note que :

P[F (n, p) < u] = P
(

χ2
n/n
χ2

p/p
< u

)
= P

(
nχ2

p

pχ2
n

>
1

u

)
= 1−P

(
nχ2

p

pχ2
n

≤ 1

u

)
= 1−P

(
F (p, n) ≤ 1

u

)
On a donc :
• P(F (n, p) < u) = 0.01 ⇔ P

(
F (p, n) ≤ 1

u

)
= 0.99

• P(F (n, p) < u) = 0.05 ⇔ P
(
F (p, n) ≤ 1

u

)
= 0.95

• Par exemple :P[F (9, 7) < 3.6767] = 0.95 ⇔ P
[
F (7, 9) < 1

3.6767

]
= 0.05

3 Application à l’ étude des variances

3.1 Probl̀emes̀a unéchantillon

On consid̀ere un ensemble(X1, X2, . . . , Xn), den variables ind́ependantes et de même
loi ; on noteraµ et σ2 leur esṕerance et leur variance. La réalisation de l’exṕerienceE à
laquelle est associé cet ensemble entraı̂ne les observations :x1, x2, . . . , xn.
On rappelle que sur un teln-échantillon, on peut d́efinir les variablesX (moyenne),S2

(variance),̂S2 (estimateur deσ2). On a :
X = 1

n

∑n
i=1Xi , dont la valeur observ́ee est la moyenne empiriquex0 = 1

n

∑n
i=1 xi

S2 = 1
n

∑n
i=1(Xi −X)2 , dont la valeur observ́ee est la variance empirique s2

0 = 1
n

∑n
i=1(xi − x0)

2

Ŝ2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −X)2 , dont la valeur observ́ee est l’estimation deσ2 ŝ2

0 = 1
n−1

∑n
i=1(xi − x0)

2

On suppose maintenant que les variablesX1, X2, . . . , Xn sont toutes des variables nor-
malesXi ∼ N (µ, σ2), ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}

Premier r ésultat

Dans le cadre de ce modèle, il est alors clair que la variable
∑n

i=1

(
Xi−µ
σ

)2
est la somme

des carŕes den variables normales centrées ŕeduites, ind́ependantes. On peut doncécrire :

1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 ∼ χ2
n
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9. LES MODÈLES GAUSSIENS ET LEUR UTILISATION À L ’ ÉTUDE DES MOYENNES ET DES
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Ce ŕesultat n’est gùere utilisable pratiquement car le modèle obtenu d́epend des deux
param̀etresµ et σ2, difficulté que l’on a d́ejà rencontŕee dans l’utilisation de la variable

X ∼ N
(
µ, σ

2

n

)
.

Deuxième ŕesultat

On peutécrire :Xi − µ = (Xi −X) + (X − µ)
D’où :

(Xi − µ)2 = (Xi −X)2 + (X − µ)2 + 2(Xi −X)(X − µ)
n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
n∑
i=1

(Xi −X)2 + n(X − µ)2 + 2(X − µ)
n∑
i=1

(Xi −X)

Or il est clair que
∑n

i=1(Xi −X) =
∑n

i=1Xi − nX = nX − nX = 0
Et donc :

1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
1

σ2

n∑
i=1

(Xi −X)2 +

(
X − µ
σ/√n

)2

Or on vient de voir que1
σ2

∑n
i=1(Xi − µ)2 ∼ χ2

n.

De plusX ∼ N
(
µ, σ√

n

)
⇒
(
X−µ
σ/√n

)2

∼ χ2
1

En posantZ = 1
σ2

∑n
i=1(Xi −X)2 on a doncχ2

n = Z + χ2
1

Un théor̀eme, dit th́eor̀eme de Cochran, (qui sort du cadre du cours) a pour conséquence

importante de d́emontrer que les variables1
σ2

∑n
i=1(Xi−µ)2 et

(
X−µ
σ/√n

)2

sont ind́ependantes.

La propríet́e d’additivit́e desχ2 implique alors naturellement queZ ∼ χ2
n−1.

On obtient ainsi le ŕesultat, important car on dispose maintenant d’un modèle qui ne
dépend que du param̀etreσ2 :

La variableZ = 1
σ2

∑n
i=1(Xi −X)2 = nS2

σ2 = (n−1)Ŝ2

σ2 est une variableχ2
n−1.

Il devient alors possible de construire des interprétations statistiques concernant le pa-
ramètreσ2. On remarquera que la variablenS2 = (n − 1)Ŝ2 est simplement la somme
des carŕes deśecarts̀aX.

4 Test d’hypothèse surσ2

On se propose de tester l’hypothèseH0 : σ2 = a2 contre l’une des trois hypothèses
alternatives suivantes :

H1 : σ2 > a2 ; H2 : σ2 < a2 ; H3 : σ2 6= a2

SousH0, la variableZ = nS2

a2 suit une loi deχ2
n−1.
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SousH1 : σ2 > a2 La varianceS2 aura tendancèa prendre des valeurs plusélev́ees que
sousH0. Ce sont donc les valeursélev́ees denS

2

a2 qui poussent̀a rejeterH0 pour
choisirH1. On construit donc un test unilatéral avec un domaine de rejetà droite.
La borne suṕerieured du domaine d’acceptation est telle que :P(χ2

n−1 < d) =
1− α, siα est le niveau choisi.
La valeurd est lue dans la table11.10et, pour effectuer le test, il suffit de regarder
si la valeur observ́ee ns20

a2 , de la variablenS
2

a2 ∼ χ2
n−1, se trouve dans le domaine

d’acceptation ou dans le domaine de rejet deH0.

SousH2 : σ2 < a2 La varianceS2 aura tendancèa prendre des valeurs plus faibles que
sousH0. Ce sont donc les valeurs faibles denS

2

a2 qui poussent̀a rejeterH0 pour
choisirH1. On construit donc un test unilatéral avec un domaine de rejetà gauche.
La borne inf́erieurec est lue dans la table11.10, table des valeurs nuḿeriques de
la fonction de ŕepartition de la variablenS

2

a2 ∼ χ2
n−1. On aP(χ2

n−1 < c) = α, si α
est le niveau choisi.

SousH3 : σ2 6= a2 Il est alors clair que l’on est amené à construire un test bilatéral, le
domaine de rejet́etant constitúe d’une partièa droite et d’une partièa gauche de la
distribution.
si α est le niveau choisi, les bornesc et d de l’intervalle d’acceptation sont telles
que :

P(χ2
n−1 < c) =

α

2
, P(χ2

n−1 < d) = 1− α

2
Ces valeurs sont lues dans la table11.10, table des valeurs nuḿeriques de la fonc-
tion de ŕepartition de la variablenS

2

a2 = χ2
n−1.

Exemple 9.7 Un laboratoire pharmaceutique fabrique un médicament dont la teneur,
en un certain composant par unité de fabrication, est assurée avec uńecart-type de 8
milligrammes.
Le service de recherche a mis au point un nouveau procéd́e de fabrication qui sera adopté
s’il assure une ŕeduction substantielle de la dispersion. On a fait 10 mesures de teneur sur
des unit́es fabriqúees par la nouvelle ḿethode et obtenus les résultats suivants, expriḿes
en milligrammes : 725 ; 722 ; 727 ; 718 ; 723 ; 731 ; 719 ; 724 ; 726 ; 725. On suppose que
chaque mesure est une réalisation d’une variable normale. Peut-on adopter la nouvelle
méthode ?
SoitXi la variable repŕesentant une mesure. On aXi ∼ N (µ, σ2). À un ensemble de 10
mesures, on peut associer les variablesX = 1

10

∑10
i=1Xi etS2 = 1

10

∑10
i=1(Xi−X)2. On

sait alors que la variable10S2

σ2 obéit à une loi deχ2
9.

On veut tester l’hypoth̀eseH0 : σ2 = 64 mg2 contre l’hypoth̀eseH1 : σ2 < 64 mg2.
SousH0, la variableZ = 10S2

64
obéit à une loi deχ2

9. Siσ2 < 64, la variableS2, et donc la

variableZ = 10S2

64
, aura tendancèa prendre des valeurs moinsélev́ees que pŕevu, puisque

les variablesXi sont moins dispersées. On est donc amené à construire un test unilatéral
avec domaine de rejetà gauche ; on choisira un niveau de 5%. La borne supérieurec du
domaine de rejet deH0 doit vérifier P(Z < c) = 0.05 ; on en d́eduit, puisqueZ ∼ χ2

9

c = 3.325 (table11.10).
Or on a observ́e les valeurs :
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• x0 = 1
10

∑10
i=1 xi = 724 mg pourX

• s2
0 = 1

10

∑10
i=1(xi − x0)

2 = 1
10

130 mg2 pourS2

• et, sousH0, la valeurz0 = 130
64
≈ 2.03 de la variableZ.

Au niveau 5%, on rejetteH0. On adoptera donc la nouvelle méthode de fabrication,
reconnue plus pŕecise que l’ancienne.

4.1 Intervalle de confiance d’une variance

Il est facile de d́eduire du mod̀ele obtenu une estimation par intervalle deσ2, à partir de
l’observations2

0. L’intervalle de confiance sera constitué des valeurs deσ2 qui seraient
accept́ees dans un test d’hypothèse bilat́eral. D’où la méthode :
• on sait que la variablenS

2

σ2 obéit à une loiχ2
n−1 ;

• on d́etermine les valeursc etd telles queP(χ2
n−1 < c) = α

2
etP(χ2

n−1 < d) = 1− α
2

;

• On a observ́e la valeurs2
0 deS2. On parie qu’elle v́erifie l’inégalit́e c < ns20

σ2 < d, d’où
on tire l’intervalle de confiance deσ2 pour le coefficient de śecurit́e1− α.

Exemple 9.8 (suite de l’exemple9.7 ). On se propose maintenant de procéder à une
estimation par intervalle de la variance obtenue par la nouvelle méthode, afin de pouvoir
évaluer sa pŕecision.
La variable 10S2

σ2 obéit à une loi deχ2
9 ; on écrit que la valeur observ́ee 130

σ2 vérifie la
double ińegalit́e : 2.700 < 130

σ2 < 19.023, au niveau de confiance de 95%.
D’où l’intervalle de confiance :6.83 < σ2 < 48.15

4.2 Probl̀emes̀a deuxéchantillons

Soit un ensemble(X1, X2, . . . , Xn) den variables ind́ependantes, de m̂eme loi normale
N (µX , σ

2
X). Soit un deuxìeme ensemble(Y1, Y2, . . . , Yp) de p variables ind́ependantes,

de m̂eme loi normaleN (µY , σ
2
Y ). Les deux ensembles sont supposés ind́ependants entre

eux. On note :

S2
X =

1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 S2
Y = 1

p

∑p
i=1(Yi − Y )2

Ŝ2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 Ŝ2
Y = 1

p−1

∑p
i=1(Yi − Y )2

On sait que, dans le cadre des hypothèses ci-dessus :

nS2
X

σ2
X

=
(n− 1)Ŝ2

X

σ2
X

∼ χ2
n−1 ,

pS2
Y

σ2
Y

=
(p− 1)Ŝ2

Y

σ2
Y

∼ χ2
p−1

On en d́eduit :

F (n− 1, p− 1) =
p− 1

n− 1

χ2
n−1

χ2
p−1

=
p− 1

n− 1

nS2
X

pS2
Y

σ2
Y

σ2
X

=
σ2
Y

σ2
X

Ŝ2
X

Ŝ2
Y
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D’où le ŕesultat important :

La variableσ
2
Y

σ2
X

Ŝ2
X

Ŝ2
Y

obéit à une loiF (n− 1, p− 1).

Il devient alors possible de construire des interprétations statistiques concernant le rap-
port σ

2
Y

σ2
X

4.3 Comparaison de deux variances. TestF

On se propose de tester l’hypothèseH0 : σ2
X = σ2

Y contre l’une des trois hypothèses
alternatives suivantes :

H1 : σ2
X > σ2

Y ; H2 : σ2
X < σ2

Y ; H3 : σ2
X 6= σ2

Y

Dans le cadre du modèle qui vient d’̂etre d́ecrit, σ
2
Y

σ2
X

Ŝ2
X

Ŝ2
Y

suit une loiF (n− 1, p− 1), et par

conśequent :

SousH0, Z =
Ŝ2

X

Ŝ2
Y

suit une loi deF (n− 1, p− 1).

SousH1 : σ2
X > σ2

Y Les variablesXi étant plus dispersées, le rapport̂S
2
X

Ŝ2
Y

aura tendance

à prendre de préférence des valeurs plusélev́ees que sousH0. Ce sont donc les
valeursélev́ees deZ qui incitentà choisirH1 et à rejeterH0. On construit donc un
test unilat́eral avec domaine de rejetà droite. L’intervalle d’acceptation deH0 est
donc du type[0, b[, b étant d́etermińee, au niveauα, par :

P[F (n− 1, p− 1) < b] = 1− α

Pour effectuer le test, il suffit de regarder où est sitúee la valeur observéez0 =
Ŝ2

X

Ŝ2
Y

.

SousH2 : σ2
X < σ2

Y le rapport Ŝ
2
X

Ŝ2
Y

aura tendancèa prendre de préférence des valeurs

plus faibles que sousH0. On construit donc un test unilatéral avec domaine de
rejet à gauche. L’intervalle d’acceptation deH0 est donc du type[a,+∞[. En fait
il est bien plus simple de se ramener au cas préćedent en inversant le rapport des
estimateurs.

La variableV =
Ŝ2

Y

Ŝ2
X

obéit de toutéevidencèa une loiF (p− 1, n− 1).

On a ”Z > a”=” 1
Z
< 1

a
”=” V < b = 1

a
” et P(Z > a) = 1− α = P(V < b = 1/a)

On peut donćenoncer la r̀egle : dans un testF unilat́eral, on met au nuḿerateur
l’estimateur qui correspond̀a la variance la plus forte dans l’hypothèse alternative.
L’intervalle d’acceptation est alors du type[0, b[ avecP[F (ν1, ν2) < b] = 1−α, ν1

étant le nombre de degrés de libert́e assocíe au nuḿerateur.

SousH3 : σ2
X 6= σ2

Y le rapportŜ
2
X

Ŝ2
Y

aura tendancèa prendre soit des valeurs plus faibles,

soit des valeurs plus fortes que sousH0. On construit donc un test bilatéral. L’in-
tervalle d’acceptation deH0 est donc du type]a, b[ avec, au niveauα :

P[F (n− 1, p− 1) < b] = 1− α

2
et P[F (n− 1, p− 1) < a] =

α

2
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VARIANCES 241

Pour effectuer le test, il suffit de regarder où est sitúee la valeur observéez0 =
ŝ2X

ŝ2Y
.

La valeurb est lue dans la table1 − α
2

pourF (n − 1, p − 1). On obtient1
a

dans la
table1− α

2
pourF (n− 1, p− 1).

En ŕealit́e a est toujours inf́erieurà 1 etb toujours suṕerieurà 1 (voir tables11.11

et 11.12). Donc si le rapport des estimationsz0 =
ŝ2X

ŝ2Y
est suṕerieurà 1, on sait que

z0 > a et il suffit de comparerz0 à b.
D’où la r̀egle : dans un test bilatéral, on met au nuḿerateur l’estimation la plus
forte, de manìereà obtenir un quotient observé z0 suṕerieurà 1. L’intervalle d’ac-
ceptation deH0 étant du type]a, b[, on sait alors quea < z0 et il suffit de comparer
z0 à b ; on a :P[F (ν1, ν2) < b] = 1 − α

2
, ν1 étant le nombre de degrés de libert́e

assocíe au nuḿerateur.

Exemple 9.9 Des dosages de calcium sur deuxéchantillons de v́eǵetaux ont donńe les
résultats suivants, expriḿes en mg. de calcium :

Effectif Moyenne empirique Variance empirique
ÉchantillonA 11 3.92 0.3130
ÉchantillonB 9 4.18 0.4231

On admet que chaque mesure est réalisation d’une variable aléatoireN (µX , σ
2
X) pourA

etN (µY , σ
2
Y ) pourB. Peut-on conclurèa une diff́erence entre les variancesσ2

X etσ2
Y ?

On va tester l’hypoth̀eseH0 : σ2
X = σ2

Y contreH1 : σ2
X 6= σ2

Y (test bilat́eral).

SoitŜ2
X et Ŝ2

Y les estimateurs deσ2
X etσ2

Y . On aZ =
Ŝ2

X

Ŝ2
Y

∼ F (8, 10).

Or on a observ́e les valeurŝs2
X = 11

10
0.3130 ≈ 0.3443 et ŝ2

Y = 9
8
0.4231 ≈ 0.4760, donc

z0 = 0.4760
0.3443

≈ 1.38.
P[F (8, 10) < 3.8549] = 0.975 ⇒ 1.38 < 3.8549
Au niveau 5%, l’hypoth̀ese de l’́egalit́e des variances est acceptable.

5 Les lois de Student

Définition 9.3 Soit deux variables aléatoires ind́ependantes : une variable normale centrée
réduite,U ∼ N (0, 1) et une variable chi-deux̀an degŕes de libert́e,V ∼ χ2

n. On appelle
variable de Student̀a n degŕes de libert́e, la variable :

Tn =
U√
1
n
V

=
U
√
n√
V

5.1 Densit́e de probabilit́e

On montre que la densitéfn, d’une variableTn a pour expression

fn : t 7→ cn(
1 + t2

n

)n+1
2

, t ∈ R

bar-hen.net



242 Les lois de Student

où cn est une constante positive dépendant den.

Exemple 9.10La loi de Student̀a un degŕe de libert́e, appeĺee aussi loi de Cauchy est la
loi de la variableT1 dont la densit́e est

f1 : t 7→ 1

π

1

(1 + t2)
, t ∈ R

Cette variable, qui n’admet pas d’espérance ni de moments d’ordre supérieur à 1 (les
intégrales correspondantes divergent), est souvent citée comme exemple.

5.2 Esṕerance et variance

Le calcul de l’esṕerance et de la variance, lorsqu’elles existent, conduit aux résultats
suivants :
E(Tn) = 0, définie pourn > 1 ; V(Tn) = n

n−2
, définie pourn > 2.

5.3 Forme de la distribution

L’ étude des variations de la densité d’une variableTn, montre que la distribution est en
cloche, syḿetrique par rapport̀a l’axe des ordonńees, et admet pour mode : 0.
Plus le nombre de degrés de libert́e augmente, et plus la distribution d’une variableTn
est resserŕee autour de l’origine.

5.4 Convergence en loi

La distribution d’une variableTn, de Student, est toujours plus dispersée que celle d’une
variable normale centrée ŕeduite. Cependant on montre que la densité fn d’une variable
Tn est telle que :

Si n→ +∞ , fn(t) →
1√
2π
e−

t2/2

Les lois de Student convergent donc vers la loi normale centré ŕeduite. On constate dans
les tables de valeurs numérique (voir table11.9) que la diff́erence entre une loi de Student
et une loi normale centrée ŕeduite est, en ce qui concerne le calcul des probabilités, peu
sensible lorsquen = 30, presque ńegligeable lorsquen = 120.

5.5 Calcul des probabilit́es

SoitFn(u) = P(Tn < u) = p
La table11.9permet d’obteniru, pour certaines valeurs dep, selon le nombre de degrés
de libert́e de la variable de Student.
À cause de la syḿetrie par rapport̀a l’origine, la table n’est construite que pour des
valeursu positives.
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Pouru < 0, on a, comme pour la loi normale centrée ŕeduite :

P(Tn < u) = P(Tn > −u) = 1− P(Tn ≤ −u) = 1− F (−u)

Exemple 9.11• Pourn = 11, on a :P(Tn < 0.540) = 70% ; P(Tn < 1.796) = 95% ;
P(Tn < 2.201) = 97.5%

• Pour n = 16, on a : P(Tn < 0.691) = 75% ; P(Tn < −0.691) = P(Tn > 0.691) =
25%

• Pourn = 25, on a :

P(|Tn| < 2.060) = P(−2.060 < Tn < 2.060)

= F (2.060)− F (−2.060)

= F (2.060)− [1− F (2.060)]

= 2F (2.060)− 1

= 2× 0.975− 1

= 95%

6 Application à l’ étude des moyennes

6.1 Probl̀emes̀a unéchantillon

Comme dans l’́etude des variances, on considère un ensemble(X1, X2, . . . , Xn) de n
variables ind́ependantes et de même loi normaleN (µ, σ2). On rappelle que :

X =
1

n

n∑
i=1

Xi , S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 , Ŝ2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

et la relationnS2 = (n− 1)Ŝ2

On consid̀ere maintenant la variable :

Z =
X − µ√

S2

n−1

=
X − µ

σ

√
n− 1√

1
σ2

1
n

∑n
i=1(Xi −X)2

=
X − µ

σ√
n

√
n− 1√∑n

i=1(Xi−X)2

σ2

On sait queXi ∼ N (µ, σ2) ⇒ X ∼ N
(
µ, σ

2

n

)
. Donc la premìere fraction est une

variable normale centrée ŕeduiteU .
On reconnâıt de plus, sous le radical du deuxième d́enominateur la variableV = nS2

σ2 qui
est une variableχ2

n−1 (voir section3.1).
Le théor̀eme de Cochran (voir section3.1) permettant d’affirmer l’ind́ependance entreU
etV , il est clair que la variableZ obéit à la d́efinition d’une variable de Studentà (n− 1)
degŕes de libert́e.
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244 Application à l’ étude des moyennes

On obtient ainsi un autre résultat important car on dispose maintenant d’un modèle qui
ne d́epend plus que du paramètreµ :
La variableZ = X−µ√

S2

n−1

= X−µ√
Ŝ2

n

est une variable de StudentTn−1

Il devient alors possible de construire des interprétations statistiques concernant le pa-
ramètreµ.

6.2 Test d’hypoth̀ese surµ

On se propose de tester l’hypothèseH0 : µ = a contre l’une des trois hypothèses
alternatives suivantes :

H1 : µ > a ; H2 : µ < a ; H3 : µ 6= a

Dans le cadre du modèle qui vient d’̂etre d́ecrit, la variableT = X−a√
S2

n−1

est une variable

de Student̀a (n− 1) degŕes de libert́e.

SousH1 : µ > a Les écartsX − a auront tendancèa être plusélev́ees que sousH0,
puisque la distribution deX est centŕee autour deµ.. Ce sont donc les valeurs
élev́ees deT qui incitent à choisirH1 et à rejeterH0. On construit donc un test
unilat́eral avec domaine de rejetà droite. L’intervalle d’acceptation deH0 est donc
du type]−∞, b[, avec au niveauα : P[T < b] = 1− α.
Pour effectuer le test, il suffit de regarder où est sitúee la valeur observéet0 = x0−a√

s20
n−1

SousH2 : µ < a Les écarts faibles deX − a, c’est-̀a-dire lesécarts ńegatifs, seront
plus probables que sousH0. On construit donc un test unilatéral avec domaine de
rejet à gauche. L’intervalle d’acceptation deH0 est donc du type[−b,+∞[ avec
P[T < −b] = α. En fait on d́etermineb par la relation, qui d́ecoule de la syḿetrie
de la distribution :P[T < b] = 1− α.

SousH3 : µ 6= a Il est alors clair que l’on construit un test bilatéral, l’intervalle d’ac-
ceptation deH0 étant du type[−b, b] avec :P[T < b] = 1− α

2
.

Exemple 9.12Sur sixétudiants de sexe masculin, choisis dans l’amphi, on a mesuré les
tailles suivantes : 172 ; 174 ; 178 ; 180 ; 175 ; 183 cm. Interpréter ces ŕesultats sachant
que l’esṕerance de la taille d’un français est 170cm.
SoitXi ∼ N (µ, σ2) la taille d’un étudiant choisi au hasard. On va tester l’hypothèse
H0 : µ = 170 contre l’hypoth̀eseH1 : µ > 170
Soit X = 1

6

∑6
i=1Xi et soit s2 = 1

6

∑6
i=1(Xi − X)2. Les diff́erentes mesureśetant

indépendantes, la variableT5 = X−170√
s2

5

obéit à une loi de Student̀a 5 degŕes de libert́e,

sousH0.
Ce sont les valeurśelev́ees deT qui sont favorables̀a H1. On construit donc un test
unilatéral avec domaine de rejetà droite.
Au niveau 5%, l’intervalle d’acceptation deH0 est]−∞, 2.015].
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On a observ́e les valeurs :

x0 = 170 +
1

6
42 = 177cm pourX

s2
0 =

1

6
(25 + 9 + 1 + 9 + 4 + 36) = 14 pourS2

t0 =
177− 170√

14
5

≈ 4.18 pourT5

Au niveau 5%, on rejette doncH0. L’esṕerance de la taille d’uńetudiant est suṕerieure
à l’esṕerance de la taille d’un français. La moyenne observée est assez significativement
différente de 170cm ; m̂eme au niveau 0.5% on rejetteraitH0.

6.3 Intervalle de confiance d’une espérance

Il est facile de d́eduire du mod̀ele obtenu une estimation par intervalle deµ, à partir de
l’observationx0 et ŝ2

0. L’intervalle de confiance, pour un coefficient de sécurit́e 1 − α
sera constitúe des valeurs deµ qui seraient acceptées dans un test d’hypothèse bilat́eral
au niveauα. D’où la méthode :
• on sait que la variableX−µ√

S2

n−1

obéit, sous des hypothèses de normalité et d’ind́ependance,

à une loi de StudentTn−1 ;
• on d́etermine la valeurb telle queP(−b < Tn−1 < b) = 1− α ;

• On a observ́e les valeursx0 et ŝ2
0 de la moyenne et de la variance empiriques. On parie

qu’elle vérifie la double ińegalit́e :

−b < x0 − µ√
s20
n−1

< b

D’où l’intervalle de confiance :

x0 − b

√
s2
0

n− 1
< µ < x0 + b

√
s2
0

n− 1

Exemple 9.13Sept dosages du glucose sanguin, effectués ind́ependamment,̀a partir
du sang d’une m̂eme provenance ont donné les ŕesultats suivants : 1.17 ; 1.16 ; 1.16 ;
1.19 ;1.19 ; 1.21 ; 1.18 grammes par litre.
On admet que chaque moyenne est une variable aléatoire normale dont l’esṕeranceµ est
la valeur que l’on essaie de mesurer.
Déterminer, pour le coefficient de sécurit́e de 95%, l’intervalle de confiance deµ.
SoientX la moyenne etS2 la variance des 7 mesures. On sait que la variableT6 = X−µ√

S2

6

est une variable de Studentà 6 degŕes de libert́e, compte tenu de la normalité et de
l’indépendance des mesures.
On a observ́e les valeursx0 = 1.18 ets2

0 = 20
7

10−4 deX etS2.
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Au niveau de confiance de 95%, la valeurt0 = x0−µ√
s20
6

vérifie l’inégalit́e :−2.447 < t0 <

2.447

⇒ −2.447 <
1.18− µ√

20
7×6

10−4
< 2.447

D’où l’intervalle de confiance :1.163 < µ < 1.197 gramme par litre.

6.4 Probl̀emes̀a deuxéchantillons

Soit un ensemble(X1, X2, . . . , Xn) den variables ind́ependantes, de m̂eme loi normale
N (µX , σ

2). Soit un deuxìeme ensemble(Y1, Y2, . . . , Yp) de p variables ind́ependantes,
de m̂eme loi normaleN (µY , σ

2). Les variablesX et Y sont suppośees avoir la m̂eme
variance (σ2

X = σ2
Y = σ2). Les deux ensembles sont supposés ind́ependants entre eux.

On a :X ∼ N
(
µX ,

σ2

n

)
etY ∼ N

(
µY ,

σ2

p

)
. On en d́eduit :X−Y ∼ N

(
µX − µY , σ

2
(

1
n

+ 1
p

))
et, par conśequent :

U =
X − Y − (µX − µY )

σ
√

1
n

+ 1
p

∼ N (0, 1)

Soient maintenant les variablesS2
X et S2

Y , variances associées auxX et auxY . On sait
que :

nS2
X

σ2
∼ χ2

n−1 et
pS2

Y

σ2
∼ χ2

p−1

On en d́eduit :

V =
nS2

X

σ2
+
pS2

Y

σ2
∼ χ2

n+p−2

(somme de deux chi-deux indépendants).
Il en résulte que, compte tenu du théor̀eme de Cochran (voir section3.1), la variable
Z = U√

V

√
n+ p− 2 obéit à la d́efinition d’une variable de Studentàn+ p− 2 degŕes de

liberté.
Cette variableZ s’écrit :

Z =
X − Y − (µX − µY )

σ
√

1
n

+ 1
p

√
n+ p− 2√

(nS2
X + pS2

Y ) 1
σ2

=
X − Y − (µX − µY )√

nS2
X+pS2

Y

n+p−2

√
1
n

+ 1
p

On d́esigne par

Ŝ2 =
nS2

X + pS2
Y

n+ p− 2

l’estimateur sans biais de la variance commune auxX et auxY (voir exercice5 du
chapitre8) , ce qui permet d’́ecrire :

Z =
X − Y − (µX − µY )√

Ŝ2 1
n

+ 1
p

∼ Tn+p−2
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VARIANCES 247

L’utilisation de ce mod̀ele permet de procéder à la comparaison de deux espérances.
Cependant, il est bon de souligner que ce modèle n’est valable que sous des conditions
assez restrictives :
• normalit́e et ind́ependance des variablesX ;
• normalit́e et ind́ependance des variablesY ;
• indépendance relative desX et desY ;
• égalit́e des variances desX et desY .

6.5 Comparaison de deux espérances

On d́esire tester l’hypoth̀eseH0 : µX = µY contre l’une des trois contre l’une des trois
hypoth̀eses alternatives suivantes :

H1 : µX > µY ; H2 : µX < µY ; H3 : µX 6= µY

ce que l’on peut́ecrire :H0 : µX − µY = 0

H1 : µX − µY > 0 ; H2 : µX − µY < 0 ; H3 : µX − µY 6= 0

SousH0, il résulte de ce qui préc̀ede que la variableT = X−Y√
Ŝ2( 1

n
+ 1

p)
est une variable de

StudentTn+p−2.
Les tests se construisent alors comme dans les problèmes̀a unéchantillon :

contreH1 : test unilat́eral avec domaine de rejetà droite, car, sousH1, l’ écartX − Y
aura tendancèa avoir des valeurs pluśelev́ees que sousH0 ;

contreH2 : test unilat́eral avec domaine de rejetà gauche ;

contreH3 : test bilat́eral.

Pour effectuer le test on calcule,à partir deśechantillons :x0, y0, s2
X , s2

Y , s2
0 =

ns2X+ps2Y
n+p−2

,

et enfint0 = x0−y0√
ŝ20( 1

n
+ 1

p)
.

Il suffit de regarder sit0 est dans le domaine d’acceptation ou de rejet deH0.

Exemple 9.14 (suite de l’exemple9.9). Peut-on conclurèa une diff́erence entre les espérances
µX etµY ?
On a montŕe pŕećedemment que l’hypothèseσ2

X = σ2
Y est acceptable. Dans ces condi-

tions, la variance commune aux deux séries de mesures peutêtre estiḿee par :

s2
0 =

11× 0.3130 + 9× 0.4231

18
≈ 0.4028

On veut tester l’hypoth̀eseH0 : µX = µY contreH1 : µX 6= µY .
SoientX la moyenne de 11 mesures de typeA etY la moyenne de 9 mesures de typeB,
Ŝ2 étant l’estimateur de la variance commune aux deux types de mesure.
SousH0, la variable T18 = X−Y−(µX−µY )√

Ŝ2( 1
11

+ 1
9)

obéit à une loi de Student̀a 18 degŕes de

liberté.
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On effectue ici un test bilatéral. On a observ́e la valeur

t0 =
3.92− 4.18√

0.4028
(

1
11

+ 1
9

) = −0.911 de la variableT18

Cette valeur est comprise dans l’intervalle d’acceptation deH0 au niveau 5% :[−2.101; 2.101].
On peut donc admettre que les deux types de véǵetaux ont la m̂eme teneur en calcium, en
moyenne.

Ce test de comparaison de deux espérances̀a partir de deux moyennes empiriques est
dit ”test d’homoǵeńeité de Student”. La condition restrictive d’égalit́e des variances
nécessite, la plupart du temps, une vérification pŕeliminaireà l’aide du testF .
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7 Exercices

1. Une nouvelle technique de dosage du glucose sanguin vient d’être mise au point.
Sept dosages, effectuésà l’aide de cette nouvelle technique,à partir du sang d’une
même provenance, ont donné les ŕesultats suivants :

1.17− 1.16− 1.16− 1.19− 1.19− 1.21− 1.18 gramme/litre

On admet que chaque mesure est une variable aléatoire normale dont l’espérance
µ est la valeur que l’on cherchèa d́eterminer et dont l’́ecart-type caractérise la
précision du proćed́e. On consid̀ere que lesn résultats possibles d’un ensemble
de n dosages, effectués dans les m̂emes conditions sont des variables aléatoires
indépendantes et de même loi.
• La technique utiliśee jusqu’̀a ce jourétait caract́eriśee par uńecart-type de 0.05

mg/litre. Peut-on dire que la nouvelle technique est plus précise que l’ancienne ?
• Déterminer,̀a partir de l’́echantillon, un intervalle de confiance deµ.

2. Une boisson, de consommation courante, est vendue en bouteilles d’un litre. L’un
des éléments de sa composition est un certain produitA qui fait l’objet d’une
réglementation particulière.
On d́esigne parX la variable aĺeatoire repŕesentant la quantité A, expriḿee en
milligrammes, que l’on peut trouver dans une bouteille. On admet queX suit une
loi normale d’esṕeranceµ. Pour que la boisson soit conformeà la ŕeglementation
en vigueur, la valeur deµ ne doit pas d́epasser 50 milligrammes.
Une association de consommateurs a fait effectuer des dosages deA sur 9 bouteilles
choisies au hasard mais d’une marque donnée. Les ŕesultats, en milligrammes, sont
les suivants :

60.5 - 58.5 - 57.8 - 56.4 - 54.7 - 53.5 - 49.3 - 48.2 - 48.0

• Vérifier si la ŕeglementation est respectée par le fabricant.
• Donner, pour la marque en question, un intervalle de confiance deµ.

3. Les ŕesultats du dosage du glucose sanguin, effectué sur un lot de 9 lapins, sont les
suivants :
1.17 ; 1.16 ; 1.15 ; 1.18 ; 1.19 ; 1.20 ; 1.20 ; 1.16 ; 1.21
grammes par litre. On admet que chaque mesure est une variable normale d’espérance
µ, taux moyen de glyćemie dans la population d’où provient le lot. Entre quelles
limites peut-on situerµ, au niveau de confiance de 95% ?

4. Pour comparer l’influence de deux régimes alimentairesA etB sur le d́eveloppement
des doryphores, un entomologiste a mesuré, lors de la mue imaginale, le poids
d’insecteśelev́es dans les conditionsA pour les uns, dans les conditionsB pour les
autres. il a obtenu les résultats suivants :

Régime A (9 insectes m̂ales) : 100, 94, 119, 111, 113, 84, 102, 107, 99 mg

Régime B (8 insectes m̂ales) : 107, 115, 99, 111, 114, 127, 145, 140 mg
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Le poids d’un insecte choisi au hasard dans unélevage est une variable aléatoire
que l’on d́esignera parX dans le casA et parY dans le casB. On admet queX et
Y sont de loi normale.
• Montrer qu’il n’y a aucune raison de penser queX et Y ont des variances

diff érentes. Pour la suite, on noteraσ2, la valeur commune de ces deux variances.
• En utilisant l’ensemble des résultats, donner une estimation deσ2 ; on d́esigne

parŜ2 l’estimateur utiliśe. Calculer l’esṕerance et la variance dêS2 ; en d́eduire
les qualit́es de cet estimateur.

• En utilisant l’ensemble des résultats et avec un minimum de justifications, don-
ner un intervalle de confiance deσ2

• Montrer que le ŕegimeB est plus favorable au développement des insectes que
le régimeA.

5. Un laboratoire produit un vaccin destiné à une population de 100000 personnes.
On consid̀ere que la proportionp de personnes achetant le vaccin suit une loi gaus-
sienne de moyenne 0.24 et d’écart-type 0.03.
• Combien de doses doit-il produire pour que le risque de rupture de stock soit de

l’ordre de 2% ?
• Quelle doitêtre la marge b́eńeficiaire ŕealiśee sur chaque doses vendue pour que

le risque de perte soit de l’ordre de 3% ?

6. On d́esire savoir si une certaine variét́e de bĺe a, dans une régionA, un rendement
suṕerieurà celui qu’elle a dans une régionB. Pour cela, on dispose de résultats,
exprimés en quintaux par hectare, obtenus sur seize parcelles différentes et ainsi
répartis :
RégionA 48.0 48.2 50.3 53.5 54.6 56.4 57.8 58.5 60.5
RégionB 44.2 46.3 48.3 48.5 50.5 51.2 55.4

On suppose que le rendement observable sur une parcelle, choisie au hasard dans
une ŕegion donńee, est une variable aléatoire d́esigńee parX pour la ŕegionA et
parY pour la ŕegionB.

(a) Dans un premier temps, on admet queX et Y sont des variables normales
dont l’esṕerance et la variance sont représent́ees par :µA et σ2

A pourX, µB
etσ2

B pourY

i. Montrer que l’hypoth̀ese ”σ2
A = σ2

B” est acceptable. Pour la suite, on
désignera parσ2 la valeur commune de ces deux variances.

ii. On peut alors disposer de trois estimateurs sans biais deσ2. Le premier
est associé à un ensemble de 9 rendements possibles provenant de la
régionA. Le deuxìeme est associé à un ensemble de 7 rendements pos-
sibles provenant de la régionB. Le troisìeme associé à l’ensemble des
16 rendements préćedents. A partir de leuŕecart quadratique moyen re-
lativementàσ2, choisir le meilleur de ces trois estimateurs. En déduite
une estimation deσ2.

iii. A partir de l’ensemble des 16 observations, donner un intervalle de
confiance deσ2.

iv. Montrer que l’on peut accepter l’hypothèse ”µA > µB”
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v. Donner un estimateur deµA − µB. Calculer son esṕerance et sa va-
riance ; qu’en conclure ? En déduire une estimation deµA − µB

vi. Déterminer un intervalle de confiance deµA − µB

(b) En l’absence de toute hypothèse sur le type de loi suivi parX et parY , peut-
on cependant affirmer que le rendement de la variét́e de bĺe a tendancèa être
plusélev́e dans la ŕegionA que dans la ŕegionB ?

7. (a) On consid̀ere un ensemble(X1, X2, . . . , Xn), den variables ind́ependantes
et de m̂eme loiN (µ, σ2). Soient les variables :

X =
1

n

n∑
i=1

Xi , S2
X =

1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 , Ŝ2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

À partir des ŕesultats connus sur les lois duχ2, calculer l’esṕerance et la va-
riance des variablesS2

X et Ŝ2
X . Quelles sont les qualités des variablesS2

X

et Ŝ2
X consid́eŕees comme des estimateurs du paramètre σ2 ? Quel est le

meilleur estimateur deσ2 ?

(b) On consid̀ere un deuxìeme ensemble{Y1, Y2, . . . , Yp} indépendant du préćedent,
de variables aléatoires ind́ependantes et de même loiN (µ2, σ

2). Soient les
variables :

Y =
1

p

p∑
i=1

Yi , S2
Y =

1

p

p∑
i=1

(Yi − Y )2 , Ŝ2 =
(n− 1)Ŝ2

X + (p− 1)Ŝ2
Y

n+ p− 2

Calculer l’esṕerance et la variance dêS2. Quelles sont les qualités de la va-
riableŜ2 consid́eŕees comme des estimateurs du paramètreσ2 ?

(c) À votre avis, quel est le meilleur estimateur deσ2 ?

8. On consid̀ere deux variables aléatoires ŕeellesR et S de densit́es de probabilit́e
respectives :

fR :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ ae−at , si t > 0

et

fS :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ be−bt , si t > 0

où a et b sont deux param̀etres ŕeels strictement positifs.
On se propose, en se ramenantà des mod̀eles connus, de construire des tests concer-
nant les param̀etres de ces distributions exponentielles, et d’imaginer comment
proćederà leur estimation.
On rappelle que les densités de probabilit́e d’une loi du khi-deux̀a deux degŕes de
liberté et d’une loi exponentielle de paramètre 1

2
sont les m̂emes.

Construction des mod̀eles • Montrer que la variable aléatoireT = 2aR suit une
loi du khi-deuxà deux degŕes de libert́e. en d́eduire l’esṕerance et la va-
riance deR.
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• Soit un ensemble den variables aĺeatoires(R1, R2, . . . , Rn) indépendantes
et de m̂eme loi queR. On associèa cen-échantillon la variableZn =
2a(R1 +R2 + · · ·+Rn). Quelle est la loi deZn ?

• Soit un deuxìeme ensemble(S1, S2, . . . , Sp) de variables ind́ependantes
entre elles, ind́ependantes desn préćedentes, et de m̂eme loi queS. On
consid̀ere la variableU(n, p) = p

n
a
b

(R1+R2+···+Rn)
(S1+S2+···+Sp)

. Quelle est la loi de
U(n, p) ?

Premier test On supposen = 12. Les valeurs observées des 12 variables considéŕees
sont pŕeciśement :

0.100 - 1.197 - 0.152 - 0.182 - 0.418 - 0.192 - 0.029 - 0.885 - 0.161 - 0.633 -
0.278 - 0.008

Construire un test de l’hypothèseH0 : a = 3 contre l’hypoth̀eseH1 : a > 3.
Quel est le ŕesultat du test ?

Deuxième test On supposep = 10. Les valeurs observées des 10 variables considéŕees
sont pŕeciśement :

0.361 - 0.085 - 0.293 - 0.080 - 0.077 - 0.020 - 0.036 - 0.095 - 0.197 - 0.206

Construire un test de l’hypothèseH0 : a = b contre l’hypoth̀eseH1 : a 6= b.
Quel est le ŕesultat du test ?

Estimation En cas de rejet de l’hypothèsea = b, déterminer un intervalle de
confiance deb et donner, avec un minimum de justifications, une estimation
deb.
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8 Solutions

1. On consid̀ere un 7-́echantillon(Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7) où les variablesYi sont
indépendantes et de loiN (µ, σ2).

On pose :

{
Y = 1

7

∑7
i=1 Yi

Ŝ2 = 1
6

∑7
i=1

(
Yi − Y

)2
On a observ́e :

{
y = 1.18

ŝ2 = 3.333.10−4 = 20
6
.10−4

On veut tester l’hypoth̀eseH0 : σ2 = 25.10−4 contre l’hypoth̀eseH1 : σ2 <
25.10−4

Soit la variableZ = 6Ŝ2

25.10−4 .
SousH0, Z suit une loi du chi-deux̀a 6 degŕes de libert́e.
SousH1, Z aura tendancèa prendre des valeurs plus faibles que sousH0 ; on
construit donc un test unilatéral avec un domaine de rejetà gauche.
On a observ́e la valeurz = 20.10−4

25.10−4 = 0.8 < 1.635

Au niveau 5%, on rejette doncH0. La nouvelle ḿethode est plus précise que l’an-
cienne.
Soit la variableT = Y−µ√

Ŝ2/7
, dont on a observ́e la valeurt = 1.18−µ√

20
42

10−4
. Cette variable

suit une loi de Student̀a 6 degŕes de libert́e. Au niveau de confiance de 95%, on
peut parier sur l’ińegalit́e−2.447 < 1.18−µ√

20
42

10−4
< 2.447

D’où l’intervalle de confiance1.163 < µ < 1.197

2. On consid̀ere un 9-́echantillon(X1, X2, . . . , X9) oùXi repŕesente la quantitéA que
l’on peut trouver dans la ièmebouteille. Les 9 variables aléatoires sont ind́ependantes
et de m̂eme loiN (µ, σ2). On poseX = 1

9

∑9
i=1Xi ; S2 = 1

9

∑9
i=1

(
Xi −X

)2
ou

Ŝ2 = 1
8

∑9
i=1

(
Xi −X

)2
• On va testerH0 : µ ≤ 50 contreH1 : µ > 50

Pour cela, on choisit la variable

T =
X − 50√
S2/8

=
X − 50√
Ŝ2/9

SousH0, si 50=µ, T suit une loi de Student̀a 8 degŕes de libert́e. Siµ < 50, T
aura tendancèa prendre des valeurs négatives.
SousH1, X a tendancèa prendre des valeurs supérieures̀a 50 et doncT a ten-
dancèa prendre des valeurs positives.
On construit donc un intervalle unilatéral avec domaine de rejet deH0 à droite.
Au niveauα = 5%, le domaine de rejet deH0 est [1.860 ; +∞[. De manìere
équivalente, le domaine d’acceptation deH0 est]−∞ ; 1.860[

On a observ́ex = 54.1 , 8ŝ2 = 9s2 = 175.08 Donct = 2.629 En ce qui concerne
µ la réglementation n’est pas respectée.
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• On choisit la variable

U =
X − µ√
S2/8

=
X − µ√
Ŝ2/9

Cette variable suit une loi de Studentà 8 degŕes de libert́e. Pour un coefficient de
sécurit́e de 95%, on peut parier que la valeur observéeu0 vérifie les ińegalit́es :

−2.306 < u0 < 2.306

⇒ −2.306 <
54.1− µ√
175.08/72

< 2.306

D’où l’intervalle de confiance :

50.5 < µ < 57.7

3. On consid̀ere un 9-́echantillon(X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8, X9) oùXi repŕesente
le résultat possible duièmedosage. Les variablesXi sont ind́ependantes et de même
loi N (µ, σ2).
On pose :X = 1

9

∑9
i=1Xi. On a observ́ex0 = 1.18 mg/litre.

On poseS2 == 1
9

∑9
i=1(Xi −X)2. On a observ́es2

0 = 4 10−4 (mg/litre.)2.

• SoitZ = X−µ√
s2/8

. Cette variable suit une loi de Studentà 8 degŕes de libert́e.

Au niveau 90%, on peut́ecrire que la valeur observéez0 vérifie l’inégalit́e :

−1.86 <
1.18− µ√

4
8
10−4

< 1.86

D’où l’intervalle de confiance :1.167 < µ < 1.193 mg/l
• SoitY = 9S2

σ2 . Cette variable suit une loi du khi-deuxà 8 degŕes de libert́e.
Pour un niveau de confiance de 90%, on peut parier sur l’inégalit́e :

2.733 <
36 10−4

σ2
< 15.507

D’où l’intervalle de confiance :2.32 10−4 < σ2 < 13.17 10−4.

4. Soit un premier ensemble(X1, X2, . . . , X8, X9) de variables ind́ependantes et de
même loi, repŕesentant les mesures possibles sur 9 insectesélev́es dans les condi-
tionsA.
Soit un deuxìeme ensemble(Y1, Y2, . . . , Y7, Y8) de variables ind́ependantes et de
même loi, repŕesentant les mesures possibles sur 8 insectesélev́es dans les condi-
tionsB.
On supposeXi ∼ N (µA, σ

2
A) etYi ∼ N (µB, σ

2
B)

On pose :

{
X = 1

9

∑9
i=1Xi

Ŝ2
X = 1

8

∑9
i=1

(
Xi −X

)2
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On a observ́e :


x ≈ 103.222

ŝ2
X ≈ 112.944
s2
X ≈ 100.395

On pose :

{
Y = 1

8

∑8
i=1 Yi

Ŝ2 = 1
7

∑8
i=1

(
Yi − Y

)2
On a observ́e :


y ≈ 119.750

ŝ2
Y ≈ 260.786
s2
Y ≈ 228.188

• On veut testerH0 : σ2
A = σ2

B contreH1 : σ2
A 6= σ2

B

On choisit la variableZ =
ŝ2Y

ŝ2X

SousH0, Z =
σ2

A

σ2
B

ŝ2Y

ŝ2X
, puisqueσ2

A = σ2
B. DoncZ ∼ F(7, 8)

SousH1, Z =
σ2

B

σ2
A

(
σ2

A

σ2
B

ŝ2Y

ŝ2X

)
=

σ2
B

σ2
A
Z ′ où Z ′ ∼ F(7, 8). DoncZ aura tendancèa

prendre des valeurs plus fortes ou plus faibles que sousH0 selon queσ2
A < σ2

B

ou σ2
A > σ2

B. D’où un test bilat́eral. A un niveau 5%, le domaine d’acceptation
deH0 est :]1/4.8994 ; 5.5286[
On a observ́e z0 ≈ 2.309 d’où l’acceptation deH0

• On prend comme estimateur de la variableσ la variable aĺeatoire :

Ŝ2 =
8Ŝ2

X + 7Ŝ2
Y

15

ce qui conduit̀a l’estimationσ̂2 = 8×112.944+7×260.786
15

≈ 181.937

On peutécrire 15Ŝ2

σ2 =
8Ŝ2

X

σ2 +
7Ŝ2

Y

σ2

Or 8Ŝ2
X

σ2 ∼ χ2
8 et 7Ŝ2

Y

σ2 ∼ χ2
7. Ces deux variableśetant ind́ependantes,15Ŝ2

σ2 ∼ χ2
15.

On en d́eduit E
(

15Ŝ2

σ2

)
= 15⇒ 15

σ2 E
(
Ŝ2
)

= 15⇒ E
(
Ŝ2
)

= σ2

Ŝ2 est donc un estimateur sans biais deσ2

On a de m̂eme V
(

15Ŝ2

σ2

)
= 30⇒ 152

σ4 V
(
Ŝ2
)

= 30⇒ V
(
Ŝ2
)

= 2σ4

15

Puisque le biais dêS2 est nul, la variance estégaleà l’écart quadratique moyen
deŜ2 relativement̀aσ2. Si on estime que cette grandeur est tropélev́ee, on peut
la diminuer en jouant sur la taille deséchantillons.Ŝ2 fait partie d’une suite
consistante d’estimateurs.

• Puisque la variable15Ŝ
2

σ2 suit une loi du khi-deux̀a 15 degŕes de libert́e, on peut
parier que la valeur ”observée” de cette variable vérifie la double ińegalit́e, pour
un niveau de confiance de 95% :

6.262 <
15× 181.937

σ2
< 27.488

d’où l’intervalle de confiance :99.28 < σ2 < 435.81
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• On va testerH0 : µB = µA contreH1 : µB > µA Les variablesXi et Yj étant
consid́eŕees comme ayant la m̂eme varianceσ2, on choisit la variable :

V =
Y −X√

Ŝ2(1/8 + 1/9)

SousH0 : µB − µA = 0 ; V suit une loi de Student̀a 15 degŕes de libert́e. Sous
H1, V aura tendancèa prendre des valeurs positives préférentiellement. En effet
µB > µA ⇒ Y a tendancèa prendre des valeurs supérieures̀aX. On construit
donc un test unilatéral avec domaine de rejetH0 à droite.
Au niveau 5%, le domaine d’acceptation deH0 est] −∞ ; 1.753[. Le domaine
de rejet deH0 est[1.753 ; +∞[
On a observ́ev0 ≈ 2.521⇒ on rejetteH0 le régimeB favorise le d́eveloppement
des doryphores.

5. (a) D’après la table P
(
p−0.24
0.03

≥ 2.05
)
≈ 0.02

Donc P(p > 0.3015) ≈ 0.02

Il doit donc produire 30150 doses

(b) Il y a perte sip× 105×prix< 30150×coût
C’est-̀a-dire sip < 0.3015×coût/prix
Or P

(
p−0.24
0.03

< −1.88
)
≈ 0.03

La marge b́eńeficiaire doit donĉetre 0.3015
0.1836

− 1 ≈ 64%

6. (a) Au 9-échantillon(X1, X2, . . . , X9) des rendements possibles des parcelles
deA, on associe les variables aléatoiresX = 1

9

∑9
i=1Xi ; S2 = 1

9

∑9
i=1

(
Xi −X

)2
ou Ŝ2 = 1

8

∑9
i=1

(
Xi −X

)2
.

Au 7-échantillon(Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7) des rendements possibles des par-

celles deB, on associe les variables aléatoires

{
Y = 1

7

∑7
i=1 Yi

Ŝ2 = 1
6

∑7
i=1

(
Yi − Y

)2
On supposeXi ∼ N (µA, σ

2
A) etYi ∼ N (µB, σ

2
B)

i. On veut testerH0 : σ2
A = σ2

B contreH1 : σ2
A 6= σ2

B

On choisit la variableU =
ŝ2X

ŝ2Y

SousH0, U =
σ2

B

σ2
A

ŝ2X

ŝ2Y
, puisqueσ2

A = σ2
B. DoncZ ∼ F(8, 6)

SousH1, U =
σ2

A

σ2
B

(
σ2

B

σ2
A

ŝ2X

ŝ2Y

)
=

σ2
A

σ2
B
Z ′ où Z ′ ∼ F(8, 6). DoncU aura

tendancèa prendre des valeurs plus fortes ou plus faibles que sousH0

selon queσ2
A > σ2

B ou σ2
A < σ2

B. D’où un test bilat́eral. A un niveau
5%, le domaine d’acceptation deH0 est :]1/4.6517 ; 5.5596[

On a observ́e ŝ2
X = 20.785, ŝ2

Y = 13.140 ⇒ u ≈ 1.582 d’où l’accepta-
tion deH0
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ii. Les trois estimateurs possibles deσ2 sontŝ2
X , ŝ2

Y et Ŝ2 =
8Ŝ2

X+6Ŝ2
Y

14

On sait8Ŝ
2
X

σ2 ∼ χ2
8 et 6Ŝ2

Y

σ2 ∼ χ2
6.

Donc E(8Ŝ
2
X

σ2 ) =E(6Ŝ2
Y

σ2 )=E(8Ŝ
2
X+6Ŝ2

Y

14
) = σ

et V(8Ŝ2
X

σ2 ) = 16 et donc V(Ŝ2
X) = σ4

4
; V( 6Ŝ2

Y

σ2 ) = 12 et donc V(Ŝ2
Y ) =

σ4

3
; V( 14Ŝ2

σ2 ) = 28 et donc V(Ŝ2) = σ4

7
;

les trois estimateurs sont des estimateurs sans biais deσ2. Dans ces
conditions leuŕecart quadratique moyen estégalèa leur variance (EQM=V()+(biais)2).
Le meilleur estimateur deσ2 est celui de plus faibléecart quadratique

moyen et c’est donĉS2. On en d́eduitσ̂2 =
8Ŝ2

X+6Ŝ2
Y

14
≈ 17.5086

iii. Pour d́eterminer un intervalle de confiance deσ2, on utilise la variable
aléatoire14Ŝ2/σ2 ∼ χ2

14. Pour un niveau de confiance de 95%, on peut
parier sur l’ińegalit́e : 5.629 < 245.12

σ2 < 43.546 D’où l’intervalle de
confiance9.384 < σ2 < 43.546

iv. On va tester, au niveau 5%, l’hypothèseH0 : µB = µA contreH1 :
µB > µA Les variablesXi et Yj étant consid́eŕees comme ayant la
même varianceσ2, on choisit la variable :

V =
Y −X√

Ŝ2(1/7 + 1/9)

SousH0 : µB − µA = 0 ; V suit une loi de Student̀a 14 degŕes
de libert́e. SousH1, V aura tendancèa prendre des valeurs positives
préférentiellement. En effetµB > µA ⇒ Y a tendancèa prendre des
valeurs suṕerieures̀aX. On construit donc un test unilatéral avec do-
maine de rejetH0 à droite.
Au niveau 5%, le domaine d’acceptation deH0 est] −∞ ; 1.761[. Le
domaine de rejet deH0 est[1.761 ; +∞[

On a observ́ev0 = 54.2−49.2√
17.5086(1/9+1/7)

≈ 2.3711⇒ on accepteH1 : µA >

µB

v. Un estimateur de la variableµA − µB est la variableZ = X − Y

E(Z)=E(X−Y )=E(X)−E(Y )= µA−µB. C’est donc un estimateur sans
biais
V(Z)=V(X − Y )=V(X)+V(Y ) (car ind́ependance deX et Y ) donc
V(Z)=σ

9
+ σ

7
. C’est donc un estimateur consistant.

On en d́eduit : ˆµA − µB = X − Y = 54.2− 49.2 = 5

vi. Pour d́eterminer un intervalle de confiance deµA − µB, on choisit la
variable aĺeatoire

T =
Y −X − (µA − µB)√

Ŝ2(1/9 + 1/7)
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Cette variable suit une loi de Studentà 14 degŕes de libert́e.
On a observ́e t = 5−(µA−µB)

2.1087
. Pour un niveau de confiance de 95%, on

peut parier sur l’ińegalit́e−2.145 < 5−(µA−µB)
2.1087

< 2.145. D’où l’inter-
valle de confiance0.4768 < µA − µB < 9.5232

(b) On peut tester l’hypoth̀eseH0 : ”les variablesXi etYj ont même loi” contre
l’hypothèseH1 : ”les variablesXi ont tendancèa prendre des valeurs plus
grandes que celles desYj”.
SoitW la variable aĺeatoire associant aux 16 résultats possibles, rangés par
valeurs croissantes, la somme des rangs des 7 résultats deB.W està valeurs
entìeres sur{28, 29,. . .,90,91}. SousH0, W a une distribution en cloche,
symétrique. SousH1,W aura tendancèa prendre des valeurs situées̀a gauche
de la distribution. D’òu un test unilat́eral qui admet, au niveau 5%, pour
domaine de rejetH0 : {28, 29, . . . , 42, 43}
les 16 observations sont rangés par valeurs croissantes :
y1, y2, x1, x2, y3, y4, x3, y5, y6, x4, x5, y7, x6, x7, x8, x9

On en d́eduitW = 43⇒ Rejet deH0

Le test non paraḿetrique de la somme des rangs conduit doncégalement̀a
la conclusion que la variét́e a un meilleur rendement dans la régionA.

7. (a) On sait quenS
2
X

σ2 =
(n−1)Ŝ2

X

σ2 ∼ χ2
n−1. On en d́eduit donc (pourn ≥ 2) :

E
(
nS2

X

σ2

)
= n− 1 ⇒ E(S2

X) =
n− 1

n
σ2

S2
X est un estimateur biaisé deσ2, de biais

(
−σ2

n

)
.

E

(
(n− 1)Ŝ2

X

σ2

)
= n− 1 ⇒ E(Ŝ2

X) = σ2

S2
X est un estimateur sans biais deσ2

V
(
nS2

X

σ2

)
= 2(n− 1) ⇒ V(S2

X) =
2(n− 1)

n2
σ4

V

(
(n− 1)Ŝ2

X

σ2

)
= 2(n− 1) ⇒ V(Ŝ2

X) =
2σ4

n− 1

et donc :

E
(
(S2

X − σ2)2
)

=

(
2(n− 1)

n2
+

1

n2

)
σ4 , E

(
(Ŝ2

X − σ2)2
)

= V(Ŝ2
X) =

2σ4

(n− 1)

En utilisant la relation8.5on d́eduit queŜ2
X , estimateur sans biais et dont la

variance tend vers zéro lorsquen tend vers l’infini est un estimateur consis-
tant deσ2. En effet, la relation8.5s’écrit :

∀ε > 0 , 1−
(

2

n− 1

)
σ4

ε2
≤ P(|Ŝ2

X − σ2| < ε) ≤ 1
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Il est clair que∀ε > 0, P(|Ŝ2
X − σ2| < ε) → 1 quandn→ +∞.

En ce qui concerneS2
X , on a :

∀ε > 0 , 1−
(

2(n− 1)

n2

)
σ4

ε2
≤ P(|S2

X − σ2| < ε) ≤ 1

Il est également clair queS2
X est un estimateur consistant deσ2, bien que

biaiśe :∀ε > 0, P(|S2
X − σ2| < ε) → 1 quandn→ +∞.

Le meilleur estimateur est celui qui a le plus faibleécart quadratique moyen
relativementà σ2. Contrairement̀a ce que l’on pourrait penser, dans les
mod̀eles gaussiens, il s’agit deS2

X . On a, en effet :

E
(
(S2

X − σ2)2
)
< E

(
(Ŝ2

X − σ2)2
)
⇔ 2(n− 1)

n2
σ4 <

2

n− 1
σ4

⇔ 2n2 − 3n+ 1 < 2n2

⇔ 1− 3n < 0

(b) Pourn ≥ 2 etp ≥ 2 :

E(Ŝ2) =
(n1)E(S2

X) + (p− 1)E(S2
Y )

n+ p− 2

=
(n1)σ

2 + (p− 1)σ2

n+ p− 2

= σ2

À cause de l’ind́ependance des variableŝS2
X et Ŝ2

Y , on a :

V(Ŝ2) =
(n1)

2

(n+ p− 2)2
V(S2

X) +
(p− 1)2

(n+ p− 2)2
V(S2

Y )

=
(n1)

2

(n+ p− 2)2

2σ4

n− 1
+

(p− 1)2

(n+ p− 2)2

2σ4

p− 1

=
2σ4

n+ p− 2

Ŝ2, estimateur de la varianceσ2, commune aux deux́echantillons, est un
estimateur consistant deσ2 puisque sans biais et de variance qui tend vers
zéro lorsquen+ p→ +∞.

(c) Ŝ2 est le meilleur estimateur de la varianceσ2quandn etp ≥ 3.
La fonctionf définie parf(x) = 2x−1

x2 = 2
x
− 1

x2 , x ≥ 2 est strictement

décroissante (f ′(x) = − 2
x2 + 2

x3 = 2(1−x)
x3 < 0).

Donc sin ≥ p ≥ 2, on a : 2n−1
n2 ≤ 2p−1

n2 etS2
X est le meilleur estimateur de

σ2 deσ2 par rapport̀aS2
Y .

Comparons maintenant lesécarts quadratiques moyens deS2
X . et Ŝ2.
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E
(
Ŝ2 − σ2)2

)
≤ E

(
S2
X − σ2)2

)
⇔ 2σ4

n+ p− 2
≤ 2n− 1

n2
σ4

⇔ 2

p+ (n− 2)
≤ 2n− 1

n2

⇔ 2n2 ≤ p(2n− 1) + (2n− 1)(n− 2)

⇔ 2n2 ≤ 2n2 − 5n+ 2 + p(2n− 1)

⇔ n(2p− 5) ≥ p− 2 (9.2)

la relation9.2 n’est pas v́erifiée pourp = 2. Par contre, pourp ≥ 3, la
relation 9.2 est v́erifiée pourn ≥ p−2

2p−5
. Donc pourn ≥ p ≥ 3. (Le cas

p ≥ n se traite de la m̂eme façon en permutantX et Y , n et p). En effet :
n ≥ p⇒ n > p− 2 ⇒ n > p−2

2p−5
, puisque2p ≥ 6 ⇒ 2p− 5 ≥ 1.

8. Construction des mod̀eles

• Soit FT la fonction de ŕepartition etfT la densit́e de la variableT . Par
définition :

FT (t) = P(T < t) = P(2aR < t) = P

(
R <

t

2a

)
cara > 0

Donc :FT (t) = FR
(
t

2a

)
Par d́erivation :fT (t) = 1

2a
fR
(
t

2a

)
D’où la densit́e :

fT :

{
t 7→ 0 , si t ≤ 0
t 7→ 1

2
e−t/2 , si t > 0

On reconnâıt une loi exponentielle de paramètre 1/2 ou, ce qui revient au
même, une loi du khi-deux̀a deux degŕes de libert́e. On sait alors que
E(T )=2 et V(T )=4. On en d́eduit :

E(T ) = E(2aR) = 2aE(R) ⇒ E(R) = 1
a

V(T ) = V(2aR) = 4a2V(R)⇒ V(R) = 1
a2

On retrouve les ŕesultats connus pour une loi exponentielle de paramètre
a

• On a

Zn = 2a(R1 +R2 + · · ·+Rn)

= 2aR1 + 2aR2 + · · ·+ 2aRn

= T1 + T2 + · · ·+ Tn

Zn est la somme den variables ind́ependantes et de même loi du khi-deux
à deux degŕes de libert́e. DoncZn suit une loi du khi-deux̀a 2n degŕes de
liberté (propríet́e d’additivit́e desχ2).
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• De mêmeWp = 2b(S1 + S2 + · · · + Sp) suit une loi du khi-deux̀a 2p
degŕes de libert́e et

U(n, p) =
p

n

a

b

(R1 +R2 + · · ·+Rn)

(S1 + S2 + · · ·+ Sp)
=
Zn
2n

2p

Wp

Par d́efinitionU(n, p) suit une loi de Fisher-Snéd́ecorà 2n et 2p degŕes de
liberté, que l’on noteF(2n, 2p).

Premier test On dispose d’un 12-échantillon(R1, R2, . . . , R12) On veut tester
H0 : a = 3 contreH1 : a > 3. Pour cela, on choisit la variableZ12 =
2.3(R1 +R2 + · · ·+R12)

SousH0, puisquea = 3, Z12 suit une loi du khi-deux̀a 24 degŕes de libert́e.
SousH1, Z12 ne suit plus la m̂eme loi, mais on peut́ecrire :

Z12 =
3

a
2a(R1 +R2 + · · ·+R12) =

3

a
Z∗

12

où Z∗
12 suit une loiχ2

24. Puisque, sousH1, 3
a
< 1, on peut affirmer que la loi

deZ12 est d́eplaćee vers la gauche par rapportà la loi duχ2
24.

On construit donc un test unilatéral avec domaine de rejet deH0 à gauche.
Au niveauα = 5%, le domaine d’acceptation deH0 est]13.848 ; +∞[

On a observ́e la valeurz12 = 6(0.100+1.197+0.152+· · ·+0.278+0.008) =
25.41. Au niveau 5% l’hypoth̀eseH0 : a = 3 est acceptable.

Deuxième test On dispose d’un 12-échantillon(R1, R2, . . . , R12) et d’un 10-́echantillon
(S1, S2, . . . , S10) indépendant du préćedent.
On veut testerH0 : a = b contreH1 : a 6= b. Pour cela, on choisit la variable
U(12, 10) = 10

12
(R1+R2+···+R12)
(S1+S2+···+S10)

SousH0 : 1 = a
b

etU(12, 10) suit une loiF(24, 20).
SousH1, U(12, 10) ne suit plus la m̂eme loi, mais on peut́ecrire :

Z12 =
b

a

10

12

a

b

(R1 +R2 + · · ·+R12)

(S1 + S2 + · · ·+ S10)
=
b

a
U(12, 10)∗

oùU∗(12, 10) suit une loiF(24, 20).
Deux cas sont alors̀a envisager :
b
a
> 1 ⇔ b > a la loi deU(12, 10) est d́eplaćee vers la droite par rapportà

la loi F(24, 20).
b
a
< 1 ⇔ b < a la loi deU(12, 10) est d́eplaćee vers la gauche par rapportà

la loi F(24, 20).

On construit donc un test bilatéral.
Au niveauα = 5% (2.5%à gauche, 2.5%̀a droite), le domaine d’acceptation
deH0 est :]0.4296 ; 2.4076[

2.4076 est lu directement dans la table pourF(24, 20). 0.4296=1/2.3273 òu
2.3273 est lu sur la table deF(24, 20).
On a observ́e la valeuru(12, 10) = 10

12
4.235
1.450

≈ 2.434. Au niveau 5%, on rejette
doncH0.
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Estimation Pour d́eterminer un intervalle de confiance deb, on passe par l’in-
termédiaire de la variableW20 = 2b(S1 + S2 + · · ·+ S10) qui suit une loi du
khi-deuxà 20 degŕes de libert́e.
Pour un coefficient de sécurit́e de 95%, on peut parier que la valeur observée
w20 deW20 vérifie les ińegalit́es :9.591 < w20 < 34.170

orw20 = 2b(1.450)⇒ 9.591 < 2.90b < 34.170

D’où l’intervalle de confiance :3.307 < b < 11.1783

Estimation ponctuelle deb

On sait qu’un bon estimateur du paramètre E(S) est la variableS = 1
p
(S1 +

S2 + · · ·+ Sp) ; c’est un estimateur consistant puisque :
• il est sans biais : E(S)=E(S)
• sa variance V(S)=V(S)/p tend vers źero sip tend vers+∞
On en d́eduit une estimation de E(S)

ˆE(S) =
1

10
(1.450) = 0.145

on sait d’autre part que E(S)=1/b. On peut donc en déduire l’estimation :

b̂ =
1

ˆE(S)
= 6.896 ≈ 6.9
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Chapitre 10

Le test chi-deux

1 Introduction

Le test duχ2 est fŕequemment utiliśe par les biologistes.̀A la diff érence des modèles
gaussiens, par exemple, ce test ne s’appuie pas sur un modèle probabiliste rigoureux,
mais sur une loi asymptotique ; il est donc délicatà utiliser et il est parfois préférable de
le remplacer, lorsque c’est possible, par un test non paramétrique plus adapté.
On expliquera d’abord les principes du test sur une loi multinomiale, puis, dans ses ap-
plications les plus courantes, la méthode non paraḿetrique qui en d́ecoule.

2 Test sur une loi multinomiale

2.1 Distributionà deux classes

Soit une exṕerience aĺeatoireE susceptible d’entraı̂ner la ŕealisation d’uńevénementE1

de probabilit́e P(E1) ou d’un événementE2 de probabilit́e P(E2), E1 etE2 formant un
syst̀eme complet (P(E1) + P(E2) = 1, P(E1 ∩ E2) = 0)
Soit un ensemble den exṕeriences identiques̀a E et ind́ependantes . On lui associe les
variablesX1 etX2 repŕesentant respectivement le nombre d’événementsE1 et le nombre
d’événementsE2 que l’on peut observer (X1 + X2 = n). La réalisation effective desn
exṕeriences entraı̂ne l’observation des valeursx1 deX1 et x2 deX2 (x1 + x2 = n) ; on
dit que les ŕesultats sont ŕepartis en deux classes, les variablesX1 etX2 prenant le nom
d’effectifs de classe.
On d́esire tester l’hypoth̀eseH0 : ”P(E1) = p1 et P(E2) = p2” contre l’hypoth̀eseH1 :
”P(E1) 6= p1 etP(E2) 6= p2”
On sait d́ejà ŕesoudre le problème. En effet, compte-tenu de la relationP(E1) + P(E2) =
1, il suffit de testerP(E1) = p1 contreP(E1) 6= p1, ce que l’on peut fairèa l’aide de la
variableX1 ∼ B(n, p1)
X1 admet pour loi asymptotique, lorsquen augmente ind́efiniment, la loiN (np1, np1(1−
p1)) ; ce dernier mod̀ele est utiliśe dans la pratique pourn ≥ 100, à condition que les
produitsnp1 et n(1 − p1) aient une valeur minimum de l’ordre de 5à 10. On construit
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264 Test sur une loi multinomiale

alors un test bilat́eral avec la variableY = X1−np1√
np1(1−p1)

consid́eŕee comme pratiquement

normale centŕee ŕeduite, sousH0.
Soit maintenant la variable :

Z =
(X1 − np1)

2

np1

+
(X2 − np2)

2

np2

On a :

Z =
p2(X1 − np1)

2 + p1(X2 − np2)
2

np1p2

=
(1− p1)(X1 − np1)

2 + p1(n−X1 − n(1− p1))
2

np1(1− p1)

=
(1− p1)(X1 − np2

1) + p1(np1 −X1)
2

np1(1− p1)

=
(X1 − np1)

2

np1(1− p1)

= Y 2

Étant donńe la relationZ = Y 2 et étant donńe le comportement asymptotique deY , il
est clair queZ admet pour loi asymptotique une loi deχ2

1, sousH0.
D’autre part, pour un niveauα, on peut́ecrire :

1− α = P(−yα/2 < Y < yα/2) = P(0 ≤ Y 2 < y2
α/2) = P(0 ≤ Z < zα) aveczα = y2

α/2

Il revient donc au m̂eme d’effectuer un test bilatéral surY que d’effectuer un test uni-
latéral surZ avec domaine de rejetà droite.
On dispose donc d’une deuxième ḿethode pour testerH0 contreH1. La variableZ, qui
peutêtre assimiĺee sous les conditions préćedentes̀a une variableχ2

1 (n ≥ 100, np1 et
np2 ≥ 5 à 10), rend compte globalement desécarts entre les effectifs de classe et leur
esṕerance (souvent appelées ”effectifs th́eoriques”). Une valeur nulle deZ signifie l’ac-
cord parfait avecH0 ; une valeuŕelev́ee deZ conduit au rejet deH0, la borne suṕerieure
zα de l’intervalle d’acceptation (3.841 = (1.96)2 au niveau 5% ;6.635 = (2.576)2 au
niveau 1%)́etant lue dans les tables des lois deχ2.

2.2 Distributionà r classes

Plus ǵeńeralement, soit une expérience aĺeatoireE susceptible d’entraı̂ner la ŕealisation
d’un événementE1 de probabilit́e P(E1) ou E2 avec la probabilit́e P(E2), . . ., ou Er
avec la probabilit́e P(Er) ; les événementsE1, E2, . . . , Er formant un syst̀eme complet
(
∑r

i=1 P(Ei) = 1, P(Ei ∩ Ej) = 0 pouri 6= j)
Les ŕesultats den exṕeriences identiques̀a E et ind́ependantes sont donc répartis en
r classes. A un tel ensemble d’expériences, on associe les variablesX1, X2, . . . , Xr

repŕesentant les effectifs de classe.
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Le syst̀eme(X1, X2, . . . , Xr) obéit à une loi multinomiale (voir exercice3 du chapitre6).
On veut tester l’hypoth̀eseH0 : ”P(E1) = p1 et P(E2) = p2, . . ., etP(Er) = pr” contre
l’hypothèseH1 : ”P(E1) 6= p1 ouP(E2) 6= p2, . . ., ouP(Er) 6= pr”
On consid̀ere la variable :

Z =
r∑
i=1

(Xi − npi)
2

npi

On montre que, sousH0, cette variable admet comme loi asymptotique une loi deχ2
r−1.

Pratiquement, on utilise ce modèle pourn ≥ 100, à conditions que les effectifs théoriques
npi aient tous une valeur minimum de l’ordre de 5à 10.
Il est clair que sousH1 les valeurśelev́ees deZ sont plus probables que sousH0. On
construit donc un test unilatéral avec domaine de rejetà droite.
On remarquera que la notion de degrés de libert́e est assez compréhensible. En fait il n’y
a, parmi les variablesX1, X2, . . . , Xr, quer − 1 variables ind́ependantes. En effet les
variables sont líees par la relation :X1 +X2 + · · ·+Xr = n, dès que le hasard a attribué
une valeur nuḿeriqueà r − 1 variables, la valeur de la dernière est impośee.

Exemple 10.1Partant de races pures, un sélectionneur a croiśe des mufliers ivoires
avec des mufliers rouges. Il a obtenu en F1 des mufliers pâles puis en F2, après au-
tofécondation des plantes de la géńeration F1 : 22 mufliers rouges, 52 mufliers pâles, 23
mufliers ivoires.
La couleur des fleurs est-elle gérée par un couple d’all̀eles ?
Soientp1, p2, p3 les probabilit́es pour qu’une plante de la F2 ait respectivement des
fleurs rouges, p̂ales ou ivoires. SoientX1, X2, X3 les variables repŕesentant le nombre
de plantes̀a fleurs rouges, p̂ales et ivoires que l’on peut observer sur 97 plantes.
On est ameńe à tester, apr̀es un raisonnement géńetiqueélémentaire, l’hypoth̀eseH0 :
p1 = 1/4, p2 = 1/2, p3 = 1/4 contre l’hypoth̀eseH1 : p1 6= 1/4, oup2 6= 1/2, oup3 6= 1/4.
D’où le tableau :

Phénotypes Rouge P̂ale Ivoire Total
Probabilité 1/4 1/2 1/4 1
Effectif th́eorique 24.25 48.50 24.25 97
Effectif observ́e 22 52 23 97

Les conditions d’application du testχ2 sont satisfaites,̀a savoir :
• Les classes constituent un système complet d’év́enements ;
• Les 97 exṕeriences sont identiques et indépendantes ;
• leur nombre est assezélev́e ;
• les effectifs th́eoriques sont suffisammentélev́es.
Dans ces conditions, sousH0, la variableZ =

∑3
i=1

(Xi−97pi)
2

97pi
est pratiquement une

variableχ2
2. On effectue un test unilatéral avec domaine de rejetà droite. L’intervalle

d’acceptation deH0 est, au niveau 5% :[0, 5.991].
On a observ́e la valeurz0 = (2.25)2

24.25
+ (3.50)2

48.5
+ (1.25)2

24.25
≈ 0.52

On peut accepter l’hypoth̀ese que la couleur des fleurs des mufliers est gérée par un
couple d’all̀eles.
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3 Test d”ajustement

3.1 Principe

Soit une variableY assocíeeà une exṕerienceE . On veut tester l’hypoth̀eseH0 : ”Y a
une certaine loi de probabilité” contre l’hypoth̀eseH1 : ”Y a une loi diff́erente”. Un tel
test s’appelle un test d’ajustement.
Le principe du test duχ2 d’ajustement est le suivant :
• On effectue une partitionE1, E2, . . . , Er de l’ensemble des valeurs possibles deY ,

ce qui revient̀a constituer un ensemble der classes auxquelles la loi supposée deY
permet d’affecter les probabilitésp1, p2, . . . , pr.

• Chaque fois que l’on effectue une expérienceE , on peut dire dans quelle classe la
valeur observ́ee deY se trouve. Donc on peut associerà un ensemble den exṕeriences
indépendantes, identiquesà E , les effectifs de classeX1, X2, . . . , Xr et effectuer un
testχ2 comme pŕećedemment.

Il doit être cependant clair qu’en réalit́e on teste ainsi, non pasH0, mais l’ensemble
(p1, p2, . . . , pr) des probabilit́es affect́ees aux classes. Ce n’est que dans le cas d’une
variable discr̀ete, si chaque valeur observable constitue réellement une classe, qu’on teste
véritablement la loi deY . Dans le cas d’une variable continue, en particulier, pour que
le test garde une certaine signification, il faut un nombre de classes suffisant ; il serait
tout à fait ridicule de vouloir tester une loi normale en constituant deux classes de part et
d’autre de l’esṕerance, chacune de probabilité 1/2.
Bien entendu les conditions d’application du testχ2 doivent être toujours respectées.
On sera souvent amené, par exemplèa regrouper des classes d’effectifs théoriques trop
faibles.

Exemple 10.2On admet que la coloration de l’iris, chez l’homme, est détermińee par
un couple d’all̀eles. La diversit́e des g̀enes complique l’étude de la transmission de ce
caract̀ere ; on sait cependant que la coloration bleue est récessive.
Le p̀ere de Monsieur Dupont et le père de Madame Dupont ont les yeux bleus. Monsieur et
Madame Dupont n’ont pas les yeux bleus ;étant h́et́erozygotes, s’ils attendent un enfant,
la probabilité pour qu’il ait les yeux bleus est1/4. Sur cinq enfants, le nombre d’enfants
aux yeux bleus qu’ils peuvent avoir obéit à une loi binomialeB(5, 1/4)
On a clasśe selon le nombre d’enfants aux yeux bleus qu’elles contiennent 1024 familles
de 5 enfants et dont les parents ont le même ǵenotype que Monsieur et Madame Dupont.
SoitY le nombre d’enfants aux yeux bleus d’une telle famille.
On se propose de testerH0 : Y ∼ B(5, 1/4) contreH1 : Y 6∼ B(5, 1/4).

Nombre d’enfants aux yeux
bleus

0 1 2 3 4 5 Total

Probabilité (sousH0) 243
1024

405
1024

270
1024

90
1024

15
1024

1
1024

1
Effectif th́eorique 243 405 270 90 15 1︸ ︷︷ ︸

16

1024

Nombre observ́e de familles 252 410 265 87 10 0︸ ︷︷ ︸
10

1024
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Le tableau ci-dessus résume l’ensemble des résultats exṕerimentaux et th́eoriques.
Les condition d’application du testχ2 sont remplies (voir exemple10.1) :
• Les classes constituent un système complet d’év́enements ;
• observer les 1024 familles revientà effectuer 1024 expériences identiques et indépendantes ;
• le nombre d’observations est suffisant ;
• en regroupant les deux dernières classes, les effectifs théoriques sont suffisants.
SoientX0, X1, X2, X3, X4 les effectifs des cinq classes retenues.
SousH0, la variableZ = (X0−243)2

243
+ (X1−405)2

405
+ (X2−270)2

270
+ (X3−90)2

90
+ (X4−16)2

16
est une

variableχ2
4. Au niveau 5%, l’intervalle d’acceptation est[0; 9.488].

On a observ́e z0 = 2.84. L’hypoth̀eseH0 est accept́ee.

Exemple 10.3On se propose de vérifier si le nombre quotidien d’accidents d’auto-
mobile, dans une vie donnée, ob́eit à une loi de Poisson d’espérance 1. Pour cela, on
dénombre quotidiennement les accidents qui se sont produits sur une durée de 100 jours.
Les ŕesultats exṕerimentaux et th́eoriques sont ŕesuḿes dans le tableau suivant :

Nombre quotidien d’acci-
dents

0 1 2 3 4, ou plus Total

Probabilité sous l’hypoth̀ese
P(1)

0.3679 0.3679 0.1839 0.0613 0.0190 1

Nombre th́eorique de jours 36.79 36.79 18.39 6.13 1.90︸ ︷︷ ︸
8.03

100

Nombre observ́e de jours 35 40 17 6 2︸︷︷︸
8

100

SiY est le nombre d’accidents par jour, on veut testerH0 : Y ∼ P(1) contreH1 : Y 6∼
P(1).
Les conditions d’utilisation du test sont satisfaites (voir exemple10.1et10.2). On notera
en particulier la ńecessit́e de pŕevoir l’év́enement ”4 ou plus” pour obtenir un système
complet et le regroupement des deux dernières classes en ”3 ou plus” pour obtenir un
effectif th́eorique suffisant (en fait, on a observé 2 fois 4 accidents).
SoientX0, X1, X2, X3, les effectifs des quatre classes finalement retenues (X2 : nombre
possible de jours, sur 100, avec 2 accidents).
SousH0, la variableZ = (X0−36.79)2

36.79
+ (X1−36.79)2

36.79
+ (X2−18.39)2

18.39
+ (X3−8.03)2

8.03
est une

variableχ2
3.

SousH1, les valeurśelev́ees deZ sont plus probables que sousH0. Au niveau 5% l’in-
tervalle d’acceptation deH0 est[0, 7.815].
On a observ́e la valeurz0 ≈ 0.47 deZ. On ne rejette pas l’hypothèse que le nombre
quotidien d’accidents de voiture est une variable de Poisson d’espérance 1.

3.2 Estimation de param̀etres

Les lois que l’on veut tester, dans un testχ2 d’ajustement, d́ependent en ǵeńeral d’un ou
plusieurs param̀etres. La loiB(n, p) dépend dep (en ǵeńeraln est connu), la loiP(µ)
dépend deµ, la loiN (µ, σ2) dépend deµ et deσ2.
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Il peut arriver que l’on d́esire tester un type de loi en ignorant la valeur exacte de chacun
des param̀etres qui d́eterminent complètement la loi. On peut alors procéderà l’estima-
tion ponctuelle de ces paramètres, par l’interḿediaire d’estimateurs,̀a partir des donńees
exṕerimentales sur lesquelles on désire effectuer le test.
On sait que, les effectifs de classeétant toujours líes par la relationX1 +X2 + · · ·+Xr =
n, on perd toujours un degré de libert́e. On admettre quetouteestimation d’unparam̀etre
introduit une liaison nouvelle entre les effectifs de classe ce qui se traduit par la perte
suppĺementaire d’un degré de libert́e. D’où la r̀egle :

Dans un testχ2 d’ajustement, le nombreν de degŕes de libert́e est :

ν = r − 1− p

où r est le nombre de classes et où p est le nombre de paramètres estiḿesà
partir des observations.

Bien entendu, si les paramètres sont estiḿesà partir d’une deuxìeme śerie d’observations,
indépendante de celle sur laquelle on effectue le test, on est ramené au test d’une loi a
priori (p = 0)

Exemple 10.4 À partir des observations préćedentes (exemple10.3), peut-on admettre
que le nombre quotidien d’accidents de voiture obéit à une loi de Poisson ?
Le test pŕećedent devient alors :H0 : Y ∼ P(λ) contreH1 : Y 6∼ P(λ).
On estimeλ, esṕerance deY , à partir deY , moyenne de 100 observations. D’où l’esti-
mation :λ = y0 = 1

100
(35.0 + 40.1 + 17.2 + 6.3 + 2.4) = 1.

Il se trouve, par hasard, que l’estimation estégaleà l’esṕerance choisie a priori dans
l’exemple10.3. On aboutira donc au m̂eme ŕesultat nuḿerique pour la valeur observée
deZ : z0 ≈ 0.47.
MaisZ est cette fois une variableχ2

2. Comme0.47 < 5.991, on ne rejette pas l’hypothèse
d’un mod̀ele poissonnien pour le nombre quotidien d’accidents.

Exemple 10.5SoitY le nombre d’impulsions enregistré par un d́etecteur dans la mesure
de l’intensit́e d’un faisceau de rayons X. On sait queY est une variable de Poisson dont
l’espéranceµ caract́erise l’intensit́e du faisceau. Siµ a une valeur asseźelev́ee, on peut
écrireY ∼ N (µ, µ).
On se propose de tester l’hypothèseH0 : Y ∼ N (µ, µ) contreH1 : Y 6∼ N (µ, µ), à
partir de 300 comptages d’une minute, effectués dans des conditions identiques. Ce test
présente un int́erêt certain car le mod̀ele probabiliste peut̂etre perturb́e par diff́erents
phénom̀enes tels que la stabilité du ǵeńerateur.
Les 300 comptages ont une moyenne arithmétique de 10000 coups/mn. Ils ontét́e répartis
en classes d’amplitude de 50 coups/mn..
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Nombre de coupsy Nombre d’ob-
servations

Probabilité
(sousH0)

Effectifs
théoriques

y < 9775
9775 ≤ y < 9825

3
5

}
8

0.0123
0.0278

3.7
8.3

}
12

9825 ≤ y < 9875 15 0.0655 19.7
9875 ≤ y < 9925 45 0.1210 36.3
9925 ≤ y < 9975 54 0.1747 52.4

9975 ≤ y < 10025 65 0.1974 59.2
10025 ≤ y < 10075 48 0.1747 52.4
10075 ≤ y < 10125 34 0.1210 36.3
10125 ≤ y < 10175 24 0.0655 19.7

10175 ≤ y < 10225
10225 ≤ y

5
2

}
7

0.0278
0.0123

8.3
3.7

}
12

Total 300 1.000 300

Le test n’est possible qu’après une estimation du paramètreµ. L’esṕeranceµ deY est
estiḿeeà l’aide de la moyenneY de 300 observations.
D’où l’estimationµ = y0 = 10000. On en d́eduitσ =

√
µ = 100.

Pour le calcul des probabilit́es, il faut passer en variable centrée ŕeduite :Y ′ = Y−10000
100

.
On obtient (voir table11.6) :

P(9975 ≤ Y < 10025) = P(−0.25 ≤ Y ′ < 0.25) = 2
1

2
θ(0.25) ≈ 0.1974{

P(10025 ≤ Y < 10075)=P(0.25 ≤ Y ′ < 0.75)
P(9925 ≤ Y < 9975) =P(−0.75 ≤ Y ′ < −0.25)

=
1

2
θ(0.75)− 1

2
θ(0.25) ≈ 0.1747{

P(10075 ≤ Y < 10125)=P(0.75 ≤ Y ′ < 1.25)
P(9875 ≤ Y < 9925) =P(−1.25 ≤ Y ′ < −0.75)

=
1

2
θ(1.25)− 1

2
θ(0.75) ≈ 0.1210{

P(10125 ≤ Y < 10175)=P(1.25 ≤ Y ′ < 1.75)
P(9825 ≤ Y < 9875) =P(−1.75 ≤ Y ′ < −1.25)

=
1

2
θ(1.75)− 1

2
θ(1.25) ≈ 0.0655{

P(10175 ≤ Y < 10225)=P(1.75 ≤ Y ′ < 2.25)
P(9775 ≤ Y < 9825) =P(−2.25 ≤ Y ′ < −1.75)

=
1

2
θ(2.25)− 1

2
θ(1.75) ≈ 0.0278{

P(Y ≥ 10225)=P(Y ′ ≥ 2.25)
P(Y < 9775) =P(Y ′ < −2.25)

=
1

2
− 1

2
θ(2.25) ≈ 0.0123

D’où les effectifs th́eoriques.
Les conditions d’applications du testχ2 sont satisfaites (voir exemple10.1et 10.2). On
remarquera en particulier que l’on a veillé à ce que les classes constituent une partition
des valeurs possibles deY ; le regroupement des classes extrêmes permet de remplir la
condition sur les effectifs théoriques.
SoientX1, X2, . . . , X9 les effectifs des classes finalement retenues d’effectifs théoriques
c1, c2, . . . , c9.
SousH0, la variableZ =

∑9
i=1

(Xi−ci)2
ci

est une variableχ2 à 9 − 1 − 1 = 7 degŕes de
liberté (un param̀etre estiḿe).
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SousH1 les valeurs d́evíees deZ seront plus probables que sousH0. D’où le domaine
d’acceptation deH0, au niveau 5% :[0; 14.067].
On a observ́e la valeur deZ :

z0 =
42

12
+

4.72

19.7
+

8.72

36.3
+

1.62

52.4
+

5.82

59.2
+

4.42

52.4
+

2.32

36.3
+

4.32

19.7
+

52

12
≈ 8.69

On en conclut̀a l’acceptation du mod̀ele probabiliste.

4 Tests d’homoǵenéité

4.1 Principe

Le testχ2 estégalement utiliśe pour la comparaison de plusieurséchantillons. Le principe
du test vâetre expośe dans un exemplèa deuxéchantillons. On le ǵeńeralise sans peine
pour plusieurśechantillons.

Exemple 10.6On aétudíe sur deux́echantillons provenant de deux populations différentes
la répartition des quatre groupes sanguins : O, A, B, AB. Les résultats obtenus sont re-
portés dans un tableau dit tableau de contingence,à deux lignes et quatre colonnes :

Groupe O A B AB Total
1er échantillon 121 120 79 33 353
2èmeéchantillon 118 95 121 30 364
Total 239 215 200 63 717

On veut tester l’hypoth̀eseH0 : ”les quatre groupes sanguins sont répartis de la m̂eme
manìere sur les deux populations” contre l’hypothèseH1 : ”les r épartitions sont diff́erentes”.
SousH0, la probabilité, pour un individu pŕelev́e au hasard, d’̂etre d’un groupe donńe
est la m̂eme dans les deux populations. On ne connaı̂t pas cette probabilit́e, sinon le
problème serait ŕesolu ; on peut cependant l’estimer et, toujours sousH0, la meilleure
estimation que l’on puisse en donner est la proportion des individus de ce groupe ob-
serv́ee sur l’ensemble des deuxéchantillons. C’est ainsi que l’on obtient les estimations :

Pour le groupe O p1 = 239/717≈ 0.333
Pour le groupe A p2 = 215/717≈ 0.300
Pour le groupe B p3 = 200/717≈ 0.279
Pour le groupe AB p4 = 63/717≈ 0.088

 p1 + p2 + p3 + p4 = 1

La relation p1 + p2 + p3 + p4 = 1 montre qu’en fait il suffit de trois param̀etres pour
déterminer compl̀etement le mod̀ele.
On d́eduit de l’estimation pŕećedente les effectifs théoriques de chaque classe pour un
échantillon de taille 353 d’une part et pour uńechantillon de taille 364 d’autre part.
D’où le tableau :
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Groupe O A B AB Total
1er échantillon 121 120 79 33 353

(117.7) (105.9) (98.5) (31.0)
2èmeéchantillon 118 95 121 30 364

(121.3) (109.1) (101.5) (32.0)
Total 239 215 200 63 717

Les effectifs th́eoriques sont entre parenthèses. On a, par exemple,117.7 = 0.333× 353.
Soient maintenant les variablesX1, X2, X3, X4 représentant les effectifs de classe du pre-
mieréchantillon etY1, Y2, Y3, Y4 représentant les effectifs de classe du deuxièméechantillon.
On pose :

Z =
(X1 − 117.7)2

117.7
+

(X2 − 105.9)2

105.9
+

(X3 − 98.5)2

98.5
+

(X4 − 31.0)2

31.0

+
(Y1 − 121.3)2

121.3
+

(Y2 − 109.1)2

109.1
+

(Y3 − 101.5)2

101.5
+

(Y4 − 32.0)2

32.0

Les conditions d’application du testχ2 étant satisfaites pour chaqueéchantillon, sousH0

la variableZ peutêtre consid́erée comme la somme de deux variablesχ2. L’indépendance
des deux śeries d’observations permet de considérer la variableZ comme une variable
χ2 (propriét́e d’additivit́e desχ2). On est tent́e de dire qu’il s’agit d’une variableχ2 à
2(4 − 1) = 6 degŕes de libert́e ; cependant l’estimation,̀a partir des observations, des
trois param̀etres qui d́eterminent complètement le mod̀ele probabiliste baisse le nombre
de degŕes de libert́e à 6− 3 = 3. D’oùZ ∼ χ2

3.
Les valeurśelev́ees deZ étant plus probables sousH1 que sousH0 on construit, comme
dans les exemples préćedents un test unilatéral avec domaine de rejetà droite ; c’est-̀a-
dire, au niveau 5%, l’intervalle[7.815; +∞[.
On a observ́e la valeur deZ :

z0 =
3.32

117.7
+

14.12

105.9
+

19.52

98.5
+

22

31.0
+

3.32

121.3
+

14.12

109.1
+

19.52

101.5
+

22

32.0
≈ 11.74

On peut donc conclure au rejet deH0 : les quatre groupes sanguins sont répartis diff́eremment
sur les deux populations d’où proviennent leśechantillons. La valeur observée est m̂eme
assez significative puisque, même au niveau 1%, on rejetteraitH0.

4.2 Ǵeńeralisation

On ǵeńeralise tr̀es facilement au cas dem échantillons ŕepartis enr classes. On est alors
obligé d’estimerr − 1 param̀etres.
D’où le nombre de degrés de libert́eν = m× (r − 1)− (r − 1) = (m− 1)(r − 1).
Les donńeesétant repŕesent́ees dans un tableauàm lignes etr colonnes, on peut retenir
que le nombre de degrés de libert́e dans un testχ2 d’homoǵeńeité estégal au nombre de
lignes moins un multiplíe par le nombre de colonnes moins un.
Il est bon de ŕesumer les conditions d’utilisation d’un test chi-deux d’homogéńeité :
• les classes doivent constituer un système complet d’́evénements ;
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• les observation doivent̂etre ind́ependantes dans chaque série d’observations et les
séries ind́ependantes entre elles ; chaque série d’exṕeriences doit comporter un grand
nombre d’observations ;

• les effectifs th́eoriques doivent avoir des valeurs suffisammentélev́ees.

4.3 À propos d’un cas particulier

La comparaison de 2́echantillons dont les observations sont réparties en deux classes
peut doncêtre faite, sous réserve des conditions préćedentes, par l’interḿediaire d’un
testχ2

1

Exemple 10.7On d́esire interpŕeter les ŕesultats suivants : le nombre de guérisons du
cancer de la peau áet́e de 1712 individus sur 2015 patients pour un traitementA (85%)
et de 757 individus sur 1010 patients pour un traitementB (75%).
Le testχ2 permet de tester l’hypothèseH0 : ”un individu a la même probabilit́e d’être
guéri, estiḿeeà 757+1712

2015+1010
≈ 0.8162, dans les deux traitements” contreH1 : ”les deux

traitements sont caractérisés par des probabilit́es de gúerisondiff érentes”.
On obtient, apr̀es calculs :

guérison non gúerison

Premieréchantillon Effectifs
observ́es 1712 303

2015
théoriques (1644.64) (370.36)

Deuxìemeéchantillon Effectifs
observ́es 757 253

1010
théoriques (824.36) (185.64)

2469 556 3025

Les conditions d’utilisation d’un testχ2 d’homoǵeńeité sont satisfaites.
En d́esignant parX1 etX2 les effectifs de classe du premieréchantillon et parY1 et Y2

ceux du deuxième, la variable :

Z =
(X1 − 1644.64)2

1644.64
+

(X2 − 370.36)2

370.36
+

(Y1 − 824.36)2

824.36
+

(Y2 − 185.64)2

185.64

est, sousH0, assimiĺeeà une variableχ2
1.

On a observ́e la valeur deZ, z0 = 67.362

1644.64
+ 67.362

370.36
+ 67.362

824.36
+ 67.362

185.64
≈ 44.95.

Ce ŕesultat est tr̀es significatif puisque m̂emeà un niveau<< 10−3 on rejetteraitH0.
On peut, cependant, construire une deuxième interpŕetation qui pŕesente l’avantage de
permettre de testerH0 : ”un individu a la même probabilit́e d’être gúeri avec les deux
traitements” contreH ′

1 : ”le traitementA donne une probabilit́e de gúerisonsuṕerieure
à celle du traitementB”. Cette interpŕetation s’appuie sur la comparaison des deux
proportions de gúerison.
On d́esigne parp1 la probabilité de gúerison avecA et parp2 la probabilité de gúerison
avecB, pour un individu quelconque.
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En conservant les m̂emes notations que plus haut, siX1 désigne le nombre de guérisons
susceptibles d’être obtenues sur 2015 individus traités parA, on a :X1 ∼ B(2015, p1). Si
Y1 désigne le nombre de guérisons susceptibles d’être obtenus sur 1010 individus traités
parB, on a :Y1 ∼ B(1010, p2).
Il est clair que l’on peut́ecrire, dans cet exemple :

X1

2015
∼ N

(
p1,

p1(1− p1)

2015

)
et

Y1

1010
∼ N

(
p2,

p2(1− p2)

1010

)
à cause de la convergence de la loi binomiale vers la loi normale, et,à cause de l’ind́ependance
des deux śeries d’observations :

X1

2015
− Y1

1010
∼ N

(
p1 − p2,

p1(1− p1)

2015
+
p2(1− p2)

1010

)
Donc, sousH0 : p1 = p2 = p :

X1

2015
− Y1

1010
∼ N

(
0, p(1− p)

(
1

2015
+

1

1010

))
Pour pouvoir utiliser le mod̀ele, il faut connâıtre la variance de cette loi normale. On
procède alorsà l’estimation de param̀etre p. La meilleure estimation en est, sousH0,
bien ŝur : 2469

3025
≈ 0.8162. On en d́eduit, sousH0 :

X1

2015
− Y1

1010
∼ N (0; 2.23 10−4)

Soit maintenant la variable :

U =
X1/2015− Y1/1010√

2.23 10−2
= 66.96

(
X1

2015
− Y1

1010

)
SousH0, on peut donc assimiler cette variableà une variableN (0, 1). SousH ′

1, les va-
leursélev́ees deU sont plus probables que sousH0. On construit donc un test unilatéral
avec domaine de rejetà droite, soit[1.645; +∞[ au niveau 5%.
On a observ́e la valeur deU :

u0 = 66.96

(
1712

2015
− 757

1010

)
≈ 6.704

Le traitementA est donc meilleur que le traitementB. On remarque que ce résultat est
très significatif puisque m̂emeà un niveau10−3 on rejetteraitH0.

Si on compare les deux ḿethodes, on peut d’abord vérifier, relativement aiśement que
Z = U2 (en particulier :44.95 = 6.7042 aux erreurs d’arrondi près), les conditions
d’utilisation étant par ailleurs les m̂emes.
Il s’agit donc fondamentalement du même mod̀ele probabiliste mais, dans le deuxième
cas, on utilise une variableN (0, 1) et, dans le premier cas, son carré qui est une variable
χ2

1. La deuxìeme ḿethode permet les tests unilatéraux.
On a pu remarquer, dans la deuxième ḿethode, que l’estimation du paramètrep ne joue
en fait que sur

√
p(1− p). Il est évident que l’erreur introduitéeventuellement par cette

estimation ne doit pas jouerénorḿement puisque :
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• On sait que l’estimation d’une probabilité sur un grand́echantillon est assez précise ;
• une sous-estimation dep est compenśee, dans une certaine mesure, par une sur-estimation

de1− p.
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5 Exercices

1. Soit une variable aléatoire discr̀ete associéeà une exṕerience donńee. 640 exṕerience
de ce type, identiques et indépendantes, ont donné les ŕesultats suivants :

valeur de la variable 0 1 2 3 4 5 6
Nombre d’observations 9 48 159 220 138 54 12

Peut-on accepter l’hypothèse : la variable suit une loi binomialeB
(
6, 1

2

)
2. Vous avez conçu un programme informatique géńerateur de nombre choisis au

hasard dans l’ensemble des 10 premiers entiers. Les mille premiers résultats sont
répartis comme suit :

Chiffre 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nombre d’observations 120 87 115 103 91 109 92 112 94 77

Peut-on accepter l’hypothèse que votre programme garantit l’équiprobabilit́e pour
chacun des chiffres.

3. Soit une exṕerienceε à laquelle est associée une variable aléatoireW , à valeurs
sur{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Un ensemble de 1280 expériences ind́ependantes et iden-
tiquesà ε a permis d’observer les résultats suivants :
Valeur de la var. 0 1 2 3 4 5 6 7
Nombre d’obs. 13 64 222 322 369 219 62 9

Peut-on accepter l’hypothèse : ”la variableW suit une loi binomiale” ?

4. Le étudiants pŕeparant le DEUG Sciences de la Nature et de la vieà Saint J́erôme
sont ŕepartis en deux sections, mais présentent les m̂emes examens. Malgré les
précautions prises, se pose chaque année le probl̀eme de l’́egalit́e des chances.
Pour une promotioǹa l’issue deśepreuves de la première session, on vient d’enre-
gistrer les ŕesultats suivants : pour la sectionA 104 reçus sur 175 candidats, pour
la sectionB 78 reçus sur 144 candidats. Qu’en pensez-vous ?

5. Une enqûete aét́e effectúe en milieu hospitalier pour déterminer si l’usage du tabac
favorise l’apparition du cancer broncho-pulmonaire. Cette enquête aét́e meńee de
la manìere suivante :
• les individus interroǵes sont ŕepartis en quatre catégories selon leur consomma-

tion journalìere en cigarettes :A (non fumeurs),B (de 1à 9),C (de 10à 19),
D (20 ou plus) ; il s’agit d’une consommation moyenneévalúee sur les deux
dernìeres anńees pŕećedant l’enqûete.

• un premieréchantillon est constitúe de canćereux. Unéchantillon t́emoin a en-
suiteét́e choisi parmi les accidentés, c’est-̀a-dire parmi des patients hospitalisés
pour des raisons qui n’ont rieǹa voir avec le tabac ; de plus, pouréliminer tout
autre facteur extérieur,à chaque cancéreux correspond un témoin de m̂emeâge,
de m̂eme sexe et interrogé par le m̂eme enqûeteur.
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À partir des ŕesultats ci-dessous, peut-on conclureà l’influence du tabac ?

Cat́egorie A B C D Total
Canćereux 25 66 177 334 602
Témoins 130 136 165 171 602

Total 155 202 342 505 1204
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6 Solutions

1. On veut tester l’hypoth̀eseH0 : ”la variableU suit une loiB
(
6, 1

2

)
” contre l’hy-

poth̀eseH1 : ”la variableU ne suit pas une loiB
(
6, 1

2

)
”. Il s’agit d’un test d’ajus-

tement.
SousH0, on peut́ecrire :

p1 = P(U = 0) =

(
1

2

)6

=
1

64
= P(U = 6) = p7

p2 = P(U = 1) = C1
6

(
1

2

)6

=
6

64
= P(U = 5) = p6

p3 = P(U = 2) = C2
6

(
1

2

)6

=
15

64
= P(U = 4) = p5

p4 = P(U = 3) = C3
6

(
1

2

)6

=
20

64

D’où le tableaùa 7 classes :

k : valeur de la variable 0 1 2 3 4 5 6
Effectifs th́eoriques :640P(U = k) 10 60 150 200 150 60 10

Effectifs observ́es 9 48 159 220 138 54 12

On consid̀ere l’ensemble de variables(X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7) où la variable
Xi repŕesente l’effectif de la ièmeclasse.

Soit la variableZ =
∑7

i=1
(Xi−640pi)

2

640pi

SousH0, la variableZ suit pratiquement une loi du chi-deuxà 6 degŕes de libert́e
(640 exṕeriences identiques et indépendantes, nombre d’expériences suffisamment
élev́e, effectifs th́eoriques suffisamment grand, système complet d’́evénements).
SousH1, les valeurśelev́ees deZ sont plus probables ; on construit donc un test
unilat́eral avec domaine de rejetà droite.
On a observ́e z = 1

10
+ 144

60
+ 81

150
+ 400

200
+ 144

150
+ 36

60
+ 4

10
= 7

Or P(Z < 7) ≈ 67.91% < 95%. Au niveau 5%, on accepteH0.

2. On va testerH0 : la probabilit́e d’apparition d’un chiffre donńe est,̀a chaque tirage,
égaleà 1/10 contre l’hypoth̀eseH1 : les différents chiffres,̀a chaque tirage, ne sont
paséquiprobables.
Soient(N0, N1, . . . , N9) les variables aléatoires repŕesentant le nombre d’appari-
tions de0, 1, 2, . . . , 9 sur 1000 tirages et soit la variableZ =

∑10
i=1

(Ni−100)2

100

SousH0, la variableZ suit approximativement une loi du chi-deuxà 9 degŕes
de libert́e (100 exṕeriences identiques et indépendantes, nombre d’expériences
suffisamment́elev́e, effectifs th́eoriques (100) suṕerieursà 10, syst̀eme complet
d’événements).
SousH1, Z aura tendancèa prendre des valeurs plusélev́es que sousH0 ; on
construit donc un test unilatéral avec domaine de rejetà droite.
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Au niveau 5%, le domaine d’acceptation deH0 est : [0, 16.919[ ; le domaine de
rejet deH0 est[16.919,+∞[.
On a observ́e z0 = 17.36. Au niveau 5%, on rejette l’hypothèse d’́equiprobabilit́e ;
il faut revoir le programme.

3. SoitW la variable aĺeatoire. On veut tester l’hypothèseH0 : ”la variableW suit
une loi binomiale” contre l’hypoth̀eseH1 : ”la variableW ne suit pas une loi bino-
miale”. Il s’agit d’un test non paraḿetrique d’ajustement.
Pour pouvoir effectuer le test, il faut calculer la probabilité sousH0 affect́ee à
chacun des observables. SiW ∼ B(n, p), sachant quen = 7, le calcul sera rendu
possible par l’estimation dep à partir des observations.
On estimera dans un premier temps E(W )=np parW , moyenne empirique des
observations :

n̂p = W =
1

1280
(0× 13 + 1× 64 + 3× 322 + · · ·+ 7× 9) = 3.5

D’où p̂ = 1/2

SousH0, on peut alors considérer que P(W = 0)=
(

1
2

)7
= 1

128
= P(W = 7) ; P(W =

1)=7
(

1
2

)7
= 7

128
= P(W = 6) ; P(W = 2)=21

(
1
2

)7
= 21

128
= P(W = 5) ; P(W =

3)=35
(

1
2

)7
= 35

128
= P(W = 4)

D’où le tableaùa huit classes :
Observations 13 64 222 322 369 219 62 9

Théorique 10 70 210 350 350 210 70 10
On consid̀ere l’ensemble des variables (X0, X1, X3, . . . , X6, X7), oùXi repŕesente
l’effectif possible de la ième classe et on d́efinit la variable :Z = (X0−10)2

10
+

(X1−70)2

70
+ (X2−210)2

210
+ (X3−350)2

350
+ (X4−350)2

350
+ (X5−210)2

210
+ (X6−70)2

70
+ (X7−10)2

10
Sous

H0,Z suit approximativement une loi du chi-deux (système complet d’́evénements,
1280 exṕeriences identiques et indépendantes, grand nombre d’expériences, tous
les effectifs suṕerieursà 10)à six degŕes de libert́e (8-1-1 puisqu’un param̀etre est
estiḿe).
SousH1, les valeurśelev́ees deZ sont plus probables. On construit donc, au ni-
veau 5% un test unilatéral avec domaine de rejetà droite. On a observé z = 6.77.
Puisquez < 12.592, z est dans le domaine d’acceptation deH0 ⇒W suit une loi
binomiale.

4.

Reçus Collés Total
A 104 (99.84) 71 (75.16) 175
B 78 (82.16) 66 (61.84) 144

Total 182 137 319
On d́esigne parp1 la probabilit́e de ŕeussite d’uńetudiant enA et parp2 la proba-
bilit é de ŕeussite d’uńetudiant enB.
On veut testerH0 : p1 = p2 = p contreH1 : p1 6= p2
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SousH0, la valeur communep peut être estiḿe parp̂ = 182/319 ≈ 0.5705 On
noteX1 le nombre d’́etudiants quíetaient susceptibles d’être reçus enA etX2 le
nombre d’́etudiants quíetaient susceptibles d’être colĺes enA.
De même, on noteY1 le nombre d’́etudiants quíetaient susceptibles d’être reçus en
B etY2 le nombre d’́etudiants quíetaient susceptibles d’être colĺes enB.
SousH0 : E(X1)=≈ 175p̂ ≈ 99.84 E(X2)=175(1− p̂) ≈ 75.16
et E(Y1)=≈ 144p̂ ≈ 82.16 E(Y2)=144(1− p̂) ≈ 61.84

On notera que l’ensemble{”reçu,”collé”} est un syst̀eme complet d’́evénements :
l’indépendance des résultats deśetudiants et des sections, la taille des deuxéchantillons
suṕerieursà 100 et les effectifs ”th́eoriques” largement supérieursà 10.

SousH0 et compte tenu du paragraphe préćedent, la variableZ = (X1−99.84)2

99.84
+

(X2−75.16)2

75.16
+ (Y1−82.16)2

82.16
+ (Y2−61.84)2

61.84
suit une loiχ2

4. SousH1, Z aura tendancèa
prendre des valeurs plusélev́ees que sousH0.
D’où un test unilat́eral avec domaine de rejetà droite :]3.841; +∞[ au niveau 5%
On a observ́e z ≈ 0.894. On est ameńe à accepterH0 : pas de diff́erence significa-
tive entre les deux résultats.

5. On veut testerH0 : le tabac a une influence sur l’apparition du cancer contre l’hy-
poth̀eseH1 : le tabac n’a pas d’influence.
On va appliquer le test khi-deux de Pearson appliqué à la comparaison de deux
échantillons. On d́esigne par :
• pCA et pTA, les probabilit́es pour qu’un individu choisi parmi les cancéreux, ou

parmi les accidentés, soit non fumeur.
• pCB et pTB, les probabilit́es pour qu’un individu choisi parmi les cancéreux, ou

parmi les accidentés, fume de 1̀a 9 cigarettes.
• pCC et pTC , les probabilit́es pour qu’un individu choisi parmi les cancéreux, ou

parmi les accidentés,fume de 10̀a 19 cigarettes.
• pCD et pTD, les probabilit́es pour qu’un individu choisi parmi les cancéreux, ou

parmi les accidentés, fume plus de 20 cigarettes.

SousH0 • pCA = pTA = pA que l’on peut estimer par̂pA = 155
1204

. Les deux
échantillonsétant de m̂eme taille, on en d́eduit les effectifs th́eoriques,
pourA, égauxà602p̂A = 77.5.

• pCB = pTB = pB que l’on peut estimer par̂pB = 202
1204

. D’où des effectifs
théoriques, pourB, égauxà602p̂B = 101.

• pCC = pTC = pC que l’on peut estimer par̂pC = 342
1204

. D’où des effectifs
théoriques, pourC, égauxà602p̂B = 171.

• pCD = pTD = pD que l’on peut estimer par̂pD = 505
1204

. D’où des effectifs
théoriques, pourD, égauxà602p̂B = 252.5.

SoientXA, XB, XC , XD et YA, YB, YC , YD les effectifs possibles pour les
quatre classes envisagées et les deux́echantillons.

Soit la variable :Z = (XA−77.5)2

77.5
+ (XB−101)2

101
+ (XC−171)2

171
+ (XD−252.5)2

252.5
+

(YA−77.5)2

77.5
+ (YB−101)2

101
+ (YC−171)2

171
+ (YD−252.5)2

252.5
On a un syst̀eme complet
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de classes, les résultats observables sur différents individus cancéreux ou
témoins, sont ind́ependants, leśechantillons sont grands et les effectifs théoriques
suṕerieursà 10. Dans ces conditions, on peut dire que, sousH0, Z suit ap-
proximativement une loi du khi-deux̀a 3 degŕes de libert́e (tableau de contin-
gencèa 2 lignes et 4 colonnes)

SousH1 les effectifs possibles auront tendanceà s’́eloigner des effectifs th́eorique
calcuĺes qui repŕesentent leur espérance sousH0. DoncZ aura tendancèa
prendre des valeurs plusélev́ees que sousH0.

On construit donc un test unilatéral avec domaine de rejet deH0 à droite.
Au niveau 5%, on a :
• Domaine d’acceptation deH0 : [0, 7.815[
• Domaine de rejet deH0 : [7.815,+∞[

On a observ́ez = 2 (52.5)2

77.5
+ 2 (35)2

101
+ 2 (6)2

171
+ 2 (81.5)2

252.5
≈ 148.42 On rejette doncH0.

Ce ŕesultat est m̂eme tr̀es significatif.
Le tabac a donc une influence sur l’apparition du cancer broncho-pulmonaire. La
comparaison des effectifs théoriques et observés montrent clairement qu’elle est
positive.
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Chapitre 11

Tables de valeurs nuḿeriques

Tableau 11.1 – Factorielles

n n!
3 6
4 24
5 120
6 720
7 5040
8 40320
9 362880
10 3628800
11 39916800
12 479001600
13 6227020800
14 87178291200
15 1307674368000
16 20922789888000
17 355687428096000
18 6402373705728000
19 121645100408832000
20 2432902008176640000
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Tableau 11.2 – Test du signe
Soit la variable, à valeurs entìeres, X ∼ B

(
n, 1

2

)
. La table donne, en fonc-

tion de n et du niveauα, le plus grand entierk, tel que P(X ≤ k) ≤ α
pour un test unilat́eral ou tel que2P(X ≤ k) ≤ α pour un test bilat́eral.

α (test bilat́eral) α (test bilat́eral)
0.01 0.05 0.10 0.25 0.01 0.05 0.10 0.25

α (test unilat́eral) α (test unilat́eral)
n 0.005 0.025 0.05 0.125 n 0.005 0.025 0.05 0.125
1 46 13 15 16 18
2 47 14 16 17 19
3 0 48 14 16 17 19
4 0 49 15 17 18 19
5 0 0 50 15 17 18 20
6 0 0 1 51 15 18 19 20
7 0 0 1 52 16 18 19 21
8 0 0 1 1 53 16 18 20 21
9 0 1 1 2 54 17 19 20 22
10 0 1 1 2 55 17 19 20 22
11 0 1 2 3 56 17 20 21 23
12 1 2 2 3 57 18 20 21 23
13 1 2 3 3 58 18 21 22 24
14 1 2 3 4 59 19 21 22 24
15 2 3 3 4 60 19 21 23 25
16 2 3 4 5 61 20 22 23 25
17 2 4 4 5 62 20 22 24 25
18 3 4 5 6 63 20 23 24 26
19 3 4 5 6 64 21 23 24 26
20 3 5 5 6 65 21 24 25 27
21 4 5 6 7 66 22 24 25 27
22 4 5 6 7 67 22 25 26 28
23 4 6 7 8 68 22 25 26 28
24 5 6 7 8 69 23 25 27 29
25 5 7 7 9 70 23 26 27 29
26 6 7 8 9 71 24 26 28 30
27 6 7 8 10 72 24 27 28 30
28 6 8 9 10 73 25 27 28 31
29 7 8 9 10 74 25 28 29 31
30 7 9 10 11 75 25 28 29 32
31 7 9 10 11 76 26 28 30 32
32 8 9 10 12 77 26 29 30 32
33 8 10 11 12 78 27 29 31 33
34 9 10 11 13 79 27 30 31 33
35 9 11 12 13 80 28 30 32 34
36 9 11 12 14 81 28 31 32 34
37 10 12 13 14 82 28 31 33 35
38 10 12 13 14 83 29 32 33 35
39 11 12 13 15 84 29 32 33 36
40 11 13 14 15 85 30 32 34 36
41 11 13 14 16 86 30 33 34 37
42 12 14 15 16 87 31 33 35 37
43 12 14 15 17 88 31 34 35 38
44 13 15 16 17 89 31 34 36 38
45 13 15 16 18 90 32 35 36 39

Pour de plus grandes valeurs den, utiliser l’approximation par une loi normale.
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Tableau 11.3 – Intervalle de confiance d’une probabilité (loi binomiale)
Soit la variable,̀a valeurs entìeres,X ∼ B(n, p). La table donne ou permet de calculer
en fonction den et de la valeur observéex0, les bornes, expriḿees en pour cent, de
l’intervalle de confiance dep pour un coefficient de sécurit́e de 95%.
Exemple :n = 10 etx0 = 7⇒ 34.8% ≤ p ≤ 93.3%

n
x0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 0 0.6 6.8 19.4 39.8

60.2 80.6 93.2 99.4 100
5 0 0.5 5.3 14.7 28.4 47.8

52.2 71.6 85.3 94.7 99.5 100
6 0 0.4 4.3 11.8 22.3 35.9 54.1

45.9 64.1 77.7 88.2 95.7 99.6 100
7 0 0.4 3.7 9.9 18.4 29 42.1 59

41.0 57.9 71 81.6 90.1 96.3 99.6 100
8 0 0.3 3.2 8.5 15.7 24.5 34.8 47.3 63.1

36.9 52.7 65.2 75.5 84.3 91.5 96.8 99.7 100
9 0 0.3 2.8 7.5 13.7 21.2 29.9 40.0 51.7 66.4

33.6 48.3 60 70.1 78.8 86.3 92.5 97.2 99.7 100
10 0 0.3 2.5 6.7 12.2 18.7 26.2 34.8 44.4 55.5 69.2

30.8 44.5 55.6 65.2 73.8 81.3 81.8 93.3 97.5 99.7 100
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Tableau 11.4 – Lois de Poisson
Soit la variable,̀a valeurs entìere,X ∼ P(λ). La table donne, pour différentes valeurs de
λ, les probabilit́esP(X = k).
Exemple : si λ = 0.9, P(X = 3) = 4.94% et P(X = 5) = 0.20%

k
λ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0 0.9048 0.8181 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 0.4966 0.4493 0.4066 0.3679
1 0.0905 0.1637 0.2222 0.2681 0.3033 0.3293 0.3476 0.3595 0.3659 0.3679
2 0.0045 0.0164 0.0333 0.0536 0.0758 0.0988 0.1217 0.1438 0.1647 0.1839
3 0.0002 0.0011 0.0033 0.0072 0.0126 0.0198 0.0284 0.0383 0.0494 0.0613
4 0.0001 0.0003 0.0007 0.0016 0.0030 0.0050 0.0077 0.0111 0.0153
5 0.0001 0.0002 0.0004 0.0007 0.0012 0.0020 0.0031
6 0.0001 0.0002 0.0003 0.0001
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Tableau 11.5 – Intervalle de confiance pour une espérance (loi de Poisson)
Soit la variable,̀a valeurs entìere,X ∼ P(λ). La table donne,à partir de la valeur observée
x0, les bornes de l’intervalle de confiance deλ pour un coefficient de sécurit́e de 95%.
Exemple : si x0 = 34 ⇒ 23.5 ≤ λ ≤ 47.5

x0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0.025 0.24 0.62 1.09 1.62 2.20 2.81 3.45 4.12

5.572 7.22 8.76 10.24 11.67 13.06 14.42 16.76 17.08
10 4.8 5.5 6.2 6.9 7.6 8.3 9.0 9.8 10.6 11.4

18.4 19.7 21.0 22.3 23.6 24.9 26.1 27.3 28.5 29.7
20 12.2 13.0 13.8 14.6 15.4 16.2 17.0 17.8 18.6 19.4

30.9 32.1 33.3 34.5 35.7 36.9 38.1 39.3 40.5 41.7
30 20.2 21.0 21.8 22.7 23.5 24.4 25.2 26.1 26.9 27.8

42.8 44.0 45.2 46.3 47.5 48.6 49.8 50.9 52.1 53.3
40 28.6 29.5 30.3 31.2 32.0 32.9 33.7 34.6 35.4 36.3

54.4 55.5 56.7 57.8 59.0 60.1 61.3 62.5 63.6 64.7
50 37.1 38.0 38.8 39.7 40.5 41.4 42.3 43.1 44.0 44.9

65.9 67.0 68.2 69.3 70.5 71.6 72.7 73.9 75.0 76.1
60 45.8 46.6 47.5 48.4 49.3 50.2 51.0 51.9 52.8 53.7

77.2 78.4 79.5 80.6 81.8 82.9 84.0 85.1 86.2 87.3
70 54.6 55.5 56.3 57.2 58.1 59.0 59.9 60.8 61.7 62.6

88.4 89.5 90.7 91.8 92.9 94.0 95.1 96.2 97.3 98.4
80 63.4 64.3 65.2 66.1 67.0 67.9 68.8 69.7 70.8 71.5

99.6 100.7 101.8 102.9 104.0 105.1 106.2 107.3 108.4 109.5
90 72.4 73.3 74.2 75.1 76.0 76.9 77.8 78.7 79.6 80.5

110.6 111.7 112.8 113.9 115.0 116.1 117.2 118.3 119.4 120.5
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Tableau 11.6 – Loi normale centrée ŕeduite
Soit la variable,à valeurs ŕeellesX ∼ N (0, 1), de densit́e ρ. La table donne, pour
diff érentes valeurs dex positives :

y = ρ(x) =
1√
2π
e−

x2/2 et
1

2
θ(x) =

∫ x

0

ρ(t)dt

x y 1
2θ(x) x y 1

2θ(x) x y 1
2θ(x) x y 1

2θ(x)
0 0.3989 0 0.7 0.3123 0.2580 1.45 0.1394 0.4265 2.4 0.0224 0.4918

0.05 0.3984 0.0199 0.75 0.3011 0.2734 1.5 0.1295 0.4332 2.5 0.0175 0.4938
0.1 0.3970 0.0398 0.8 0.2897 0.2881 1.55 0.1200 0.4394 2.6 0.0136 0.4953
0.15 0.3945 0.0596 0.85 0.2780 0.3023 1.6 0.1109 0.4452 2.7 0.0104 0.4965
0.2 0.3910 0.0793 0.9 0.2661 0.3159 1.65 0.1023 0.4505 2.8 0.0079 0.4974
0.25 0.3867 0.0987 0.95 0.2541 0.3289 1.7 0.0940 0.4554 2.9 0.0060 0.4981
0.3 0.3814 0.1179 1 0.2420 0.3413 1.75 0.0863 0.4599 3 0.0044 0.49865
0.35 0.3752 0.1368 1.05 0.2299 0.3531 1.8 0.0790 0.4641 3.2 0.0024 0.49931
0.4 0.3683 0.1554 1.1 0.2179 0.3643 1.85 0.0721 0.4678 3.4 0.0012 0.49966
0.45 0.3605 0.1736 1.15 0.2059 0.3749 1.9 0.0656 0.4713 3.6 0.0006 0.499841
0.5 0.3521 0.1915 1.2 0.1942 0.3849 1.95 0.0596 0.4744 3.8 0.0003 0.499928
0.55 0.3429 0.2088 1.25 0.1826 0.3944 2 0.0540 0.4772 4 0.0001 0.499928
0.6 0.3332 0.2257 1.3 0.1714 0.4032 2.1 0.0440 0.4821 4.5 0.499997
0.65 0.3230 0.2422 1.35 0.1604 0.4115 2.2 0.0355 0.4861

0.6745 0.2500 1.4 0.1497 0.4192 2.3 0.0283 0.4893
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Tableau 11.7 – Loi normale centrée ŕeduite
Soit la variable,à valeurs ŕeelles,X ∼ N (0, 1), de densit́e ρ. La table donne, pour
diff érentes valeurs deu positives :

F (u) = P(X < u) =

∫ u

−∞
ρ(x)dx

Exemple :F (1.35) = P(X < 1.35) = 0.9115 = 0.5 + 1
2
θ(1.35) (voir table11.6)

u 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586
0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490
0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891
1.0 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91308 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 0.91924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327
1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670
2.0 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169
2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574
2.2 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899
2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158
2.4 0.99180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361
2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520
2.6 0.99534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.99720 0.99728 0.99736
2.8 0.99744 0.99752 0.99760 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807
2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861
3.0 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.99900
3.1 0.99903 0.99906 0.99910 0.99913 0.99916 0.99918 0.99921 0.99924 0.99926 0.99929
3.2 0.99931 0.99934 0.99936 0.99938 0.99940 0.99942 0.99944 0.99946 0.99948 0.99950
3.3 0.99952 0.99953 0.99955 0.99957 0.99958 0.99960 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965
3.4 0.99966 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976
3.5 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.99980 0.99981 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983
3.6 0.99984 0.99985 0.99985 0.99986 0.99986 0.99987 0.99987 0.99988 0.99988 0.99989
3.7 0.99989 0.99990 0.99990 0.99990 0.99991 0.99991 0.99992 0.99992 0.99992 0.99992
3.8 0.99993 0.99993 0.99993 0.99994 0.99994 0.99994 0.99994 0.99995 0.99995 0.99995
3.9 0.99995 0.99995 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99996 0.99997 0.99997

Pouru < 0, on aP(X < u) = 1− F (−u)
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Tableau 11.8 – Loi normale centrée ŕeduite
Soit la variable,̀a valeurs ŕeelles,X ∼ N (0, 1), de densit́eρ. Si u est un nombre positif,
et si on pose :

α = P(|X| ≥ u) = 2(1− F (u))

la table donneu pour différentes valeurs deα.
Exemple :

α = P(|X| ≥ 1.2) ≈ 0.23

= 2(1− F (1.2)) (voir table11.6)

= 1− θ(1.2) (voir table11.7)

u α× 100 u α× 100 u α× 100
0.00 0.00 1.50 86.64 3.00 99.730
0.05 3.99 1.55 87.89 3.05 99.771
0.10 7.97 1.60 89.04 3.10 99.806
0.15 11.92 1.65 90.11 3.15 99.837
0.20 15.85 1.70 91.09 3.20 99.863
0.25 19.74 1.75 91.99 3.25 99.885
0.30 23.58 1.80 92.81 3.30 99.903
0.35 27.37 1.85 93.57 3.35 99.919
0.40 31.08 1.90 94.26 3.40 99.933
0.45 34.73 1.95 94.88 3.45 99.944
0.50 38.29 2.00 95.45 3.50 99.953
0.55 41.77 2.05 95.96 3.55 99.961
0.60 45.15 2.10 96.43 3.60 99.968
0.65 48.43 2.15 96.84 3.65 99.974
0.70 51.61 2.20 97.22 3.70 99.978
0.75 54.67 2.25 97.56 3.75 99.982
0.80 57.63 2.30 97.86 3.80 99.986
0.85 60.47 2.35 98.12 3.85 99.988
0.90 63.19 2.40 98.36 3.90 99.990
0.95 65.79 2.45 98.57 3.95 99.992
1.00 68.27 2.50 98.76 4.00 99.9937
1.05 70.63 2.55 98.92 4.05 99.9949
1.10 72.87 2.60 99.07 4.10 99.9959
1.15 74.99 2.65 99.20 4.15 99.9967
1.20 76.99 2.70 99.31 4.20 99.9973
1.25 78.87 2.75 99.40 4.25 99.9979
1.30 80.64 2.80 99.49 4.30 99.9983
1.35 82.30 2.85 99.56 4.35 99.9986
1.40 83.85 2.90 99.63 4.40 99.9989
1.45 85.29 2.95 99.68 4.45 99.9991
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Tableau 11.9 – Lois de Student
Soit T une variable de Studentà ν degŕes de libert́e, de densit́e ρ. Si u est un nombre
positif et si on pose :

F (u) = P(T < u) = P

la table donneu pour différentes valeurs deν et deP .

ν
P 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995
1 0.1584 0.3249 0.5095 0.7265 1.0000 1.3764 1.9626 3.0777 6.3137 12.7062 31.8210 63.6559
2 0.1421 0.2887 0.4447 0.6172 0.8165 1.0607 1.3862 1.8856 2.9200 4.3027 6.9645 9.9250
3 0.1366 0.2767 0.4242 0.5844 0.7649 0.9785 1.2498 1.6377 2.3534 3.1824 4.5407 5.8408
4 0.1338 0.2707 0.4142 0.5686 0.7407 0.9410 1.1896 1.5332 2.1318 2.7765 3.7469 4.6041
5 0.1322 0.2672 0.4082 0.5594 0.7267 0.9195 1.1558 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4.0321
6 0.1311 0.2648 0.4043 0.5534 0.7176 0.9057 1.1342 1.4398 1.9432 2.4469 3.1427 3.7074
7 0.1303 0.2632 0.4015 0.5491 0.7111 0.8960 1.1192 1.4149 1.8946 2.3646 2.9979 3.4995
8 0.1297 0.2619 0.3995 0.5459 0.7064 0.8889 1.1081 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554
9 0.1293 0.2610 0.3979 0.5435 0.7027 0.8834 1.0997 1.3830 1.8331 2.2622 2.8214 3.2498
10 0.1289 0.2602 0.3966 0.5415 0.6998 0.8791 1.0931 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693
11 0.1286 0.2596 0.3956 0.5399 0.6974 0.8755 1.0877 1.3634 1.7959 2.2010 2.7181 3.1058
12 0.1283 0.2590 0.3947 0.5386 0.6955 0.8726 1.0832 1.3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545
13 0.1281 0.2586 0.3940 0.5375 0.6938 0.8702 1.0795 1.3502 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123
14 0.1280 0.2582 0.3933 0.5366 0.6924 0.8681 1.0763 1.3450 1.7613 2.1448 2.6245 2.9768
15 0.1278 0.2579 0.3928 0.5357 0.6912 0.8662 1.0735 1.3406 1.7531 2.1315 2.6025 2.9467
16 0.1277 0.2576 0.3923 0.5350 0.6901 0.8647 1.0711 1.3368 1.7459 2.1199 2.5835 2.9208
17 0.1276 0.2573 0.3919 0.5344 0.6892 0.8633 1.0690 1.3334 1.7396 2.1098 2.5669 2.8982
18 0.1274 0.2571 0.3915 0.5338 0.6884 0.8620 1.0672 1.3304 1.7341 2.1009 2.5524 2.8784
19 0.1274 0.2569 0.3912 0.5333 0.6876 0.8610 1.0655 1.3277 1.7291 2.0930 2.5395 2.8609
20 0.1273 0.2567 0.3909 0.5329 0.6870 0.8600 1.0640 1.3253 1.7247 2.0860 2.5280 2.8453
21 0.1272 0.2566 0.3906 0.5325 0.6864 0.8591 1.0627 1.3232 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314
22 0.1271 0.2564 0.3904 0.5321 0.6858 0.8583 1.0614 1.3212 1.7171 2.0739 2.5083 2.8188
23 0.1271 0.2563 0.3902 0.5317 0.6853 0.8575 1.0603 1.3195 1.7139 2.0687 2.4999 2.8073
24 0.1270 0.2562 0.3900 0.5314 0.6848 0.8569 1.0593 1.3178 1.7109 2.0639 2.4922 2.7970
25 0.1269 0.2561 0.3898 0.5312 0.6844 0.8562 1.0584 1.3163 1.7081 2.0595 2.4851 2.7874
26 0.1269 0.2560 0.3896 0.5309 0.6840 0.8557 1.0575 1.3150 1.7056 2.0555 2.4786 2.7787
27 0.1268 0.2559 0.3894 0.5306 0.6837 0.8551 1.0567 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707
28 0.1268 0.2558 0.3893 0.5304 0.6834 0.8546 1.0560 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633
29 0.1268 0.2557 0.3892 0.5302 0.6830 0.8542 1.0553 1.3114 1.6991 2.0452 2.4620 2.7564
30 0.1267 0.2556 0.3890 0.5300 0.6828 0.8538 1.0547 1.3104 1.6973 2.0423 2.4573 2.7500
40 0.1265 0.2550 0.3881 0.5286 0.6807 0.8507 1.0500 1.3031 1.6839 2.0211 2.4233 2.7045
50 0.1263 0.2547 0.3875 0.5278 0.6794 0.8489 1.0473 1.2987 1.6759 2.0086 2.4033 2.6778
60 0.1262 0.2545 0.3872 0.5272 0.6786 0.8477 1.0455 1.2958 1.6706 2.0003 2.3901 2.6603
70 0.1261 0.2543 0.3869 0.5268 0.6780 0.8468 1.0442 1.2938 1.6669 1.9944 2.3808 2.6479
80 0.1261 0.2542 0.3867 0.5265 0.6776 0.8461 1.0432 1.2922 1.6641 1.9901 2.3739 2.6387
90 0.1260 0.2541 0.3866 0.5263 0.6772 0.8456 1.0424 1.2910 1.6620 1.9867 2.3685 2.6316
100 0.1260 0.2540 0.3864 0.5261 0.6770 0.8452 1.0418 1.2901 1.6602 1.9840 2.3642 2.6259
200 0.1258 0.2537 0.3859 0.5252 0.6757 0.8434 1.0391 1.2858 1.6525 1.9719 2.3451 2.6006
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Tableau 11.10 – Lois du chi-deux
Si ν est le nombre de degrés de libert́e d’une variableχ2 de densit́eρ, siu est un nombre
positif et si on pose :

F (u) = P(T < u) = P

la table donneu pour différentes valeurs deν et deP .

ν
P 0.01 0.025 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 0.975 0.99
1 0.00 0.00 0.00 0.01 0.06 0.14 0.27 0.45 0.70 1.07 1.64 2.70 3.84 5.02 6.63
2 0.02 0.05 0.10 0.21 0.44 0.71 1.02 1.38 1.83 2.40 3.21 4.60 5.99 7.37 9.21
3 0.11 0.21 0.35 0.58 1.00 1.42 1.86 2.36 2.94 3.66 4.64 6.25 7.81 9.34 11.34
4 0.29 0.48 0.71 1.06 1.64 2.19 2.75 3.35 4.04 4.87 5.98 7.77 9.48 11.14 13.27
5 0.55 0.83 1.14 1.61 2.34 2.99 3.65 4.35 5.13 6.06 7.28 9.23 11.07 12.83 15.08
6 0.87 1.23 1.63 2.20 3.07 3.82 4.57 5.34 6.21 7.23 8.55 10.64 12.59 14.44 16.81
7 1.23 1.68 2.16 2.83 3.82 4.67 5.49 6.34 7.28 8.38 9.80 12.01 14.06 16.01 18.47
8 1.64 2.17 2.73 3.48 4.59 5.52 6.42 7.34 8.35 9.52 11.03 13.36 15.50 17.53 20.09
9 2.08 2.70 3.32 4.16 5.38 6.39 7.35 8.34 9.41 10.65 12.24 14.68 16.91 19.02 21.66
10 2.55 3.24 3.94 4.86 6.17 7.26 8.29 9.34 10.47 11.78 13.44 15.98 18.30 20.48 23.20
11 3.05 3.81 4.57 5.57 6.98 8.14 9.23 10.34 11.52 12.89 14.63 17.27 19.67 21.92 24.72
12 3.57 4.40 5.22 6.30 7.80 9.03 10.18 11.34 12.58 14.01 15.81 18.54 21.02 23.33 26.21
13 4.10 5.00 5.89 7.04 8.63 9.92 11.12 12.33 13.63 15.11 16.98 19.81 22.36 24.73 27.68
14 4.66 5.62 6.57 7.78 9.46 10.82 12.07 13.33 14.68 16.22 18.15 21.06 23.68 26.11 29.14
15 5.22 6.26 7.26 8.54 10.30 11.72 13.02 14.33 15.73 17.32 19.31 22.30 24.99 27.48 30.57
16 5.81 6.90 7.96 9.31 11.15 12.62 13.98 15.33 16.77 18.41 20.46 23.54 26.29 28.84 31.99
17 6.40 7.56 8.67 10.08 12.00 13.53 14.93 16.33 17.82 19.51 21.61 24.76 27.58 30.19 33.40
18 7.01 8.23 9.39 10.86 12.85 14.43 15.89 17.33 18.86 20.60 22.75 25.98 28.86 31.52 34.80
19 7.63 8.90 10.11 11.65 13.71 15.35 16.85 18.33 19.91 21.68 23.90 27.20 30.14 32.85 36.19
20 8.26 9.59 10.85 12.44 14.57 16.26 17.80 19.33 20.95 22.77 25.03 28.41 31.41 34.16 37.56
21 8.89 10.28 11.59 13.23 15.44 17.18 18.76 20.33 21.99 23.85 26.17 29.61 32.67 35.47 38.93
22 9.54 10.98 12.33 14.04 16.31 18.10 19.72 21.33 23.03 24.93 27.30 30.81 33.92 36.78 40.28
23 10.19 11.68 13.09 14.84 17.18 19.02 20.69 22.33 24.06 26.01 28.42 32.00 35.17 38.07 41.63
24 10.85 12.40 13.84 15.65 18.06 19.94 21.65 23.33 25.10 27.09 29.55 33.19 36.41 39.36 42.97
25 11.52 13.11 14.61 16.47 18.93 20.86 22.61 24.33 26.14 28.17 30.67 34.38 37.65 40.64 44.31
26 12.19 13.84 15.37 17.29 19.82 21.79 23.57 25.33 27.17 29.24 31.79 35.56 38.88 41.92 45.64
27 12.87 14.57 16.15 18.11 20.70 22.71 24.54 26.33 28.21 30.31 32.91 36.74 40.11 43.19 46.96
28 13.56 15.30 16.92 18.93 21.58 23.64 25.50 27.33 29.24 31.39 34.02 37.91 41.33 44.46 48.27
29 14.25 16.04 17.70 19.76 22.47 24.57 26.47 28.33 30.28 32.46 35.13 39.08 42.55 45.72 49.58
30 14.95 16.79 18.49 20.59 23.36 25.50 27.44 29.33 31.31 33.53 36.25 40.25 43.77 46.97 50.89
31 15.65 17.53 19.28 21.43 24.25 26.43 28.40 30.33 32.34 34.59 37.35 41.42 44.98 48.23 52.19
32 16.36 18.29 20.07 22.27 25.14 27.37 29.37 31.33 33.38 35.66 38.46 42.58 46.19 49.48 53.48
33 17.07 19.04 20.86 23.11 26.04 28.30 30.34 32.33 34.41 36.73 39.57 43.74 47.39 50.72 54.77
34 17.78 19.80 21.66 23.95 26.93 29.24 31.31 33.33 35.44 37.79 40.67 44.90 48.60 51.96 56.06
35 18.50 20.56 22.46 24.79 27.83 30.17 32.28 34.33 36.47 38.85 41.77 46.05 49.80 53.20 57.34
36 19.23 21.33 23.26 25.64 28.73 31.11 33.25 35.33 37.50 39.92 42.87 47.21 50.99 54.43 58.61
37 19.96 22.10 24.07 26.49 29.63 32.05 34.22 36.33 38.53 40.98 43.97 48.36 52.19 55.66 59.89
38 20.69 22.87 24.88 27.34 30.53 32.99 35.19 37.33 39.56 42.04 45.07 49.51 53.38 56.89 61.16
39 21.42 23.65 25.69 28.19 31.44 33.93 36.16 38.33 40.59 43.10 46.17 50.65 54.57 58.12 62.42
40 22.16 24.43 26.50 29.05 32.34 34.87 37.13 39.33 41.62 44.16 47.26 51.80 55.75 59.34 63.69
41 22.90 25.21 27.32 29.90 33.25 35.81 38.10 40.33 42.65 45.22 48.36 52.94 56.94 60.56 64.95
42 23.65 25.99 28.14 30.76 34.15 36.75 39.07 41.33 43.67 46.28 49.45 54.09 58.12 61.77 66.20
43 24.39 26.78 28.96 31.62 35.06 37.69 40.04 42.33 44.70 47.33 50.54 55.23 59.30 62.99 67.45
44 25.14 27.57 29.78 32.48 35.97 38.64 41.02 43.33 45.73 48.39 51.63 56.36 60.48 64.20 68.70
45 25.90 28.36 30.61 33.35 36.88 39.58 41.99 44.33 46.76 49.45 52.72 57.50 61.65 65.41 69.95
46 26.65 29.16 31.43 34.21 37.79 40.52 42.96 45.33 47.78 50.50 53.81 58.64 62.82 66.61 71.20
47 27.41 29.95 32.26 35.08 38.70 41.47 43.94 46.33 48.81 51.56 54.90 59.77 64.00 67.82 72.44
48 28.17 30.75 33.09 35.94 39.62 42.42 44.91 47.33 49.84 52.61 55.99 60.90 65.17 69.02 73.68
49 28.94 31.55 33.93 36.81 40.53 43.36 45.88 48.33 50.86 53.66 57.07 62.03 66.33 70.22 74.91
50 29.70 32.35 34.76 37.68 41.44 44.31 46.86 49.33 51.89 54.72 58.16 63.16 67.50 71.42 76.15
60 37.48 40.48 43.18 46.45 50.64 53.80 56.62 59.33 62.13 65.22 68.97 74.39 79.08 83.29 88.37
70 45.44 48.75 51.73 55.32 59.89 63.34 66.39 69.33 72.35 75.68 79.71 85.52 90.53 95.02 100.42
80 53.54 57.15 60.39 64.27 69.20 72.91 76.18 79.33 82.56 86.11 90.40 96.57 101.87 106.62 112.32
90 61.75 65.64 69.12 73.29 78.55 82.51 85.99 89.33 92.76 96.52 101.05 107.56 113.14 118.13 124.11
100 70.06 74.22 77.92 82.35 87.94 92.12 95.80 99.33 102.94 106.90 111.66 118.49 124.34 129.56 135.80
200 156.43 162.72 168.27 174.83 183.00 189.04 194.31 199.33 204.43 209.98 216.60 226.02 233.99 241.05 249.44
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Tableau 11.11 – Lois de Fisher-Snedecor
Soit F une variable dont la loi est celle de Fisher Snedecor,à ν1 et
ν2 degŕes de libert́e, de densit́e ρ. La table donne, pour divers couples
(ν1, ν2) les valeurs u pour lesquellesP(F < u) = G(u) = 0.95

ν2
ν1 1 2 3 4 5 6 8 12 24 >25

1 161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 238.9 243.9 249.0 254.3
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.37 19.41 19.45 19.50
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.84 8.74 8.64 8.53
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.04 5.91 5.77 5.63
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.82 4.68 4.53 4.36

6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.15 4.00 3.84 3.67
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.73 3.57 3.41 3.23
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.44 3.28 3.12 2.93
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.23 3.07 2.90 2.71
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.07 2.91 2.74 2.54

11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 2.95 2.79 2.61 2.40
12 4.75 3.88 3.49 3.26 3.11 3.00 2.85 2.69 2.50 2.30
13 4.67 3.80 3.41 3.18 3.02 2.92 2.77 2.60 2.42 2.21
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.70 2.53 2.35 2.13
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.64 2.48 2.29 2.07

16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.59 2.42 2.24 2.01
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.55 2.38 2.19 1.96
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.51 2.34 2.15 1.92
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.48 2.31 2.11 1.88
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.45 2.28 2.08 1.84

21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.42 2.25 2.05 1.81
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.40 2.23 2.03 1.78
23 4.28 3.42 3.03 2.08 2.64 2.53 2.38 2.20 2.00 1.76
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.36 2.18 1.98 1.73
25 4.24 3.38 2.99 2.76 2.60 2.49 2.34 2.16 1.96 1.71

26 4.22 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.32 2.15 1.95 1.69
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.30 2.13 1.93 1.67
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.44 2.29 2.12 1.91 1.65
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.54 2.43 2.28 2.10 1.90 1.64
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.27 2.09 1.89 1.62

40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.18 2.00 1.79 1.51
60 4.00 3.15 2.76 2.52 2.37 2.25 2.10 1.92 1.70 1.39
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.17 2.02 1.83 1.61 1.25
>120 3.84 2.99 2.60 2.37 2.21 2.10 1.94 1.75 1.52 1.00
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Tableau 11.12 – Lois de Fisher-Snedecor
SoitF une variable dont la loi de Fisher Snedecor,àν1 etν2 degŕes de libert́e, de densit́e
ρ. La table donne, pour divers couples(ν1, ν2) les valeursu pour lesquellesP(F < u) =
G(u) = 0.99

ν2
ν1 1 2 3 4 5 6 8 12 24 >25

1 4052. 4999. 5403. 5625. 5764. 5859. 5982. 6106. 6234. 6366.
2 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.37 99.42 99.46 99.50
3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.49 27.05 26.60 26.12
4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.80 14.37 13.93 13.46
5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.29 9.89 9.47 9.02

6 13.74 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.10 7.72 7.31 6.88
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.84 6.47 6.07 5.65
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.03 5.67 5.28 4.86
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.47 5.11 4.73 4.31
10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.06 4.71 4.33 3.91

11 9.65 7.20 6.22 5.67 5.32 5.07 4.74 4.40 4.02 3.60
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.50 4.16 3.78 3.36
13 9.07 6.70 5.74 5.20 4.86 4.62 4.30 3.96 3.59 3.16
14 8.86 6.51 5.56 5.03 4.69 4.46 4.14 3.80 3.43 3.00
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.00 3.67 3.29 2.87

16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 3.89 3.55 3.18 2.75
17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.79 3.45 3.08 2.65
18 8.28 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.71 3.37 3.00 2.57
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.63 3.30 2.92 2.49
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.56 3.23 2.86 2.42

21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.51 3.17 2.80 2.36
22 7.94 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.45 3.12 2.75 2.31
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.41 3.07 2.70 2.26
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.36 3.03 2.66 2.21
25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.86 3.63 3.32 2.99 2.62 2.17

26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.29 2.96 2.58 2.13
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.26 2.93 2.55 2.10
28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.23 2.90 2.52 2.06
29 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.20 2.87 2.49 2.03
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.17 2.84 2.47 2.01

40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 2.99 2.66 2.29 1.80
60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.82 2.50 2.12 1.60
120 6.85 4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.66 2.34 1.95 1.38
>120 6.64 4.60 3.78 3.32 3.02 2.80 2.51 2.18 1.79 1.00
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Tableau 11.13 – Valeurs critiques du test de Mann-Whitney
n1 est l’effectif du plus petit des deux́echantillons. Quand la valeur observée deU est
égale ou inf́erieureà la valeur donńee dans la table,H0 peut être rejet́e au niveau de
signification choisi.

Seuil de significatioǹa 0.001 pour un test unilatéral
Seuil de significatioǹa 0.002 pour un test bilatéral

n1
n2 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1
2
3 0 0 0 0
4 0 0 0 1 1 1 2 2 3 3 3
5 1 1 2 2 3 3 4 5 5 6 7 7
6 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10 11 12
7 3 5 6 7 8 9 10 11 13 14 15 16
8 5 6 8 9 11 12 14 15 17 18 20 21
9 7 8 10 12 14 15 17 19 21 23 25 26
10 8 10 12 14 17 19 21 23 25 27 29 32
11 10 12 15 17 20 22 24 27 29 32 34 37
12 12 14 17 20 23 25 28 31 34 37 40 42
13 14 17 20 23 26 29 32 35 38 42 45 48
14 15 19 22 25 29 32 36 39 43 46 50 54
15 17 21 24 28 32 36 40 43 47 51 55 59
16 19 23 27 31 35 39 43 48 52 56 60 65
17 21 25 29 34 38 43 47 52 57 61 66 70
18 23 27 32 37 42 46 51 56 61 66 71 76
19 25 29 34 40 45 50 55 60 66 71 77 82
20 26 32 37 42 48 54 59 65 70 76 82 88

Seuil de significatioǹa 0.01 pour un test unilatéral
Seuil de significatioǹa 0.02 pour un test bilatéral

n1
n2 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1
2 0 0 0 0 0 0 1 1
3 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 4 5
4 3 3 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10
5 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
6 7 8 9 11 12 13 15 16 18 19 20 22
7 9 11 12 14 16 17 19 21 23 24 26 28
8 11 13 15 17 20 22 24 26 28 30 32 34
9 14 16 18 21 23 26 28 31 33 36 38 40
10 16 19 22 24 27 30 33 36 38 41 44 47
11 18 22 25 28 31 34 37 41 44 47 50 53
12 21 24 28 31 35 38 42 46 49 53 56 60
13 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67
14 26 30 34 38 43 47 51 56 60 65 69 73
15 28 33 37 42 47 51 56 61 66 70 75 80
16 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 82 87
17 33 38 44 49 55 60 66 71 77 82 88 93
18 36 41 47 53 59 65 70 76 82 88 94 100
19 38 44 50 56 63 69 75 82 88 94 101 107
20 40 47 53 60 67 73 80 87 93 100 107 114

Seuil de significatioǹa 0.025 pour un test unilatéral
Seuil de significatioǹa 0.05 pour un test bilatéral

n1
n2 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1
2 0 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2
3 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8
4 4 5 6 7 8 9 10 11 11 12 13 13
5 7 8 9 11 12 13 14 15 17 18 19 20
6 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 27
7 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
8 15 17 19 22 24 26 29 31 34 36 38 41
9 17 20 23 26 28 31 34 37 39 42 45 48
10 20 23 26 29 33 36 39 42 45 48 52 55
11 23 26 30 33 37 40 44 47 51 55 58 62
12 26 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69
13 28 33 37 41 45 50 54 59 63 67 72 76
14 31 36 40 45 50 55 59 64 67 74 78 83
15 34 39 44 49 54 59 64 70 75 80 85 90
16 37 42 47 53 59 64 70 75 81 86 92 98
17 39 45 51 57 63 67 75 81 87 93 99 105
18 42 48 55 61 67 74 80 86 93 99 106 112
19 45 52 58 65 72 78 85 92 99 106 113 119
20 48 55 62 69 76 83 90 98 105 112 119 127

Seuil de significatioǹa 0.05 pour un test unilatéral
Seuil de significatioǹa 0.1 pour un test bilatéral

n1
n2 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 0 0
2 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4
3 3 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10 11
4 6 7 8 9 10 11 12 14 15 16 17 18
5 9 11 12 13 15 16 18 19 20 22 23 25
6 12 14 16 17 19 21 23 25 26 28 30 32
7 15 17 19 21 24 26 28 30 33 35 37 39
8 18 20 23 26 28 31 33 36 39 41 44 47
9 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54
10 24 27 31 34 37 41 44 48 51 55 58 62
11 27 31 34 38 42 46 50 54 57 61 65 69
12 30 34 38 42 47 51 55 60 64 68 72 77
13 33 37 42 47 51 56 61 65 70 75 80 84
14 36 41 46 51 56 61 66 71 77 82 87 92
15 39 44 50 55 61 66 72 77 83 88 94 100
16 42 48 54 60 65 71 77 83 89 95 101 107
17 45 51 57 64 70 77 83 89 96 102 109 115
18 48 55 61 68 75 82 88 95 102 109 116 123
19 51 58 65 72 80 87 94 101 109 116 123 130
20 54 62 69 77 84 92 100 107 115 123 130 138
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Tableau 11.14 – Valeur critique du test du nombre de paires au seuil de 5%

Valeurs inf́erieures

n1
n2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3
4 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4
5 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5
6 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6
7 2 2 3 3 3 4 4 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6
8 2 3 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 6 6 7 7 7 7
9 2 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8
10 2 3 3 4 5 5 5 6 6 7 7 7 7 8 8 8 8 9
11 2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7 8 8 8 9 9 9 9
12 2 2 3 4 4 5 6 6 7 7 7 8 8 8 9 9 9 10 10
13 2 2 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 10
14 2 2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 11 11
15 2 3 3 4 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 11 11 11 12
16 2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12
17 2 3 4 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12 13
18 2 3 4 5 5 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13
19 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 11 12 12 13 13 13
20 2 3 4 5 6 6 7 8 9 9 10 10 11 12 12 13 13 13 14

Valeurs suṕerieures

n1
n2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2
3
4 9 9
5 9 10 10 11 11
6 9 10 11 12 12 13 13 13 13
7 11 12 13 13 14 14 14 14 15 15 15
8 11 12 13 14 14 15 15 16 16 16 16 17 17 17 17 17
9 13 14 14 15 16 16 16 17 17 18 18 18 18 18 18
10 13 14 15 16 16 17 17 18 18 18 19 19 19 20 20
11 13 14 15 16 17 17 18 19 19 19 20 20 20 21 21
12 13 14 16 16 17 18 19 19 20 20 21 21 21 22 22
13 15 16 17 18 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23
14 15 16 17 18 19 20 20 21 22 22 23 23 23 24
15 15 16 18 18 19 20 21 22 22 23 23 24 24 25
16 17 18 19 20 21 21 22 23 23 24 25 25 25
17 17 18 19 20 21 22 23 23 24 25 25 26 26
18 17 18 19 20 21 22 23 24 25 25 26 26 27
19 17 18 20 21 22 23 23 24 25 26 26 27 27
20 17 18 20 21 22 23 24 25 25 26 27 27 28
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Tableau 11.15 – Probabilités associées aux valeurs aussi extrêmes que les valeurs de U
observ́ees du test de Mann-Whitney

La taille des deux́echantillons ne peut̂etre suṕerieureà 8.

n2 = 3

U
n1 1 2 3
0 0.25 0.1 0.05
1 0.50 0.2 0.10
2 0.75 0.4 0.20
3 0.60 0.35
4 0.50
5 0.65

n2 = 4

U
n1 1 2 3 4
0 0.200 0.067 0.028 0.014
1 0.400 0.133 0.057 0.029
2 0.600 0.267 0.114 0.057
3 0.400 0.200 0.100
4 0.600 0.314 0.171
5 0.429 0.243
6 0.571 0.343
7 0.443
8 0.557

n2 = 5

U
n1 1 2 3 4 5
0 0.167 0.047 0.018 0.008 0.004
1 0.333 0.095 0.036 0.016 0.008
2 0.500 0.190 0.071 0.032 0.016
3 0.667 0.286 0.125 0.056 0.028
4 0.429 0.196 0.095 0.048
5 0.571 0.286 0.143 0.075
6 0.393 0.206 0.111
7 0.500 0.278 0.155
8 0.607 0.365 0.210
9 0.452 0.274
10 0.548 0.345
11 0.421
12 0.500
13 0.579

n2 = 6

U
n1 1 2 3 4 5 6
0 0.143 0.036 0.012 0.005 0.002 0.001
1 0.286 0.071 0.024 0.010 0.004 0.002
2 0.428 0.143 0.048 0.019 0.009 0.004
3 0.571 0.214 0.083 0.033 0.015 0.008
4 0.321 0.131 0.057 0.026 0.013
5 0.429 0.190 0.086 0.041 0.021
6 0.571 0.274 0.129 0.063 0.032
7 0.357 0.176 0.089 0.047
8 0.452 0.238 0.123 0.066
9 0.548 0.305 0.165 0.090
10 0.381 0.214 0.120
11 0.457 0.268 0.155
12 0.545 0.331 0.197
13 0.396 0.242
14 0.465 0.294
15 0.535 0.350
16 0.409
17 0.469
18 0.531

n2 = 7

U
n1 1 2 3 4 5 6 7
0 0.125 0.028 0.008 0.003 0.001 0.001 0.000
1 0.250 0.056 0.017 0.006 0.003 0.001 0.001
2 0.375 0.111 0.033 0.012 0.005 0.002 0.001
3 0.500 0.167 0.058 0.021 0.009 0.004 0.002
4 0.625 0.250 0.092 0.036 0.015 0.007 0.003
5 0.333 0.133 0.055 0.024 0.011 0.006
6 0.444 0.192 0.082 0.037 0.017 0.009
7 0.556 0.258 0.115 0.053 0.026 0.013
8 0.333 0.158 0.074 0.037 0.019
9 0.417 0.206 0.101 0.051 0.027
10 0.500 0.264 0.134 0.069 0.036
11 0.583 0.324 0.172 0.090 0.049
12 0.394 0.216 0.117 0.064
13 0.464 0.265 0.147 0.082
14 0.538 0.319 0.183 0.104
15 0.378 0.223 0.130
16 0.438 0.267 0.159
17 0.500 0.314 0.191
18 0.562 0.365 0.228
19 0.418 0.267
20 0.473 0.310
21 0.527 0.355
22 0.402
23 0.451
24 0.500
25 0.549

n2 = 8

U
n1 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0.111 0.022 0.006 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.222 0.044 0.012 0.004 0.002 0.001 0.000 0.000
2 0.333 0.089 0.024 0.008 0.003 0.001 0.001 0.000
3 0.444 0.133 0.042 0.014 0.005 0.002 0.001 0.001
4 0.556 0.200 0.067 0.024 0.009 0.004 0.002 0.001
5 0.267 0.097 0.036 0.015 0.006 0.003 0.001
6 0.356 0.139 0.055 0.023 0.010 0.005 0.002
7 0.444 0.188 0.077 0.033 0.015 0.007 0.003
8 0.556 0.248 0.107 0.047 0.021 0.010 0.005
9 0.315 0.141 0.064 0.030 0.014 0.007
10 0.387 0.184 0.085 0.041 0.020 0.010
11 0.461 0.230 0.111 0.054 0.027 0.014
12 0.539 0.285 0.142 0.071 0.036 0.019
13 0.341 0.177 0.091 0.047 0.025
14 0.404 0.217 0.114 0.060 0.032
15 0.467 0.262 0.141 0.076 0.041
16 0.533 0.311 0.172 0.095 0.052
17 0.362 0.207 0.116 0.065
18 0.416 0.245 0.140 0.080
19 0.472 0.286 0.168 0.097
20 0.528 0.331 0.198 0.117
21 0.377 0.232 0.139
22 0.426 0.268 0.164
23 0.475 0.306 0.191
24 0.525 0.347 0.221
25 0.389 0.253
26 0.433 0.870
27 0.478 0.323
28 0.522 0.360
29 0.399
30 0.439
31 0.480
32 0.520
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Tableau 11.16 – Valeurs critiques du test des rangs pouréchantillons appariés, de Wil-
coxon

α (test unilat́eral)
0.05 0.025 0.01 0.005

α (test bilat́eral)
n 0.1 0.05 0.02 0.01
6 2 0
7 3 2 0
8 5 4 2 0
9 8 6 3 2
10 10 8 5 3
11 13 11 7 5
12 17 14 10 7
13 21 17 13 10
14 25 21 16 13
15 30 25 20 16
16 35 30 24 20
17 41 35 28 23
18 47 40 33 28
19 53 46 38 32
20 60 52 43 38
21 67 59 49 43
22 75 66 56 49
23 83 73 62 55
24 91 81 69 61
25 100 89 77 68

bar-hen.net



Annexe A

Fonction de plusieurs variables

1 Introduction

Définition A.1 On appelle fonction nuḿerique den variables ŕeelles une applicationf
d’une partieD deRn dansR. On dit quef est d́efinie sur le domaineD.

On note :

f :

{
D → R
(x1, x2, . . . , xn) 7→ f(x1, x2, . . . , xn)

ou plus simplementf : (x1, x2, . . . , xn) 7→ f(x1, x2, . . . , xn) s’il n’y a pas d’ambigüıté
surD.
On noteégalement :

f :

{
D → R
H 7→ f(H)

oùH = (x1, x2, . . . , xn) est un ”point” deRn appartenant̀aD.

Exemple A.1
• la fonctionf : (x, y) 7→ ax2 + bxy + cy2 où a, b et c sont des ŕeels donńes, est une

fonction nuḿerique de deux variables réelles, d́efinie surR2.
• la fonctionf : (x, y) 7→

√
R2 − (x2 + y2) est une fonction nuḿerique de deux va-

riables ŕeelles d́efinie pour tout couple(x, y) tel que(x2 + y2) ≤ R2, R étant un ŕeel
positif donńe.

• la fonctionf : (x, y) 7→ x2−y2
x2+y2

est une fonction nuḿerique de deux variables réelles
définie surD = R2 \ {(0, 0)}.

• la fonctionf : (x, y) 7→ x2
√
y−2

z−3
est une fonction nuḿerique de trois variables réelles

définie pour tout triplet(x, y, z) tel que :y ≥ 2, z 6= 3.

1.1 Repŕesentation graphique

Dans le cas particulier d’une fonction de deux variables, on peut utiliser des représentations
géoḿetriques.
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Si on choisit, par exemple, un trièdre orthonorḿe direct, un couple(x, y) de D est
repŕesent́e par un pointH du planxOy, auquel on peut associer lesM(x, y, f(x, y)).
Si D est repŕesent́e par une surface plane, alors l’ensemble des pointsM(x, y, f(x, y))
constituéegalement une surface.

Exemple A.2 Soit f : (x, y) 7→
√
R2 − (x2 + y2). Le domaine de d́efinitionD défini

par (x2 + y2) ≤ R2 est repŕesent́e par l’ensemble des points du disque circulaire de
centreO et de rayonR.
z =

√
R2 − (x2 + y2) ⇔ (x2+y2+z2 = R2 etz ≥ 0). L’ensemble des pointsM(x, y, z)

forme une demi-sphère de centreO et de rayonR.

Dans le cas particulier d’une fonction de trois variables, il est encore possible de représenter
le domaine de d́efinitionD par un ensemble de points de l’espace réel.
Pour une fonction den variables, avecn > 3, on ne peut́evidemment plus donner de
repŕesentation globale.

1.2 Limite

La notion de limite d’une fonction de plusieurs variables s’introduit comme pour les
fonctions d’une variable. On a, par exemple, pour une fonction de deux variables (la
géńeralisation est aiśee) :

Définition A.2 On dit quef(x, y) = f(H) tend vers une limiteL lorsque(x, y) tend
(x0, y0) ou lorsqueH(x, y) tendH(x0, y0), si :

∃ε > 0,∃α > 0 tel que (|x− x0| < α et |y − y0| < α avec(x, y) 6= (x0, y0)) ⇒ |f(H)−L| < ε

Onécrit :
lim
H→H0

f(H) = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L

On notera :
• que la d́efinition implique que la fonctionf est d́efinie sur un pav́e ouvert entourant
H0 (un voisinage deH0).

• que la d́efinition entrâıne l’unicité de la limite ; lorsqu’elle existe ;
• qu’on peutécrire un d́efinition équivalente :

∃ε > 0,∃β > 0 tel que||HH0|| < β avecH 6= H0 ⇒ |f(H)− L| < ε

• que les th́eor̀emes, concernant la somme, le produit, et le quotient de deux fonctions
admettant une limite lorsqueH tend versH0, s’énoncent et s’établissent comme dans
le cas des fonctions d’une variable ;

• qu’il est aiśe de d́efinir une limite infinie ainsi qu’une limite def(H) quandH s’éloigne
indéfiniment.

Exemple A.3 Soitf : (x, y) 7→ (x+ y) sin 1
x2+y2

f n’est pas d́efinie en(0, 0) mais on alim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0. En effet(x + y) → 0 et
sin 1

x2+y2
demeure borńe.
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Exemple A.4 Soitf : (x, y) 7→ x2
√
y−2

z−3
.

On consid̀ereH0(1, 3, 3) où f n’est pas d́efinie. On a :

lim
H→H0

f(H) = +∞ si z → z + 0

lim
H→H0

f(H) = −∞ si z → z − 0

Il convient de pŕeciser siH tend versH0 avec une ĉote suṕerieure ou une ĉote inf́erieure.

1.3 Continuit́e

La notion de continuit́e d́ecoule naturellement de la notion de limite. On aura en particu-
lier pour une fonction de deux variables :

Définition A.3 On dit qu’une fonctionf : (x, y) 7→ f(x, y) est continue au point(x0, y0)
si :

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0)

Une fonction continue en tout point d’un domaine est dite continue sur ce domaine.

Théorème A.1 Si f et g sont deux fonctions continues au pointM0, il en est de m̂eme
pour des fonctionsf + g, αf (α ∈ R), f × g et sig(M0) 6= 0, f/g.

Il s’agit là d’une conśequence des théor̀emes sur les limites.

Exemple A.5 Soit la fonctionf : (x, y) 7→ 3x− y + 1.
Cette fonction est d́efinie surR2. Elle est continue surR2, ce que l’on peut d́emontrer en
s’appuyant sur la d́efinition de la continuit́e. Quel que soit(x0, y0), on a :

∀ε > 0,∃α =
ε

4
> 0 tel que : (|x− x0| < α, |y − y0| < α et (x, y) 6= (x0, y0)) ⇒ |f(x, y)−f(x0, y0)| < ε

En effet|x− x0| < ε
4
⇒ 3|x− x0| < 3ε

4

Or |f(x, y)− f(x0, y0)| = |3(x− x0)− (y − y0)| ≤ 3|x− x0|+ |y − y0|.
Donc|x− x0| < ε

4
et |y − y0| < ε

4
⇒ |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε

2 Fonctions compośees

On peut envisager plusieurs types de composition

2.1 Fonction de fonction

Soit u une fonction de variablesx1, x2, . . . , xn. Soit f une fonction d’une variable. On
peut d́efinir la fonction :

φ : (x1, x2, . . . , xn) 7→ f (u(x1, x2, . . . , xn))

sous ŕeserve, bien entendu, queu(x1, x2, . . . , xn) appartienne au domaine de définition
def .
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Exemple A.6 La fonctionφ : (x, y, z) 7→
√
x2 + y2 + z2 est obtenue par composition

de la fonctionu : (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2 par la fonctionf : u 7→
√
u.

Théorème A.2 Si u est une fonction, de deux variables, continue au point(x0, y0) et si
f est une fonction, d’une variable, continue au point(x0, y0), la fonctionφ : (x, y) 7→
f (u(x, y)) est continue au point(x0, y0).
On ǵeńeralise aiśement au cas òu u est une fonction den variables.

En effet puisquef est continue au pointu0 = u(x0, y0), on peut trouverβ > 0 tel que :
|u− u0| < β ⇒ |f(u)− f(u0)| < ε
Mais u est continue au point(x0, y0) ; il est donc possible de choisirα > 0 tel que :
(|x− x0| < α et |y − y0| < α) ⇒ |u(x, y)−u(x0, y0)| < β. Donc il est possible d choisir
α > 0 tel que :

(|x− x0| < α et |y − y0| < α) ⇒ |u(x, y)−u(x0, y0)| < β ⇒ |f(u(x, y))−f(u(x0, y0))| < ε

Exemple A.7 La fonctionφ : (x, y, z) 7→
√
x2 + y2 + z2 est continue dansR3

2.2 Fonction compośee

Soit φ : (u, v, w) 7→ φ(u, v, w) une fonction de 3 variables. Soientf : x 7→ u = f(x),
g : x 7→ v = g(x), h : x 7→ h(x), trois fonctions d’une variable. On peut donc définit la
fonction :

F : x 7→ φ(f(x), g(x), h(x))

sous ŕeserve que le point(f(x), g(x), h(x)) appartienne au domaine de définition deφ.
Une telle fonction est dite fonction composée def , g et h parφ. On notera queF est
fonction d’une variable. On ǵeńeralise aiśement au cas òuF est fonction den variables.

Exemple A.8 La fonction

F : 7→ cos2 x× ex
2

x2

est une fonction composée. Elle est obtenue en composant les fonctions :x 7→ u = cos2 x,
x 7→ v = ex

2
, x 7→ w = x2 par la fonction(u, v, w) 7→ uv

w

Théorème A.3 Sif , g eth sont des fonctions, d’une variable, continues enx0 et siφ est
une fonction, de trois variables, continue au pointu0 = f(x0), v0 = g(x0), w0 = h(x0),
la fonctionF : x 7→ φ(f(x), g(x), h(x)) est continues enx0.
On ǵeńeralise aiśement au cas òu φ est une fonction den variables.

Ce th́eor̀eme se d́emontre aiśement, en utilisant le m̂eme sch́ema que pour la d́emonstration
du th́eor̀emeA.2.

Exemple A.9 La fonction

F : 7→ cos2 x× ex
2

x2

est continue surR∗.
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2.3 Autre cas

Soient les fonctionsu : (x, y) 7→ u(x, y), v : (x, y) 7→ v(x, y), w : (x, y) 7→ w(x, y) et
soit la fonctionf : (u, v, w) 7→ f(u, v, w). On peut alors d́efinir la fonction :

F : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y), w(x, y))

sous ŕeserve que le point(u(x, y), v(x, y), w(x, y)) appartienne au domaine de définition
def .
On ǵeńeralise aiśementà la composition den fonctions dep variables par une fonction
den variables.

Exemple A.10 La fonction

F 7→ x2 − y2

x2 + y2

est obtenue en composant les fonctionsu(x, y) 7→ u = x2 − y2 et (x, y) 7→ v = x2 + y2

par la fonction(u, v) 7→ u
v

Théorème A.4 Si les fonctions, de deux variables,u, v et w sont continues au point
(x0, y0) et si la fonction de trois variables, est continue au point(u(x0, y0), v(x0, y0), w(x0, y0)),
la fonction

F : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y), w(x, y))

est continue au point(x0, y0).

Ce th́eor̀eme se d́emontre aiśement, en utilisant le m̂eme sch́ema que pour la d́emonstration
du th́eor̀emeA.2.

Exemple A.11 La fonction

F 7→ x2 − y2

x2 + y2

est continue surR2 \ {(0, 0)}

3 Dérivées partielles

Définition A.4 Soit la fonction de deux variablesf : (x, y) 7→ f(x, y).
On appelle d́erivée partielle def , par rapport à la variablex et au point(x0, y0), le
nombre s’il existe :

f ′x(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0) = lim

h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h

On appelle de m̂eme d́erivée def , par rapport à la variabley et au point(x0, y0), le
nombre s’il existe :

f ′y(x0, y0) =
∂f

∂y
(x0, y0) = lim

k→0

f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)

k
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Si en tout point d’un domaineD il existe des d́erivées partielles, les fonctions∂f
∂x

:

(x, y) 7→ ∂f
∂x

(x, y) et ∂f
∂y

: (x, y) 7→ ∂f
∂y

(x, y) sont appeĺees d́erivées partielles premières
def , par rapportà x et par rapportà y.

On ǵeńeralise aiśement cette d́efinition à une fonction den variables.
On remarque que la dérivée partielle par rapportàx, au point(x0, y0), n’est autre que la
dérivée, au pointx0, de la fonctionφ : x 7→ f(x, y0). Pour la d́erivée partielle par rapport
ày, il s’agit de la d́erivée, au pointy0, de la fonctionψ : y 7→ f(x0, y).
On en d́eduit la r̀egle pratique : pour d́eterminer une d́erivée partielle, il suffit de d́eriver
comme on en a l’habitude par rapportà la variable consid́eŕee, les autres variablesétant
consid́eŕees comme des constantes.

Exemple A.12 La fonctionf : (x, y) 7→ 5x2 − xy + 2y2 est d́efinie et continue surR2.
SurR2, elle admet pour d́erivées partielles :

∂f

∂x
: (x, y) 7→ 10x− y et

∂f

∂y
: (x, y) 7→ −x+ 4y

Exemple A.13 La fonctionf : (x, y) 7→ x2 sin y est d́efinie et continue surR2. SurR2,
elle admet pour d́erivées partielles :

∂f

∂x
: (x, y) 7→ 2x sin y et

∂f

∂y
: (x, y) 7→ x2 cos y

3.1 Dérivées partielles secondes

Les fonctions d́erivées partielles premières, d’une fonctionf de plusieurs variables, peuvent
elles-m̂emes admettre des dérivées partielles ; on les appelle dérivées partielles secondes
def .
On peutévidemment envisagerégalement des dérivées partielles d’ordre supérieur.
Pour une fonction de deux variablesf : (x, y) 7→ f(x, y), il faut a priori envisager quatre
dérivées partielles secondes :

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=
∂2f

∂x2
= f ′′x2 ,

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂x∂y
= f ′′xy

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂y∂x
= f ′′yx ,

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
=
∂2f

∂y2
= f ′′y2

Exemple A.14 La fonctionf : (x, y) 7→ 5x2 − xy + 2y2admet, surR2, les d́erivées
partielles secondes :

∂2f

∂x2
(x, y) 7→ 10 ;

∂2f

∂x∂y
(x, y) 7→ −1

∂2f

∂y∂x
(x, y) 7→ −1 ;

∂2f

∂y2
(x, y) 7→ 4
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Exemple A.15 La fonctionf : (x, y) 7→ x2 sin y admet, surR2, les d́erivées partielles
secondes :

∂2f

∂x2
(x, y) 7→ 2 sin y ;

∂2f

∂x∂y
(x, y) 7→ 2x cos y

∂2f

∂y∂x
(x, y) 7→ 2x cos y ;

∂2f

∂y2
(x, y) 7→ −x2 sin y

On remarque, sur ces deux exemples que l’on a :∂2f
∂x∂y

= ∂2f
∂y∂x

Théorème A.5 Si, dans le voisinage du point(x0, y0), la fonctionf : (x, y) 7→ f(x, y)
admet des d́erivées partielles premières continues et si les dérivées partielles secondes
f ′′xy etf ′′yx existent et sont continues, on a :

f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0)

On admettra ce th́eor̀eme qui se ǵeńeralise aiśement et permet de considérer les d́erivations
successives par rapport aux variables dans un ordre quelconque.
Sous ŕeserve de la continuité des d́erivées partielles, la fonctionf : (x, y) 7→ f(x, y)

n’admet que trois d́erivées partielles secondes∂
2f
∂x2 , ∂2f

∂x∂y
et ∂

2f
∂y2

et quatre d́erivées partielles

troisièmes :∂
3f
∂x3 , ∂3f

∂x2∂y
, ∂3f
∂x∂y2

et ∂
3f
∂y3

Exemple A.16 Reprenons la fonctionf : (x, y) 7→ x2 sin y. On peut facilement vérifier
l’ égalit́e des d́erivées partielles :

∂3f

∂x∂y∂y
: (x, y) 7→ −2x sin y

∂3f

∂y∂x∂y
: (x, y) 7→ −2x sin y

∂3f

∂y∂y∂x
: (x, y) 7→ −2x sin y

On note que ∂3f
∂x∂y2

: (x, y) 7→ −2x sin y.

Théorème A.6 Soient les fonctionsu : x 7→ u(x) et v : x 7→ v(x) dérivables enx0 ;
on poseu0 = u(x0) et v0 = v(x0). Soit la fonctionφ : (u, v) 7→ φ(u, v) admettant
au voisinage du point(u0, v0) des d́erivées partielles premières continues en(u0, v0). La
fonction compośeeF : x 7→ φ [u(x), v(x)] admet pour d́erivée enx0 :

F ′ : φ′u [u(x0), v(x0)]u
′(x0) + φ′v [u(x0), v(x0)] v

′(x0)

On consid̀ere les valeursx0 et x0 + ∆x de la variablex. À l’accroissement∆x de la
variable correspondent les accroissements :

∆u = u(x0 + ∆x)− u(x0)

∆v = v(x0 + ∆x)− v(x0)

∆F = F (x0 + ∆x)− F (x0)
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On a

F (x0 + ∆x)− F (x0) = φ [u(x0 + ∆x), v(x0 + ∆x)]− φ [u(x0), v(x0)]

= φ (u0 + ∆u, v0 + ∆v)− φ(u0, v0)

On peutécrire :

F (x0+∆x)−F (x0) = φ (u0 + ∆u, v0 + ∆v)−φ(u0, v0+∆v)+φ(u0, v0+∆v)−φ(u0, v0)

On applique le th́eor̀eme des accroissements finisà la fonction :u 7→ φ(u, v0 + ∆v), qui
est d́erivable :

φ (u0 + ∆u, v0 + ∆v)− φ(u0, v0 + ∆v) = ∆uφ′u (u0 + θ1∆u, v0 + ∆v) 0 < θ1 < 1

On applique le th́eor̀eme des accroissements finisà la fonction :v 7→ φ(u0 + ∆u, v), qui
est d́erivable :

φ (u0, v0 + ∆v)− φ(u0, v0) = ∆vφ′v (u0, v0 + θ2∆v) 0 < θ2 < 1

Il en résulte :

F (x0 + ∆x)− F (x0) = ∆uφ′u (u0 + θ1∆u, v0 + ∆v) + ∆vφ′v (u0, v0 + θ2∆v)

Et donc :

F (x0 + ∆x)− F (x0)

∆x
=

∆u

∆x
φ′u (u0 + θ1∆u, v0 + ∆v) +

∆v

∆x
φ′v (u0, v0 + θ2∆v)

Lorsqu’on fait tendre∆x vers źero, étant donńees la d́erivabilité deu et v et la conti-
nuité deφ′u et φ′v, on obtient comme limite du second membre :u′(x0)φ

′
u(u0, v0) +

v′(x0)φ
′
v(u0, v0). Il en résulte queF est d́erivable enx0 et que :

F ′(x0) = u′(x0)φ
′
u(u0, v0) + v′(x0)φ

′
v(u0, v0)

Lorsqueu et v sont d́erivables sur un intervalle[a, b] et φ′u et φ′v sont continues sur le
domaine correspondantà [a, b] on obtiendra comme fonction dérivée deF :

F ′ = u′φ′u + v′φ′v

Exemple A.17 SoitF : x 7→ u(x)
v(x)

.

On obtient :F ′ = 1
v
u′ − u

v2
v′ = vu′−uv′

v2

Exemple A.18 SoitF : x 7→ log[u(x)v(x)].
On obtient :F ′ = 1

u
u′ + 1

v
v′ = u′

u
+ v′

v

Exemple A.19 SoitF : x 7→ u(x)v(x).
On obtient :F ′ = vu′ + uv′
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Quelques remarques :

1. Le théor̀emeA.6 se ǵeńeralise aiśement au cas òuφ est une fonction den variables.
si, par exemple, on aF [u(x), v(x), w(x)], on obtient :

F ′ = u′φ′u + v′φ′v + w′φ′w

c’est-̀a-dire que l’on a :

F ′(x) = u′(x)φ′u[u(x), v(x), w(x)]+v′(x)φ′v[u(x), v(x), w(x)]+w′(x)φ′w[u(x), v(x), w(x)]

2. Si on consid̀ere la composition de fonctions de plusieurs variables par une autre
fonction, le th́eor̀emeA.6 s’appliquéegalement aux d́erivées partielles, sous réserve
des conditions de validité.
Soit par exempleF : (x, y) 7→ φ[u(x, y), v(x, y)], on aura :

F :

{
∂F
∂x

= φ′u
∂u
∂x

+ φ′v
∂u
∂x

∂F
∂y

= φ′u
∂u
∂y

+ φ′v
∂u
∂y

si les fonctionsu etv admettent des d́erivées partielles en(x, y) et siφ admet des d́erivées
partielles au voisinage de(u(x, y), v(x, y)) continues en ce point.

Exemple A.20 La fonctionF : x 7→ cos2 xex2

x2 admet pour d́erivées, surR∗ :

F ′ : x 7→ ex
2

x2
(−2 cos x sinx) +

cos2 x

x2

(
2xex

2
)
− cos2 xex

2

x4
2x

Exemple A.21 La fonctionF : (x, y) 7→ x2−y2
x2+y2

admet pour d́erivées partielles, surR∗ :

F :

{
∂F
∂x

(x, y) 7→ 1
x2+y2

2x− x2−y2
(x2+y2)2

2x = 4xy2

(x2+y2)2

∂F
∂y

(x, y) 7→ 1
x2+y2

(−2y)− x2−y2
(x2+y2)2

2y = −4x2y
(x2+y2)2
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4 Exercices

1. Déterminer les domaines de définition des fonctionsf etg définies par :
• f(x, y) =

√
25− x2 − y2

• g(x, y) = x√
x2−y2

si x2 − y2 6= 0, etg(0, 0) = 0

2. On d́esigne par :
• f la fonctionà valeurs ŕeelles d́efinie surR2 par :

f(x, y) =

{
1
y

si 0 ≤ x < y

0 ailleurs

• g la fonction ŕeelle d́efinie surR par :

g(y) =

{
ye−y si y ≥ 0
0 si y < 0

• h la fonction ŕeelle d́efinie surR2 par :

h(x, y) = g(y)f(x, y)

(a) Définir D l’ensemble deR2 sur lequel la fonctionh prend des valeurs non
nulles et donner une représentation ǵeoḿetrique de cet ensemble.

(b) Calculer l’int́egralef(x) =
∫ +∞

0
h(x, y)dy. (on prendra soin d’utiliser la

question pŕećedente).

(c) Donner, en fonction dex ety, l’expression explicite de :

h(x, y) =

{
h(x,y)
f(x)

si x ≥ 0

0 si x < 0

Pour quelles valeurs des variablesx ety cette quantit́e est-elle non nulle ?

(d) Calculer l’int́egrale suivante d́ependant du param̀etrea :

Q(a, x) =

∫ +∞

0

(y − a)2h(x, y)dy

(e) Donner en fonction dex la valeura0 du param̀etre a qui rend minimum
l’int égraleQ(a, x).

3. Déterminer et représenter graphiquement le domaine de définition des fonctionsf
etg définies par :
• f(x, y) = log[(16x2 − y2)(x2 + y2 − 4)]
• g(x, y) =

√
6− (2x+ 3y)

4. Déterminer si les fonction suivantes ont une limite(x, y) 7→ (0, 0) :
• f : (x, y) 7→ x2−y2

x2+y2

• g : (x, y) 7→ |x+y|
x2+y2
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• h : (x, y) 7→ x3y3

x2+y2

Ces fonctions, complét́ees par :(0, 0) 7→ 0, sont-elles continues̀a l’origine ?

5. Peut-on rendre continuesà l’origine, en les d́efinissant en ce point, les fonctions
définies par :
• f(x, y) = sin(x+y)

x+y

• g(x, y) = xy
x2+y2

6. Déterminer et représenter graphiquement le domaine de définition de la fonction :

f : (x, y) 7→ sin x− sin y

x− y

Trouver une fonctiong qui prenne la m̂eme valeur quef partout òu celle-ci est
définie et qui soit continue dans tout le plan.

7. Montrer que la fonction(x, y) 7→ x+y
x2+y2

admet une limite lorsque le pointM(x, y)
s’éloigneà l’infini.

8. La fonction f , définie parf(x, y) = ex−y a-t-elle une limite lorsque le point
M(x, y) s’éloigneà l’infini.

9. Soit la fonctionf :

f :

{
(x, y) 7→ x2 + 2y , si (x, y) 6= (1, 2)
(x, y) 7→ 0 , si (x, y) = (1, 2)

Cette fonction est-elle continue au point(1, 2) ?

10. Calculer les d́erivées partielles des fonction suivantes :
• f1(x, y) 7→ 2x2 − 3xy + 4y2

• f2(x, y) 7→ x2

y
+ y2

x

• f3(x, y) 7→ sin(2x− 3y)
• f4(x, y) 7→ ex

2+xy

11. Calculer les d́erivées partielles secondes des fonction suivantes :
• f1(x, y) 7→ x2 + 3xy + y2

• f2(x, y) 7→ x cos y − y cosx
• f3(x, y) 7→ xy
• f4(x, y) 7→ log(xy)
• f5(x, y) 7→ arctan y

x

• f6(x, y) 7→ log 1√
x2+y2

12. On consid̀ere la fonctionf :

f :

{
(x, y) 7→ 2xy

x2+y2
, si (x, y) 6= (0, 0)

(x, y) 7→ 0 , si (x, y) = (0, 0)

Montrer que les d́erivées partiellesf ′x(0, 0) etf ′y(0, 0) existent. La fonction est-elle
continue au point(0, 0) ?
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13. Montrer que la fonction d́efinie parU(x, y, z) = (x2+y2+y2)−
1/2 vérifie l’équation

aux d́erivées partielles de Laplace :

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
= 0

14. Soit la fonctionf : (x, y, z) 7→ e−
x/y + e−

y/z + e−
z/x. Déterminer le domaine de

définition deD de f ; la fonction est-elle continue enD ? Calculer les d́erivées
partielles, premìeres et secondes, def .

15. Soit la fonctionf : (x, y) 7→ x2 + y2. Calculer, en appliquant le théor̀emeA.6, la
dérivée deF : t 7→ f(a cos t, b sin t).

16. Soit la fonctionF : r 7→ F (r). On poser =
√
x2 + y2 + z2, ce qui permet de

définir la fonctionf : (x, y, z) 7→ f(
√
x2 + y2 + z2). Calculer∂

2f
∂x2 + ∂2f

∂y2
+ ∂2f

∂z2
.

DéterminerF pour que l’on ait :∂
2f
∂x2 + ∂2f

∂y2
+ ∂2f

∂z2
= 0.
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Annexe B

Int égrales multiples

1 Int égrale double

1.1 Notion d’int́egrale double

Soit une fonctionf : (x, y) 7→ z = f(x, y), définie sur un domaineD fermé et suppośee
nulle à l’extérieur deD.
L’espacéetant muni d’un rep̀ere orthorḿe direct(O,

−→
i ,
−→
j ,
−→
k ), lorsque le pointH(x, y)

se d́eplace dansD, le pointM(x, y, z) décrit une surfaceS.
On d́esigne para et b les bornes inf́erieures et suṕerieures des abcisses d’un point de
contour deD et parc etd les bornes inf́erieures et suṕerieures des ordonnées d’un point
de ce m̂eme contour.
On partage[a, b] par les valeursx0 = a < x1 < x2 < . . . < xi < . . . < xm = b
et [c, d] par les valeursy0 = c < y1 < y2 < . . . < yj < . . . < ym = d
ce qui permet de d́efinir un ensemble demn rectangles recouvrantD.
Soit Eij le rectangle[xi−1, xi] × [yj−1, yj], de dimensions∆xi = xi − xi−1 et ∆yj =
yj − yj−1.
On choisit arbitrairement dansEij un pointHij.
On consid̀ere la somme

∑n
i=1

∑m
j=1 f(Hij)∆xi∆yj.

Si cette somme tend vers une limiteI, lorsquem etn tendent vers l’infini de manièreà
ce quesup ∆xi et sup ∆yj tendent vers źero, ind́ependamment de la façon dont on fait
les partages et dont on choisit les pointsHij, on dit quef est int́egrable surD, queI est
l’int égrale def surd et on pose :

I =

∫ ∫
D

f(x, y)dxdy

On peut d́emontrer en particulier que sif est continue surD, l’int égrale existe toujours.

1.2 Calcul d’une int́egrale double

Le calcul d’une int́egrale double se ram̀ene au calcul de deux intégrales d́efinies.
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310 Int égrale double

Limitons-nous, dans un premier temps, au cas où les parall̀eles aux axes qui coupent le
contour de domaineD ont en commun avecD un segment.
On peut choisir des pointsHij d’abcisseξi, constante pour tous les rectangles d’une
ranǵee parall̀ele àOy et d’ordonńeeηj, constante pour tous les rectangles d’une rangée
parall̀eleàOx.
On obtient alors la somme double :

n∑
i=1

m∑
j=1

f(ξi, ηj)∆xi∆yj

que l’on peut́ecrire :∑n
i=1 ∆xi

(∑m
j=1 f(ξi, ηj)∆yj

)
Or lorsquen→ +∞ avecsup ∆yj → 0, il est clair que :

lim
m∑
j=1

f(ξi, ηj)∆yj =

∫ φ2(ξi)

φ1(ξi)

f(ξi, y)dy = F (ξi)

et lorsquen→ +∞ avecsup ∆xi → 0, on obtient :

lim
n∑
j=1

F (ξi)∆xi =

∫ b

a

F (x)dx

Finalement : ∫ ∫
D

dxdy =

∫ b

a

dx
∫ φ2(ξi)

φ1(ξi)

f(x, y)dy

Cetteécriture signifie que,x étant fix́e, on int̀egre d’abord par rapportày ; la fonctionφ2

admet pour graphe la partie supérieure du contour deD, la fonctionφ1 la partie inf́erieure.
On obtient alors une fonction dex qu’il resteà int́egrer dea à b.
En inversant l’ordre de la mise en facteurs, on obtiendraitégalement :∫ ∫

D

dxdy =

∫ d

c

dy
∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y)dx

Exemple B.1
∫ ∫

D
(x + y2)dxdy où D est d́efini par{x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1}. Il est

facile de repŕesenter le domaine (premier quadrant en dessous de la droitey = 1− x)
• Premier calcul :

I =

∫ 1

0

dx
∫ 1−x

0

(x+ y2)dy =

∫ 1

0

dx

[
xy +

y3

3

]1−x

0

=

∫ 1

0

1

3
(1− x3)dx =

1

3

[
x− x4

4

]1

0

=
1

4
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• Deuxìeme calcul :

I =

∫ 1

0

dy
∫ 1−y

0

(x+ y2)dx =

∫ 1

0

dy

[
x2

2
+ xy2

]1−y

0

=

∫ 1

0

(
−y3 +

3

2
y2 − y +

1

2

)
dy

=

[
−y

4

4
+
y3

2
− y2

2
+
y

2

]1

0

=
1

4

1.3 Propríet́es

1. L’int égrale double se calculant par deux intégrales simples successives, il résulte de
la linéarit́e d’une int́egrale d́efinie que l’int́egrale double est une expression linéaire
de la fonctioǹa int́egrer, lorsque le domaine d’intégration est fix́e :∫ ∫

D

[g(x, y) + h(x, y)]dxdy =

∫ ∫
D

g(x, y)dxdy +

∫ ∫
D

h(x, y)dxdy∫ ∫
D

λf(x, y)dxdy = λ

∫ ∫
D

f(x, y)dxdy , λ ∈ R

2. On peut montreŕegalement que si le domaineD est la ŕeunion de deux domaines
disjointsD1 etD2, on a :∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
D1

f(x, y)dxdy +

∫ ∫
D2

f(x, y)dxdy

Cette propríet́e permet d’́etendre la notion d’int́egrale doublèa des domaines de
forme ǵeńerale.

1.4 Cas particuliers

1. Le domaine d’int́egration est un rectangle.
On a alors : ∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx
∫ d

c

f(x, y)dy

Les bornes de la première int́egrale ne sont pas fonction dex.

2. Le domaine d’int́egration est un rectangle etf(x, y) = g(x)f(y).
Dans ce cas :∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx
∫ d

c

g(x)f(y)dy

=

[∫ b

a

g(x)dx

] [∫ d

c

f(y)dy

]
L’int égrale double est alors le produit de deux intégrales simples.
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Exemple B.2
∫ ∫

D
xydxdy oùD est d́efini par :0 ≤ x ≤ 1 et0 ≤ y ≤ 2.

On a : I =
∫ 1

0
xdx

∫ 2

0
ydy =

[
x2

2

]1
0

[
y2

2

]2
0

= 1

1.5 Calcul de volumes et de surfaces

Si f(x, y) est positif ou nul en tout point du domaineD, le produitf(Hij)∆xi∆yj est
égal au volume d’un parallélépip̀ede rectangle de surface de base∆xi∆yj et de hauteur
f(Hij). En sommant suri et surj, on obtient un volume qui,̀a la limite, estégal au
volumeV de la portion de cylindre, de géńeratrices parallèlesàOz, limité par la baseD
et par la surfaceS. On posera donc :

V =

∫ ∫
D

f(x, y)dxdy

Par contre, sif(x, y) n’est pas forćement positif ou nul, on parlera de volume algébrique.
Les portions sitúees en dessous du planxOy étant compt́ees ńegativement (voir pro-
priét́e2).
Si on consid̀ere maintenant la fonctionf : (x, y) 7→ 1, définie sur un domaineD, il est
clair que l’int́egrale

∫ ∫
D

dxdy donne le volume d’un cylindre de baseD et de hauteur 1.
Le nombre obtenu est doncégalement l’aire de la surfaceD. On posera donc :

S =

∫ ∫
D

dxdy

Exemple B.3 (Volume d’une sph̀ere). Une sph̀ere de centreO et de rayonR admet pour
équation, par rapport̀a un rep̀ere orthonorḿe d’origineO : x2 + y2 + z2 = R2

La demi-sph̀ereS située au-dessus du planxOy a pouréquation :

x2 + y2 + z2 = R2 et z ≥ 0 ⇔ z =
√
R2 − x2 − y2

C’est donc le graphe de la fonctionf : (x, y) 7→
√
R2 − x2 − y2 définie sur le domaine

D : x2 + y2 ≤ R2.
Le volume limit́e par la demi-sph̀ereS et le planxOy est donc :

I =

∫ ∫
D

√
R2 − x2 − y2dxdy

=

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

√
R2 − x2 − y2dy surD, pourx fixé,−

√
R2 − x2 ≤ y ≤

√
R2 − x2

=

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

√
R2 − x2

√
1− y2

R2 − x2
dy

On pose :

t = arcsin
y√

R2 − x2
⇔ y√

R2 − x2
= sin t et − π

2
≤ t ≤ π

2

⇒ dy =
√
R2 − x2 cos tdt√

1− sin2 t = | cos t| = cos t (≥ 0 si−π
2
≤ t ≤ π

2
)
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Finalement :

I =

∫ R

−R
(R2 − x2)dx

∫ π
2

−π
2

cos2 tdt =

∫ R

−R
(R2 − x2)dx

π

2
=
π

2

[
R2x− x3

3

]R
−R

=
2

3
πR3

D’où le volume de la sph̀ere

V = 2I =
4

3
πR3

Exemple B.4 (Aire du cercle) Soit un cercle de centreO et de rayonR. On a :

S =

∫ ∫
D

dxdy =

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

dy

= 2

∫ R

−R

√
R2 − x2dx

= 2R

∫ R

−R

√
1− x2

R2
dx

On pose

u = arcsin
x

R
⇔ x

R
= sinu et − π

2
≤ u ≤ π

2
⇒ dx = R cosudu√

1− sin2 u = | cosu| = cosu

On obtient

S = 2R2

∫ π
2

−π
2

cos2 udu = 2R2

∫ π
2

−π
2

1 + cos 2u

2
du = 2R2

[
u

2
+

sin 2u

4

]π
2

−π
2

= 2R2π

2
= πR2

1.6 Changement de variables

Soit l’intégrale double
∫ ∫

D
f(x, y)dxdy.

Pour faciliter les calculs, il est souvent commode de changer de variables. Sans aller
jusqu’̀a la justification, relativement compliquée, du proćed́e, il convient cependant d’en
connâıtre les r̀egles.
Le changement de variables, dans un intégrale double, consistèa passer d’un couple
(x, y) à un autre couple(u, v) par l’intermédiaire d’une application(x, y) 7→ (u, v).
Lorsque le pointH(x, y) décrit le domaineD, son imageK(u, v) va d́ecrire un nouveau
domaine∆.
L’application doit donĉetre bijective.
Consid́erons maintenant les fonctionsφ etψ définies par :x = φ(u, v) et y = ψ(u, v),
les formules de changement de variables.
On appelle d́eterminant fonctionnel ou Jacobien des fonctionsφ etψ le déterminant :

D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣ x′u x′v
y′u y′v

∣∣∣∣ = x′uy
′
v − x′vy

′
u
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Sous ŕeserve de la continuité des fonctionsφ etψ et de leurs d́erivées partielles sur∆, on
a : ∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
∆

f (φ(u, v), ψ(u, v))

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv

Application : utilisation des coordonnées polaires

À tout pointM du plan muni du rep̀ere orthonorḿe (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ), on associe ses coor-

donńees cart́esiennesx ety qui sont telles que :
−−→
OM = x

−→
i + y

−→
j .

On peutégalement lui associer ses coordonnées polairesr et θ : si −→u est le vecteur
unitaire parall̀ele et de m̂eme sens que

−−→
OM , on a :

−−→
OM = r−→u (r ≥ 0) , θ = (

−̂→
i ,−→u )(0 ≤ θ < 2π)

Dans ces conditions, il est clair que se donner(x, y), c’est se donner (r, θ) et ŕeciproquement ;
l’application(x, y) 7→ (r, θ) est bijective.
On a :x = r cos θ ety = r sin θ

D(x, y)

D(r, θ)
=

∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r cos2 θ + r sin2 θ = r

r ≥ 0 ⇒
∣∣∣∣D(x, y)

D(r, θ)

∣∣∣∣ = r

et on peut́ecrire :∫ ∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
∆

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

Exemple B.5 On avaità calculer :I =
∫ ∫

D

√
R2 − x2 − y2dxdy

On passe en coordonnées polaires. On obtient :∫ ∫
∆

√
R2 − r2rdrdθ où ∆ est d́efini par :0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ < 2π.

D’où

I =

∫ 2π

0

dθ
∫ R

0

√
R2 − r2rdr cas particulier2 du paragraphe1.4

= 2π

[
−1

3
(R2 − r2)

3/2
]R

0

=
2

3
πR3

et donc

V =
4

3
πR3

Exemple B.6
∫ ∫

D
x2 + y2dxdy oùD est d́efini parx ≥ 0, y ≥ 0 etx2 + y2 ≤ 2.

Dans un plan muni d’un rep̀ere orthonorḿe (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ), le domaineD est repŕesent́e

par le quart de cercle, de centreO et de rayon
√

2, sitúe dans le premier quadrant. On
passe en coordonnées polaires et on obtient :
I =

∫ ∫
∆
r3drdθ où ∆ est d́efini par :0 ≤ r ≤

√
2, 0 ≤ θ < π

4
.

D’où

I =

∫ π
4

0

dθ
∫ √

2

0

r3dr = [θ]
π
4
0

[
r4

4

]√2

0

=
π

4
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2 Int égrale triple

2.1 Notion d’int́egrale triple

Soit une fonctionf : (x, y, z) 7→ t = f(x, y, z), définie sur un domaineD fermé et
suppośee nulleà l’extérieur deD.
L’espaceétant muni d’un rep̀ere orthorḿe direct(O,

−→
i ,
−→
j ,
−→
k ), D peutêtre repŕesent́e

par l’ensemble des points d’un volume limité par une surface ferḿeeS.
On d́esigne para et b, c etd, e etf les bornes inf́erieures et suṕerieures des abcisses, des
ordonńees et des ĉotes des point deS.
On partage[a, b] par les valeursx0 = a < x1 < x2 < . . . < xi < . . . < xm = b
[c, d] par les valeursy0 = c < y1 < y2 < . . . < yj < . . . < ym = d
et [e, f ] par les valeursz0 = e < z1 < z2 < . . . < zk < . . . < zp = f
et on quadrille l’espace par des plans d’abcissesx0, x1, . . . , xm des plans d’ordonńee
y0, y1, . . . , yn et des plans de côtez0, z1, . . . , zp, ce qui permet de d́efinir un ensemble de
mnp paralĺelépip̀edes rectangles recouvrantD.
On d́esigne parEijk le paralĺelépip̀ede rectangle

[xi−1, xi]× [yj−1, yj]× [zk−1, yk]

de dimensions∆xi = xi − xi−1, ∆yj = yj − yj−1 et∆zk = zk − zk−1.
On choisit arbitrairement dans chaque parallélépip̀edeEijk un pointMijk.
Soit maintenant la somme :

m∑
i=1

n∑
j=1

p∑
k=1

f(Mijk)∆xi∆yj∆zk

Si cette somme tend vers une limiteI, lorsquem, n et p tendent vers l’infini de manière
à ce quesup ∆xi, sup ∆yj et sup ∆zk tendent vers źero, ind́ependamment de la façon
dont on fait les partages et du pointMijk, on dit quef est int́egrable surD, queI est
l’int égrale triple def surD et on pose :∫ ∫ ∫

D

f(x, y, z)dxdydz

On peut d́emontrer, en particulier, que, sif est continue surD, l’int égrale existe.

2.2 Calcul d’une int́egrale triple

Le calcul d’une int́egrale triple se ram̀ene au calcul d’une intégrale double et d’une
intégrale simple donc, finalement, au calcul de trois intégrales simples successives.
On peut choisirMijk = (ξi, ηj, ζk) ; ceci revientà choisir m̂eme abcisse pour tous les
points de premier indicei, même ordonńee pour tous les points de deuxième indicej
et même ĉote pour tous les points de troisième indicek. On peut alorśecrire la somme
triple :

m∑
i=1

n∑
j=1

p∑
k=1

f(ξi, ηj, ζk)∆xi∆yj∆zk =

p∑
k=1

∆zk

m∑
i=1

n∑
j=1

f(ξi, ηj, ζk)∆xi∆yj
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À la limite, la somme double est l’intégrale double def(x, y, ζk) par rapport̀a x et y,
ζk étant fix́e, sur un domaineD(ζk) obtenu par l’intersection deD par le plan de ĉoté
z = ζk.
Cette int́egrale double est́evidemment fonction deζk. Il ne reste plus qu’à sommer surk
ce qui,à la limite est une int́egrale simple surz. Onécrira donc successivement :∫ ∫ ∫

D

f(x, y, z)dxdydz =

∫ f

e

dz
∫ ∫

D(z)

f(x, y, z)dxdy∫ ∫ ∫
D

f(x, y, z)dxdydz =

∫ f

e

dz
∫ φ2(z)

φ1(z)

dy
∫ ψ2(y,z)

ψ1(y,z)

f(x, y, z)dx

Cette notation signifie quex et y étant fix́ees, on int̀egre d’abord par rapport̀a x ; les
bornes de cette première int́egrale d́ependant en ǵeńeral de(y, z). On int̀egre ensuite par
rapportà y, z étant fix́e ; les bornes de cette deuxième int́egrale d́ependant en ǵeńeral de
z. Enfin on int̀egre par rapport̀a z.
Bien entendu l’ordre d’int́egration choisi ici est arbitraire ; on pourrait commencerà
intégrer d’abord par rapport̀a z, x et y étant fix́es, puis par rapport̀a x, y étant fix́e,
enfin par rapport̀ay.

Exemple B.7
∫ ∫ ∫

D
xyzdxdydz oùD est d́efini par :x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x

2

a2 + y2

b2
+

z2

c2
≤ 1 (a > 0, b > 0, c > 0).

Le domaineD peut iciêtre repŕesent́e par un huitìeme d’ellipsöıde. On a

I =

∫ a

0

xdx
∫ b

√
1−x2

a2

0

ydy
∫ c

√
1−x2

a2−
y2

b2

0

zdz

=

∫ a

0

xdx
∫ b

√
1−x2

a2

0

ydy

[
c2

2

(
1− x2

a2
− y2

b2

)]

=
c2

2

∫ a

0

xdx

[
y2

2
− x2

a2

y2

2
− y4

4b2

]b√1−x2

a2

0

=
c2

2

b2

2

∫ a

0

[(
1− x2

a2

)
x−

(
1− x2

a2

)
x3

a2
−
(

1− x2

a2

)2
x

2

]
dx

=
b2c2

2

(
a2

2
− a2

4
− a2

4
+
a2

6
− a2

4
+
a2

4
− a2

12

)
=

a2b2c2

48

Le produit∆xi∆yj∆zk estégal au volume du parallélépip̀ede rectangleEijk.
Soit maintenant la fonction :

g :

{
(x, y, z) 7→ 1 surD
(x, y, z) 7→ 0 ailleurs

Il est clair qu’en multipliant∆xi∆yj∆zk parg(Mijk) et en sommant suri, j etk, on ob-
tient un volume qui,̀a la limite, est́egal au volume de la portion de l’espace représentant
D.
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B. I NTÉGRALES MULTIPLES 317

2.3 Changement de variables

Soient les formules de changement de variables :

x = φ(u, v, w) , y = ψ(u, v, w) et z = χ(u, v, w)

définissant une correspondance bijective entre l’ensembleD des points(x, y, z) et l’en-
semble∆ des points(u, v, w). On admettra que, sous réserve de la continuité des fonc-
tionsφ, ψ etχ et de leurs d́erivées partielles :∫ ∫ ∫

D

f(x, y, z)dxdydz =

∫ ∫ ∫
∆

f (φ(u, v, w), ψ(u, v, w), χ(u, v, w))

∣∣∣∣D(x, y, z)

D(u, v, w)

∣∣∣∣ dudvdw

où D(x,y,z)
D(u,v,w)

est le Jacobien des fonctionsφ, ψ etχ défini par le d́eterminant :

D(x, y, z)

D(u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣
x′u x′v x′w
y′u y′v y′w
z′u z′v z′w

∣∣∣∣∣∣
2.4 Ǵeńeralisation

On peut envisager des intégralesn-uples de fonctions den variables. Le support géoḿetrique
fera évidemment totalement défaut d̀es quen > 3, ce qui n’est pas ńecessairement
gênant.
En fait le processus de calcul sera le même que pour les intégrales doubles et triples.

3 Rappels de ḿecanique

L’espace est muni d’un repère orthonorḿeOxyz
Pour un ensemble de points isolésAi(xi, yi, zi) affect́es d’une massemi, de masse totale
M =

∑
imi, on d́efinit :

le centre de masseG(X,Y, Z) par la relation vectorielle
∑

imi
−−→
GAi =

−→
O . On en d́eduit

M
−→
OG =

∑
imi

−−→
OAi, d’où les coordonńees deG :

X =
1

M

∑
i

mixi , Y =
1

M

∑
i

miyi ,X =
1

M

∑
i

mizi

le moment d’inertie par rapport̀a un point,̀a un axe, oùa un plan :

I =
∑
i

mid
2
i

où di est la distance du pointAi au point,à l’axe, ou au plan par rapport auquel le
moment d’inertie est calculé.
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Pour une tige porté par l’axeOx, de masse spécifique (lińeaire)ρ(x), (a, b) étant l’en-
semble des abcisses des points de la tige, on obtient :

M =

∫ b

a

ρ(x)dx ,X =
1

M

∫ b

a

xρ(x)dx , (Y = Z = 0)

I =

∫ b

a

d2(x)ρ(x)dx

où d(x) est la distance du pointA(x) de la tige,à l’élément par rapport auquelI est
calcuĺe.

Pour un plaque plane situé sur le planxOy, de masse spécifique (superficielle)ρ(x, y),
D étant l’ensemble des couples(x, y) assocíes aux points de la plaque, on obtient :

M =

∫ ∫
D

ρ(x, y)dxdy

X =
1

M

∫ ∫
D

xρ(x, y)dxdy

Y =
1

M

∫ ∫
D

yρ(x, y)dxdy , (Z = 0)

I =

∫ ∫
D

d2(x, y)ρ(x, y)dxdy

où d(x, y) est la distance du pointA(x, y) de la plaque,̀a l’élément par rapport auquelI
est calcuĺe.

Pour un solide,̀a 3 dimensions, de masse spécifiqueρ(x, y, z), ∆ étant l’ensemble des
triplets(x, y, z) définissant les points du solide, on a :

M =

∫ ∫ ∫
∆

ρ(x, y, z)dxdydz ,X =
1

M

∫ ∫
D

xρ(x, y, z)dxdydz

Y =
1

M

∫ ∫
D

yρ(x, y, z)dxdydz , Z =
1

M

∫ ∫
D

zρ(x, y, z)dxdydz

I =

∫ ∫
D

d2(x, y, z)ρ(x, y, z)dxdydz

où d(x, y, z) est la distance du pointA(x, y, z) du solide,à l’élément par rapport auquel
I est calcuĺe.
Si le solide est homog̀ene, la masse spécifique est constante.
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4 Exercices

1. Calculer
∫ ∫

D
xydxdy, oùD est d́efini par{x ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ 1− 2x}

2. Calculer, par deux ḿethodes diff́erentes :
∫ ∫

D1
xydxdy, oùD1 est d́efini par{x ≥

0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ R2} Calculer
∫ ∫

D2
xydxdy, oùD2 est d́efini par{x ≥ 0, y ≥

0, x2 + y2 ≤ R2, x+ y ≥ R > 0}
3. Calculer

∫ ∫
D
x sin(x+ y)dxdy, oùD est d́efini par{0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π

2
}

4. Calculer
∫ +∞

0

∫ +∞
0

1
(x2+y2+a2)2

dxdy

5. Calculer l’aire plane limit́ee par les courbes d’équations, dans un repère ortho-
norméy = x2 ety = 2− x2

6. L’espace est muni d’un repère orthonorḿeOxyz. Calculer le moment d’inertie, par
rapportà l’axeOz, d’une plaque homog̀ene sitúe dans le planxOy et limitée par
les courbes d’́equations :y2 = 4x, x = 0, y = 2.

7. Déterminer le centre de masse d’une plaque semi-circulaire homogène, de centre
O et de rayonR.

8. Calculer
∫ ∫

D
1

(x+y)2
dxdy oùD est d́efini par{x ≥ 1, y ≥ 1, x+ y ≤ 3}

9. Calculer
∫ ∫

D
xy

x2+y2
dxdy oùD est le triangle de sommets :O(0, 0),A(a, a),B(a, 0)

aveca > 0, les trois pointśetant reṕeŕes par rapport̀a un syst̀eme orthonorḿexOy.

10. Calculer
∫ ∫

D
1

x+y
dxdy oùD est d́efini par{0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≥ 1}

11. Calculer
∫ ∫ ∫

D
z2dxdydz oùD est d́efini par{x2 + y2 + z2 ≤ R2}

12. Calculer
∫ ∫ ∫

V
zdxdydz où V est d́efini par{x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y+ z ≤ a}

13. Calculer
∫ ∫ ∫

V
zd(x+y+z)dydz oùV est d́efini par{−h ≤ z ≤ h, x2+y2 ≤ R2}

14. Calculer le volume, la masse, le moment d’inertie par rapportà son axe de révolution,
d’un cône de ŕevolution homog̀ene, de hauteurH et de rayon de baseR. Déterminer
son centre de masse.

15. Calculer
∫ ∫

R2 e
− 1

2
(x2+y2)dxdy. En d́eduire

∫ +∞
−∞

1√
2π
e−

x2/2dx.

16. Calculer la surface d’un cercle de rayonR.

17. Calculer le volume d’une sphère de rayonR.

18. Calculer l’aire plane limit́ee par les courbes d’équation :y2 = 4x et y = 2x − 4,
dans un rep̀ere orthonorḿe.

19. Calculer l’aire et d́eterminer le centre de masse d’une plaque plane homogène li-
mitée par une courbe d’équation polaire :

(a) r2 = a2 cos 2θ avec−π
4
≤ θ ≤ π

4

(b) r = a cos θ avec−π
2
≤ θ ≤ π

2

20. L’espace est muni d’un repère orthonorḿe. Calculer le volume et déterminer le
centre de masse d’un solide homogène limit́e par la surface d’équationx2+y2+z =
9 et le planz = 0.
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21. Calculer le volume et d́eterminer le centre de masse du solide homogène limit́e par
les plans d’́equations :x = 0, y = 0, z = 0, x

a
+ y

b
+ z

c
= 1, (a, b, c ∈ R∗

+)

22. Calculer le moment d’inertie par rapportà une de ses arêtes d’une plaque rectan-
gulaire homog̀ene.
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5 Solutions

1. On a :

I =

∫ ∫
D

xydxdy =

∫ 1/2

0

xdx
∫ 1−2x

0

ydy

=

∫ 1/2

0

xdx

[
y2

2

]1−2x

0

=
1

2

∫ 1/2

0

(x− 4x2 + 4x3)dx

=
1

2

[
x2

2
− 4x3

3
+ x4

] 1
2

0

=
1

2

(
1

8
− 4

24
+

1

16

)
=

1

96

2. Soit I1 =
∫ ∫

D1
xydxdy.

(a) on a

I1 =

∫ R

0

xdx
∫ √

R2−x2

0

ydy

=

∫ R

0

xdx

[
y2

2

]√R2−x2

0

=
1

2

∫ R

0

(R2x− x3)dx =
1

2

[
R2x

2

2
− x4

4

]R
0

=
R4

8

(b) On peutégalement́ecrire, en passant en coordonnées polaires :

I1 =

∫ ∫
∆1

r2 cos θ sin θrdrdθ où ∆1 est d́efini par{0 ≤ θ ≤ π
2
, 0 ≤ r ≤ R}

=

∫ π/2

0

cos θ sin θdθ
∫ R

0

r3dr

=

[
sin2 θ

2

]π
2

0

[
r4

4

]R
0

=
R4

8

Soit maintenantI2 =
∫ ∫

D2
xydxdy. On a :

I2 =

∫ R

0

xdx
∫ √

R2−x2

R−x
ydy
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=

∫ R

0

xdx

[
y2

2

]√R2−x2

R−x

=
1

2

∫ R

0

(R2 − x2 −R2 − x2 + 2Rx)xdx =
1

2

[
R2x

3

3
− 2x4

4

]R
0

=
R4

12

3.

I =

∫ π

0

xdx
∫ π/2

0

sin(x+ y)dy

=

∫ π

0

xdx [− cos(x+ y)]
π/2
0

=

∫ π

0

x
(
− cos

(
x+

π

2

)
+ cosx

)
dx

=

∫ π

0

x(cosx+ sinx)dx

On int̀egre par parties
(∫

udv = uv −
∫
vdu
)

en posantx = u ⇒ dx = du et
(cosx+ sinx)dx = dv ⇒ v = sinx− cosx

I = [x(sinx− cosx)]π0 −
∫ π

0

(sinx− cosx)dx = π − [− cosx− sin x]π0 = π − 2

4. SoitI =
∫ +∞

0

∫ +∞
0

1
(x2+y2+a2)2

dxdy. Le domaine d’int́egration peut̂etre repŕesent́e
dans un plan, muni d’un repère orthonorḿe, par le premier quadrant.
On passe en coordonnées polaires :

I =

∫ π/2

0

dθ
∫ +∞

0

r

(r2 + a2)2
dr =

π

2

[
− 1

r2 + a2

]+∞

0

=
π

2a2

5. Dans un plan muni d’un repère orthonorḿe, l’aire à calculer est limit́ee par deux
paraboles admettanty′Oy pour axe de syḿetrie et syḿetriques entre elles par rap-
port à la droite d’́equationy = 1. Ces deux paraboles se coupent enA(−1, 1) et
B(1, 1) : y = 2− x2 = x2 ⇒ x2 = 1 ⇒ x = ±1. On a :

S

∫ ∫
D

dxdy =

∫ 1

−1

dx
∫ 2−x2

x2

dy =

∫ 1

−1

(2− 2x2)dx =

[
2x− 2

x3

3

]1

−1

=
8

3

6. La plaque plane est la surface entre l’axeOy, la droitey = 2 et la courbey2 = 4x.
On a, siD est l’ensemble des(x, y) définissant la plaque de masse spécifiqueρ :

I =

∫ ∫
D

ρ(x2 + y2)dxdy = ρ

∫ 2

0

dy
∫ y2/4

0

(x2 + y2)dx
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= ρ

∫ 2

0

dy

[
x3

3
+ y2x

]y2/4
0

= ρ

∫ 2

0

(
y6

192
+
y4

4

)
dy

= ρ

[
y7

1344
+
y5

20

]2

0

=
178

105
ρ

Il est d’usage d’exprimer un moment d’inertie en fonction de la masseM du solide.
Si S est l’aire de la plaque, on a :

M =

∫ ∫
D

ρdxdy = ρ

∫ ∫
D

dxdy = ρS

S =

∫ ∫
D

dxdy =

∫ 2

0

dy
∫ y2/4

0

dx =

[
y3

12

]2

0

=
2

3
⇒M =

2

3
ρ⇒ I =

3

2
M

178

105
=

89

35
M

7. On choisit le rep̀ere orthonorḿeOxy de manìere queOy soit l’axe de syḿetrie de
la plaque. Soientρ la masse sṕecifique (constante) de la plaque,M sa masse,D
l’ensemble des(x, y) définissant la plaque. SoitG(x, y) le centre de masse cherché.
On a :

X =
ρ

M

∫ ∫
D

xdxdy =
ρ

M

∫ ∫
∆

r cos θrdrdθ

, en passant en coordonnées polaires.∆ est d́efini par :{0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ R}

X =
ρ

M

∫ π

0

cos θdθ
∫ R

0

r2dr =
ρ

M

R3

3
[sin θ]π0 = 0

Ce ŕesultatétait pŕevisible puisqueOy est un axe de syḿetrie. Le centre de masse
est donc sitúe surOy et a pour ordonńee :

Y =
ρ

M

∫ ∫
D

ydxdy =
ρ

M

∫ ∫
∆

r sin θrdrdθ =
ρ

M

∫ π

0

sin θdθ
∫ R

0

r2dr =
ρ

M

R3

3
[− cos θ]π0

c’est-̀a-dire

Y =
2

3

ρ

M
R3

OrM =
∫ ∫

D
ρdxdy = ρ

∫ ∫
D

dxdy = 1
2
πR2ρ⇒ ρ

M
= 2

πR2 . Finalement :

Y =
4

3π
R ≈ 0.4244R

8. Le domaine d’int́egration est facilèa repŕesenter. On a :∫ ∫
D

1

(x+ y)2
dxdy =

∫ 2

1

dx
∫ 3−x

1

1

(x+ y)2
dy

=

∫ 2

1

dx

[
− 1

(x+ y)

]3−x

1

=

∫ 2

1

(
−1

3
+

1

x+ 1

)
dx

=
[
log(x+ 1)− x

3

]2
1

= log
3

2
− 1

3
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9. Soit I =
∫ ∫

D
xy

x2+y2
dxdy. On passe en coordonnées polaires :

I =

∫ ∫
∆

r2 cos θ sin θ

r2
rdrdθ

=

∫ π/4

0

cos θ sin θdθ
∫ a

cos θ

0

rdr

=

∫ π/4

0

a2

2 cos2 θ
cos θ sin θdθ

=
a2

2

∫ π/4

0

sin θ

cos θ
dθ

= −a
2

2
[log(cos θ)]

π/4
0

=
a2

2
log

√
2 =

a2

4
log 2

10. Soit I =
∫ ∫

D
1

x+y
dxdy.

On aI =
∫ 1

0
dy
∫ 1

1−y
1

x+y
dx =

∫ 1

0
dy[log(x+ y)]11−y =

∫ 1

0
log(1 + y)dy.

On int̀egre par parties :
(∫

udv = uv −
∫
vdu
)

en posant dv = dy ⇒ v = y et

log(1 + y) = u⇒ du = dy
1+y

I = [y log(1 + y)]10 −
∫ 1

0

y

1 + y
dy

= log 2−
∫ 1

0

1 + y

1 + y
dy +

∫ 1

0

1

1 + y
dy

= log 2− [y]10 + [log(1 + y)]10
= 2 log 2− 1 ≈ 0.3863

11. Soit I =
∫ ∫ ∫

D
z2dxdydz.

L’espacéetant muni d’un rep̀ere orthonorḿe d’origineO, le domaine d’int́egration
peutêtre repŕesent́e par l’ensemble des points situésà l’intérieur d’une sph̀ere de
centreO et de rayonR. La syḿetrie de ŕevolution autour de l’axeOz sugg̀ere le
passage aux coordonnées cylindres, c’est-à-dire le changement :x = r cos θ ; y =
r sin θ ; z = z. Le domaine d’int́egration∆ étant d́efini par0 ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ R,
z2 + r2 ≤ R2.

Le Jacobien de cette transformation estD(x,y)
D(u,v)

=

∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r

D’où |J | = |r| = r.
finalement

I =

∫ ∫ ∫
∆

z2rdrdθdz =

∫ 2π

0

dθ
∫ R

0

rdr
∫ √

R2−r2

−
√
R2−z2

dz = 2π

∫ R

0

2

3
(R2−r2)

3/2rdr
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B. I NTÉGRALES MULTIPLES 325

D’où I = 2π
3

[
−2

5
(R2 − r2)

5/2
]R

0
= 4

15
πR5

12. Soit I =
∫ ∫ ∫

V
zdxdydz.

On remarque quex+ y+ z ≥ 0 ⇒ a ≥ 0. Les triplets(x, y, z) du domaineV sont
tels que :
• 0 ≤ x ≤ a− y − z
• 0 ≤ y ≤ a− z la condition12 impliquanta− y − z ≥ 0 ⇒ y ≤ a− z
• 0 ≤ z ≤ a la condition12 impliquanta− z ≥ 0 ⇒ z ≤ a
On en d́eduitI =

∫ a
0
zdz

∫ a−z
0

dy
∫ a−y−z

0
dx =

∫ a
0
zdz

∫ a−z
0

(a− y − z)dy∫ a

0

zdz

[
(a− z)y − y2

2

]a−z
0

=

∫ a

0

1

2
(a−z)2zdz =

1

2

[
a2 z

2

2
− 2a

z3

3
+
z4

4

]a
0

=
a4

24

L’espacéetant muni d’un rep̀ere orthonorḿe, le domaine d’int́egrationV peutêtre
repŕesent́e par une pyramide de sommetO.

13. Soit I =
∫ ∫ ∫

V
(x+ y + z)dxdydz.

L’espaceétant muni d’un rep̀ere orthonorḿe Oxyz, le domaine d’int́egrationV
peutêtre repŕesent́e par l’ensemble des points situésà l’intérieur d’un cylindre de
révolution autour de l’axeOz. On a :

I =

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

dy
∫ h

−h
(x+ y + z)dz

=

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

[
xz + yz +

z2

2

]h
−h

dy

=

∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2

2h(x+ y)dy

=

∫ R

−R
2hdx

[
xy +

y2

2

]√R2−x2

−
√
R2−x2

=

∫ R

−R
2h2x

√
R2 − x2dx

D’où

I = 2h

[
−2

3
(R2 − x2)

3/2

]R
−R

= 0

On aurait pu obtenir le m̂eme ŕesultat en passant en coordonnées cylindriques (voir
exercice11).

14. On choisit un rep̀ere orthonorḿe Oxyz dont l’origine est le sommet du cône et
Oz l’axe de ŕevolution. SoitD l’ensemble des triplets(x, y, z) correspondant aux
points sitúesà l’intérieur du ĉone. On d́esignera par :V le volume du ĉone,ρ sa
masse sṕecifique (constante),M sa masse,I son moment d’inertie par rapportà
Oz, etG(X, Y, Z) son centre de masse. On a :

V =

∫ ∫ ∫
D

dxdydz =

∫ ∫ ∫
∆

rdrdθdz

bar-hen.net



326 Solutions

en passant en coordonnées cylindriques.
Le domaine d’int́egration∆ est d́efini par{0 ≤ θ ≤ 2π ; 0 ≤ z ≤ H ; 0 ≤ r ≤
R
H
z}.

DoncV =
∫ 2π

0
dθ
∫ H

0
dz
∫ R

H
z

0
rdr = 2π 1

2

∫ H
0

R2

H2 z
2dz = π R2

H2

[
z3

3

]H
0

= 1
3
πR2H

On aM =
∫ ∫ ∫

D
ρdxdydz = ρV = 1

3
πR2Hρ

On aI =
∫ ∫ ∫

D
ρ(x2+y2)dxdydz = ρ

∫ ∫ ∫
∆
r×r2drdθdz = ρ

∫ 2π

0
dθ
∫ H

0
dz
∫ R

H
z

0
r3dr =

2πρ1
4

∫ H
0

R4

H4 z
4dz = 1

2
πρR

4

H4
H5

5
= 1

10
πρR4H = 3

10
MR2

Le côneétant homog̀ene, il est́evident que le centre de masseG(X, Y, Z) est sur
l’axeOz, doncX = Y = 0 (à vérifier). On a :

Z = 1
M

∫ ∫ ∫
D
ρzdxdydz = ρ

M

∫ ∫ ∫
∆
zrdrdθdz = ρ

M

∫ 2π

0
dθ
∫ H

0
zdz

∫ R
H
z

0
rdr =

ρ
M

2π 1
2

∫ H
0

R2

H2 z
3dz = π ρ

M
R2

H2

[
z4

4

]H
0

= 1
4
π ρ
M
R2H2 = 3

4
H

15. Il est clair que l’on a :J =
∫ ∫

R×R e
− 1

2
(x2+y2)dxdy =

∫ +∞
−∞ e−

1
2
x2

dx
∫ +∞
−∞ e−

1
2
y2dy =

I × I = I2 en posantI =
∫ +∞
−∞ e−

1
2
u2

du

Or si on passe en coordonnées polaires, on :J =
∫ ∫

∆
e−

1
2
r2rdrdθ où ∆ est d́efini

par :{0 ≤ θ ≤ 2π, r ≥ 0}

doncJ =
∫ 2π

0
dθ
∫ +∞

0
e−

1
2
r2rdr = [θ]2π0

[
−e− 1

2
r2
]+∞

0
= 2π × 1 = 2π

On en d́eduitI =
√

2π et donc
∫ +∞
−∞

1√
2π
e−

1
2
u2

du = 1

16. On aS =
∫ ∫

D
dxdy oùD est d́efini parx2 + y2 ≤ R2. En passant en coordonnées

polaires, on obtient :S =
∫ ∫

∆
rdrdθ où ∆ est d́efini par{0 ≤ θ ≤ 2π, r ≤ R

doncS =
∫ 2π

0
dθ
∫ R

0
rdr = [θ]2π0

[
r2

2

]R
0

= πR2

17. On a :V =
∫ ∫ ∫

D
dxdydz où D est d́efini parx2 + y2 + z2 ≤ R2. En passant

en coordonńees polaires, on obtient :V =
∫ ∫ ∫

∆
rdrdθdz où ∆ est d́efini par

{0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ R, z2 + r2 ≤ R2}

doncV =
∫ 2π

0
dθ
∫ R

0
rdr

∫ √R2−r2
−
√
R2−r2 dz =

∫ 2π

0
dθ
∫ R

0
r2
√
R2 − r2dr = 2π

[
−2

3
(R2 − r2)

3/2
]R

0
=

4
3
πR3
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